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ETAT 


DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHEMATIQUE  DE  EliANCE 

AU  COMMENCEMENT  DE  L'ANNÉE  1910    (')• 


Membres  honoraires  du  Bureau. 


MM.   APPELL. 
DARBOUX. 
GUYOU. 

HATON  DE  LA  COUIMLLIÈRE. 
HUMBERT. 
JORDAN. 

MITTAG-LEFFLRR. 
PAINLEVÉ. 
PICARD. 
POUNCARÉ. 
VOLTERRA. 
ZEUTHEN. 


Président MM. 

\ 

Vice-Présidents 

Secrétaires ! 

Vice-Secrétaires 

Archiviste 

Trésorier 


Membres  du  Conseil  (5) 


BRICARD. 

ANDOYER. 

FONTENÉ. 

GRÉVY. 

LÉVY  (L.). 

MONTEL. 

RAFFY. 

FATOU. 
LÉVY  (P.). 

FOUCHÉ. 
SERVANT. 

ANDRÉ  (D.),  1911. 
BIOCHE,  1913. 
BLUTEL,   1911. 
BOREL,  1913. 
BOURLET,  1912. 
CARTAN,  1913. 
CARVALLO,  191?. 
FOURET,  1911. 
MAILLET,  1912. 
MAROTTE,  1913. 
DOCAGNE,   1913. 
PERRIN  (R.),  1912. 


(')  MM.  les  Membres  de  la  Société  sont  instamment  priés  d'adresser  au  Secrétariat 
les  rectifications  qu'il  y  aurait  lieu  de  faire  à  cette  liste. 

(5)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  com- 
mencement de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 


Date 

de 

l'admission. 

1900.     ACKERMANN-TEIIHNIR,  éditeur,  à  Leipzig  (Allemagne).  S.  P.  ('). 

1900.      ADIIEMAR  (vicomte  Robert  d' ),  professeur   suppléant  à  la  Faculté  libre  des  Sciences, 
place  de  Gcnevières,  i4,  à  Lille  (Nord). 

1890.  AND0YER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Val-de-Grâce,  n,  à  Paris  (5e). 
1894.     AMIKIDE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Monillière,  i.  à  Besançon. 

1872.  ANDRE  (Désiré),  docteur  es  sciences,  rue  Bonaparte,  -<>  bis,  à  Paris  (G*). 

1879.  APPELL,  membre  de  l'Institut,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'École 

Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  du  Bac,  32,  à  Patis  (7e). 

1900.  AMUG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Pierre-Corneille,  38,  à  Lyon. 

1882.  AUTOMNE,  ingénieur  en  clief  des  ponts  et  chaussées,  à  Châtcaiii  oux  (Indre). 

1900.  BAIRE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon. 

1896.  BAKER,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 

1905.  BARRE,  capitaine  du  génie,  quai  de  la  République,  s.  à  Verdun  (Meuse). 

190G.  IIARTIIELS,  professeur  de  mathématiques,  à  Aschafl'enburg  (Bavière). 

1875.  BERDELLE,  ancien  garde  gênerai  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône).  S.  P. 

1904.  REU.\S'l'Eli\,  docteur  es  sciences,  Mojaiskaïa,  27,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie). 

1891.  BERTRAND  DE  F0NTV10LANT,   professeur  à   l'École   Centrale   des  Arts  et    Manulactures. 

rue  Brémonticr,  16,  à  Paris  (17°).  S.  P. 
1888.     BIOCIIE,    professeur  au    lycée    Louis-le-Grand,    rue    Notre-Danie-des-Chanips,    56,    à 

Paris   (f,<  )   S.   P. 
1900.     BlilllIENniAli  (Otto),  professeur  à  l'École  technique  supérieure,  Riitscherstrasse,    '.-.  à 

Aix-la-Chapelle  (  Allemagne  ). 

1891.  BLliTEL,  professeur   au    lycée    Saint-Louis,    chargé    de  conférences  à   la    Faculté  des 

Sciences,  rue  Denfert-Rochereau,  110,  à  Paris  (  \\<). 

1902.  B0DERIL  (vicomte  Roger  du),  rue  d'Amibes,    no,  à  Cannes.  S.  P. 

1907.     B0ITEL  DE  DIBNVAL ,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  au  château  de  Valsery,  a 
Cœuvres  (  Aisne  ).  S.  P. 

1892.  BO.YAPARTE  (prince  Roland),   membre  de  l'Institut,  avenue  d'Iéna,  10,  à  Paris  (i(i'). 
[895.      B0REL  (Emile),    professeur   à    la    Facilite    des   Sciences,    boulevard   Saint-Michel,    i'|i. 

à  Paris  (5').  S.  P. 
1909.      BOULAI)  (F.),  ingénieur  des  Chemins  de  fer  de  l'Étal    égyptien,  au   Caire   (Egypte). 
1896.     BOULANGER,  professeur-adjoint  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Caumartin,  78,  à  Lille. 

1896.  IIOIJRI.ET,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  des  Beau.\-Arts. 

rue  Raynouard,  56,  à  Paris  (  iG°).  S.  P. 

1903.  RltlTI.V,  rue  Lavîeuville,  26,  à  Paris  (i8«). 

1904.  BOliTROlX  (P.),  charge  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy.  S.  P. 

1900.  BREITL1NG,  proviseur  du  lycée  Bufifon,  boulevard    Pasteur,  à  Paris  (i'i"). 

1897.  BKICAR0,  professeur  au  Conservatoire   des  Arts  et  Métiers,   répétiteur  à  l'École  Poly- 

technique, boulevard  Kaspail,  20,5,  à  Paris  (ij'). 

1873.  BROCARD,    lieutenant-colonel  du    génie    territorial,    rue    des    Ducs    de    bar.  7").  à  Bar- 

le-Duc.  S.  P. 

1901.  lillll,.  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,  11.  à  Toulouse. 

1893.  BDRKHARDT,  professeur àla  Technische Hochschule,  Martinstrasse,  3,  Munich  (  Bavière). 

1894.  CtDBN,  professeur  au  collège  Rollin,  rue  Cortainbert.    ',!'•  à  Paria  (16"). 

GALDAREIIA,  professeur  à  l'Université,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  a  Païenne. 


(')   Les   initiales  S.    P.   indiquent  les  Sociétaires  perpétuels. 


Dale 

de 

l'admission. 

1885.  CAROX,  professeur  de  géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  71,  à  Paris  (5°). 

1892.  CAROiMNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Demours,  62  bis,  à  Paris  (17e). 

1896.  CARTAN,  maître  de   conférences    à  la   Faculté    des  Sciences,  rue   de   Vaugirard,  174, 
à  Paris  (  i5e). 

1887.  GARVALliO,    directeur  des  études  à  l'École  Polytechnique,  à  Paris  (  ja).  S.   P. 
1890.  CEDERCREUTZ  (  baronne  Nanny),  Unionsgatan,  4,  à  Helsingfors  (Finlande). 
1892.  CELLV1RIER  (Gustave),  cours  de  Rive,   12,  à  Genève  (Suisse). 

1888.  CHAII.AX  (Edouard),  rue  Denfert-Rochereau,  95,  à  Paris  (  14e). 

1896.     CHARVE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à  Marseille. 
1907.     GHAZY,  agrégé  de  mathématiques,  rond-point  Bugeaud,  5,  à  Paris  (16°). 

1884.  GHRYSTAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 

1901.     CLÂIRIN,  maître  de  conférences  à  la   Faculté  des  Sciences,    rue    Jaequemars-Gi';lée, 

57  bis,  à  Lille. 
1890.     C0L0T,  villa  Sully,  à  Arcachon  (Gironde). 

1898.  COMRERIAC,  capitaine  du  génie,  docteur  os  sciences,  rue  du  Moustier,  22,  à  Montauhan. 
1896.     COSSERAT  (E.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse. 

1896.     COSSERAT  (  F.  ),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  23,  à  Paris  (  100). 

1900.  C0TT0N  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble.  S.  P. 

1904.  CURTISS,  Sherman  avenue,  1939,  à  Evanston   (Illinois,  États-Unis). 

1872.     IMRB01Y,  secrétaire  perpétuel    de    l'Académie   dos   Sciences,    doyen   honoraire  de  la 
l'acuité  des  Science6,  rue   Mazarine,  3,  à  Paris  (6°). 

1885.  DAUTHEVILLE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,   cours  Gambetta,  27,   à  Montpellier. 

1901 .  DELASSIS,    professeur    à    la    Faculté    des    Sciences,    boulevard    de    Talence,   226,     à 

Bordeaux. 

1905.  DENJOY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier. 

1895.  DELAUNAY  (N.  ),  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 
1885.      DEJIARTRES,  doyen  de   la  Faculté  des  Sciences,   avenue   Saint-Maur,  à  la    Madeleine- 
lés-Lille  (Nord). 

1892.  DËM0ULIN  (Alph.).  professeur  à  l'Université,  rue  Joseph-Plateau,  10,  à  Gand  (Belgique.) 

1883.  DERUYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique). 

1894.  DESAINT,  docteur  es  sciences,  boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  47>  à  Paris  (17e). 

1900.  DICkSTEIN,  Marszatkowska,  117,  à  Varsovie. 

1899.  DRACII,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Japon,  12,  à  Toulouse. 

1909.      DRURY,  bibliothécaire  de  l'Université,  University  Station,  Urbana  (  Illinois,  États-Unis). 
1907.     DULAC,  professeur    à    l'École   supérieure   des    Sciences,    boulevard    Bon-Accueil,    66, 
Mustapha-Alger. 

1896.  DUMAS  (G.),  docteur  de  l'Université  de  Paris,  privat-docent   a   l'École  Polytechnique 

fédérale,  à  Zurich  (Suisse). 

1897.  DUMO.VT,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 
1886       DliNCAN,  Consulting  Engiueer,  Empire  Building,  Broadway,  71,  New-York  City. 
1885.     DYCK  (Walther),  Technische  Hochschule,  à  Munich  (Bavière). 

1902.  EG0R0FF  (Dimitri),  professeur  à  l'Université,  Povarskaia,  Borissoglebsky  per.,    it\,  à 

Moscou  (Russie). 

1903.  ESPANET,  ingénieur  civil,  rue  Berthollet,  2,  à  Paris  (5e). 

1900.  ESTANAVE,  docteur  es  sciences,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
1907.     ETZEli,  S'  Bernard's  Seminary,  à  Rochester  (État  de  New- York,  États-Unis). 

1896.     El) VERTE,  ancien  élève  de  l'École    Polytechnique,  ancien    capitaine  d'artillerie,  rue 
du  Pré-aux-CIcrcs,  18,  à  Paris  (7e). 


V1I1    — 


Date 

de 
l'admission. 

"  1888. 
1906. 
1904. 

1891. 

1892. 
1885. 
1881. 
1872. 

1896. 
1897. 
1903. 
1889. 
1905. 
1872. 

1903. 
1903. 
1900. 
1900. 
1872. 

1908. 
1896. 

1890. 

1906. 
1897. 

1907. 
1896. 
1903. 

1907. 
1881. 

1896. 
1899. 

1880. 
1906. 
1900. 
1907. 
1881. 
1885. 
1873. 


FARRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  17,  rue  Chaptal,  à  Montpellier. 

FARAGGI,  professeur  à  Sétif  (Algérie  ). 

FATOU,  docteur  es  sciences,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du  Mont- 
Parnasse,   172,  à  Paris  (i46)- 

FAUQIIEMREKGIJE,  professeur  au  lycée,  à  Mout-de-Marsan. 

FEIIR   (Henri),  professeur  à  l'Université,  72,  route  de  Florissant,  à  Genève  (Suisse). 

l'IEElKS  (J.),  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada). 

FliOQIlET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Commanderie,  21,  à  Nancy. 

FliïE  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

FONTANEAD,  ancien  officier  de  marine,  cours  Rugeaiid,  8.  à  Limoges. 

F0XTENE,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  G  ou",  7,  à  Paris  (5e). 

F0IU)  (AValtf.h  R.),  Forest  avenue,  617,  à  Ann  Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

FOUGUE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris  (5*). 

FOUET,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6*). 

F0UKKT,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Carnot,  4 , 
à  Paris  (17°).  S.  P. 

FRAISSE,  inspecteur  des  études  au  Prytanée,  à  La  Flèche  (Sarthe). 

Il:, llll!.  Seevogelstrasse,  7,  à  Râle  (Suisse). 

6AI1DEANO  (Z.-G.  de),  professeur  à  l'Université,  corso  99,  3,  à  Saragosse  (Espagne) 

GARGUI  DE  M0NCETZ,  licencié  es  sciences,  square  de  Latour-Maubourg,  8,  à  Paris  (7*). 

(iAKIEIi,  inspecteur  général  îles  ponts  et  chaussées,  professeur  à  la  l'acuité  de  Méde- 
cine, rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris  (17e)- 

GAKMKIt.   agrégé  de  mathématiques,  boulevard  Arago,  99,  à  Paris  (i'i'). 

GAUTHIER  YILLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 
Angustins,  55,  à  Paris  (6e). 

GERRIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Païenne  (Italie). 

GÉRARRIN,  quai  Claude-le-Lorrain,  3j,  à  Nancy. 

GERRANS,  professeur  à  Worcester  Collège,  Saint-John  street,  20,  à  Oxford  (Grande- 
Rretagne). 

GIORRWO,  directeur  du  R.  Ginnasio,  à  Licata  (Italie). 

GIRARDYILLE,  capitaine  d'artillerie,  rue  Michelet,  6,  à  Montreuil-sous-Bois  (Seine). 

GIIREY,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Bois-de-Boulogne,  7,  à 
Paris  (  16"). 

G0T  (Th.),  professeur  au  lycée,  Mont-de-Marsan  (Landes). 

GOURSAT,  professeur  a  la  l'acuité  des  Sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
rue  Denfert-Rochereau,  3g,  ii  Paris  (5°).  S.  P. 

GREYY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,8  Paris  (5*). 

GUADKT,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  -2\obis,  à 
Paris  (7) 

GliGGIA  (  Jean  ),  professeur  à  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  3o,  à  Palerme  (Italie). 

GUERBY,  professeur  au  collège    Stanislas,   rue  Madame,  3o,  il  Paris    (6e).   S.  P. 

GUIGI1ARD,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences  de  Clermont-Ferrai'd. 

GGICOARD,  me  Condorcet,  4a,  à  Paris  (9e). 

GIYIIIER  (D'Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 

GUYOU,  membre  de  l'Institut,  boulevard  Raspail,  384,  à  Paris  (  i'|e)- 

HAAG,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  à  l'École  Polytechnique, 
rue  Chardin.   11    bis,  à  Paris  (16e). 


Date 

de 

l'admission. 

1882.     IIAB1CII,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  h  Lima  (Pérou). 

1896.     HADAMARD,    professeur  au  Collège  de  France,  rue  Humboldt,  25,  à  Paris  (i/j8).  S.  P. 

1904.  HALBERSTADT,  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures. 

1910.     HALI'IIGX    (Gli.),   ingénieur  des  Arts  et   Manufactures,  Chaussée  de  la  Muette,  8  bis, 
à  Paris  (16°). 

1894.  HALSTED,  professeur  au  Kenyon  Collège,  à  Gambier  (Ohio,  États-Unis).  S.  P. 

1901.  HANCOCK,  professeur  à  l'Université  de  Cincinnati,  Auburn  Hôtel  (Ohio,  États-Unis). 
1909.     HANSEM,  privat-docent  à  l'Université,  Dannebrogsgade,  i,  Copenhague  (Danemark). 
1872.     RATON  M  LA  GOUI'ILLIÈIIE,  membre  de  l'Institut, inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6e).  S.  P. 

1905.  HEItRICK,    professeur  à  l'Université,  South  Ninth  street,  3o2,  à  Columbia   (Missouri, 

États-Unis). 

1892.  BERMANN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5"). 

1893.  HIOIÎX,  professeur  en  retraite,'  rue  des  Fossés-Sain  t-Jacques,   ifi,  à  Paris  (5e). 

1895.  BOIT  (S.),    professeur  à   l'École   S"-Geneviève,  rue  Péclet,  9,  à   Paris  (i5e).  S.  P. 

1880.  RUMBEKT,  membre  de  l'Institut,   ingénieur   en  chef  des    mines,  professeur   à  l'École 

Polytechnique,  ri\c  Daubigny,  6,  à  Paris  (17e). 
1907.     HLSS0N,  professeur  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  de  Creully,  32,  à  Caen. 

1881.  IMBER,  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  place  Voltaire,  2,  à  Paris  (11e).. 

1896.  JACQUET  (E.),  professeur,  rue  Lagarde,  3,  à  Paris  (5e). 

1898.  JAHXKE  (  Dr  E.),  professeur    à    l'Académie    des    Mines,    Pariserstrasse,   36,    à    Berlin, 

W15  (  Allemagne). 
1903.     JKNSEN  ( J.-L.-W.-V.),  ingénieur  en  chef  des  Téléphones,   Frederiksberg  allée,  68,  à 
Copenhague  (Danemark). 

1872.  JORDAN,    membre    de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Poly technique  et  au  Collège  de 

France,  rue  de  Varenne,  48,  à  Paris  (7e)     S.  P. 
1875.     JUNG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Fatebenefratelli,   19,  à   Milan 
(Italie). 

1892.  K0CII    (H.     von),    professeur    à    l'École    Polytechnique,    à    Djursholm-Stockholm 

(Suède). 
1880.     KŒN1GS,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  à  l'École    Polytechnique, 
boulevard  Arago,  101,  à  Paris  (i^0). 

1907.  KRYL0FF,  ingénieur  des  mines,  Gitomirska  Chaussée,  à  Kolganovska  (Russie). 

1897.  LACAUCR1E,  ingénieur  civil,  chef  du  laboratoire  de  la  Compagnie  générale  des  Omni- 

bus, rue  brochant,  18,  à  Paris  (  17e). 

1873.  LAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  à  l'École    Polytechnique, 

rue  du  Conseil,  5,  à  Asnières  (Seine). 

1906.  LACESC0,  docteur  es  sciences,  à  Giurgiu  (Roumanie). 

1893.  LANCELIX,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  rue   Boissonnade,   3,  à   Paris  (i^6)- 

1899.  LANDAU,    professeur    à   l'Université,    Waldstrasse,    ^-6,    à     Gôtlingen    (Allemagne). 
1896.     LAR0ZE,  ingénieur  des  télégraphes,   rue  Froidevaux,  8,  à   Paris  (i'i8)- 

1908.  LATTES,  maître  de  conférences  a  la  Faculté  des  Sciences,  à   Montpellier. 
1873.     LAUTH,  manufacturier  à  Thann  (Alsace). 

1896.  LEAI1,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Vavin,  6,  à  Paris  (6e). 

1880.  LEAIITÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles.  18,  à  Paris  (17").  S.  P. 

1896.  LEBEIj,  professeur  au  lycée,  rue  Pelletier  de  Chambrun,   12,  à  Dijon. 

1902.  LEBESGIK,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  /(-Roues,    1,  à    Poitiers. 

1903.  LEBEIF,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon. 


Date 

de 

l'admission. 

1893.  LECORNU,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  nie  Gay- 

Lussac,  3,  à  Paris  (5"). 
1805.      LKMERAY,  licencié   es   sciences,   ingénieur  civil   du  génie  maritime,  Villa   Rose,  place 
Macé,  à  Antihes  (Var). 

1904.  I.EMOYXE  (T.),  rue  Claude-Bernard,  -',,  à  Paris  (5°). 

1879.  LE  l'AIGE,  professeur  h  l'Université,  à  l'Observatoire  de  Coin  te,  à  Liège  (Belgique). 
1895.  LE  ROUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Châteandun,  i3,  à  Rennes. 
1898.     LE  ROY,  docteur  es  sciences,  boulevard  Raspail,    117,  a   Paris  (6e), 

1891.      LERV,  agent  voyer  en  chef  de  Seine-et-Oise,  rue  Magenta.  5,  à  Versailles. 

1900.     LEVI  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate,  i'|,  à  Padoue  (Italie). 

1907.     LESGOURGUES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  avenue  de  l'Observatoire,  16,  à  Paris  (6*) • 

1909.      LEVY  (Albert),  professeur  au  lycée  Voltaire,  rue  Renault,  8,  à  Paris  (11°). 

1882.      LÈVY     (Lucien),    répétiteur    et    examinateur    d'admission    à    l'École    Polytechnique» 

rue  du  Regard,   12,  à  Paris  (6e). 
1872.     LEYY  (Maurice),  membre    de  l'Institut,    inspecteur  général   des  ponts    el    chaussées 

en  retraite,  avenue  du  Trocadéro,  i5,  à  Paris  (16e). 

1907.  LEYY  (Paul),  élève  ingénieur  des  mines,  rue  du  Regard,  12,  à  Paris  (6e). 
1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-Ie-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1898.      LIIVDELOF  (Ernst).   professeur  à  l'Université.    Sandvikskajan,    i5,  à  Helsingfors  (Fin- 
lande ). 
1877.     LINDEMÂNN,  professeur  à  l'Université,  Franz-Josefstrasse,  9,  à  Munich  (Bavière). 

1880.  LIDUYILLE,   ingénieur  des  poudres,  examinateur   des   élèves  à   l'École  Polytechnique, 

quai  Henri  IV,   12,  à  Paris  (4e). 

1888.  LUCAS  (Félix),  ingénieur  en   chef  des  ponts   et  chaussées  en   retraite,   rue  Roissière, 

3o,  à  Paris  (  16*  ). 
1902.     LICAS-GIRARDYILLE,  au  Ministère  des  Finances,  Direction  des  manu  factures  de  l'État, 

a  Paris  (.<«). 
1902.     LUCAS  DE  l'ESLOUAN,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  ',1,  à  Pari». 

1908.  LYNCH  (Arthur),  rue  du  Luxembourg,  /|o,  à  Paris  (6e). 

1895.     MAILLET,  ingénieur  des  ponts   et  chaussées,   répétiteur   à  l'École  Polytechnique,  rue 
de  Fontenay,  n,  à  Bourg-la-Reine  (Seine).  S.  P. 

1905.  MALUSKI,    professeur  au   lycée   Hoche,   rue  Gabriel,    12,  à   Versailles 

1906.  MARCliS,  licencie  es  sciences,  rue  Descartes,  3i,  à  Paris  (5°). 

1904.  MAROTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Reuilly,  35  bis,  à  Paris  (i>*). 

1884.  MARTIN  (Ariemas),    i535,   Colombia  Street  Y  \\  .,  a  Washington  D.  C.  (États-1  nis). 

1894.  MUTIN,  professeurau  lycée,  rue  de  l'Église  SVAusone,  33,  à  Angoulème  (Charente). 
1897.  MKIIMKE,    professeur    à    l'École    technique    supérieure,    Lowenstrasse,    à    Stuttgart- 

Degerlocb  (  Wurtemberg). 

1889.  MBNDIZABAL  TAHB0REL  (de),  membre  de  la  Société   de  Géographie  de  Mexico,  calle 

de  Jésus,   t3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 
1 881  -     MEBCEREAU,  licencié  es  sciences,  rue  de  l'Université,  i()3.  à  Paris  (7').  S.  P. 
1902.     MERLIN  (Emile),  docteur  en  sciences,  rue  de  la  Poste.  22,  à  (Jccle  (  Belgique  |. 

1907.  MERLIN  (Jean),  astronome  à    l'Observatoire  de    Lyon,  à  Saint-Genis-Laval  (  Rhône  ). 
1902.     MESVY  (R.),  directeur  de  l'École  d'Hydrographie,  à  Granville  (Manche). 

1904.     METZLER,  professeur  a  l'I  uiversité,  à  Syracuse  (État  de  New-York )* 

1909.  MICHEL    (Charles),    professeur  au    lycée  Saint-Louis,  rue  Sarrette,   1  1,  à  Paris  i 
1893.      MICHEL  (  François  ),  chef  de  parcours  de  la  Compagnie  des  chemins  de  1er  du  Nord, 

faubourg  Saint-Denis,  210,  à  Paris  (10e). 


—    XI    — 
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1873.     MITTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Djursholm-Stockholm  (Suède). 

1904.  MIWA,  professeur  à  l'Université  de  Kyoto  (Japon). 

1902.  MOIjK  (J.),   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  8,  à  Nancy. 
1907.     MO.VNil;,  professeur  au  lycée  Buffon,  boulevard  de  VaugirarJ,  j-j ,  à  Paris  (i5e). 

1898.  MOM'ESSUS    DE    RAUORE  (vicomte  Robert  im),    professeur   à    la    Faculté    libre    des 

Sciences,  place  de  Genevières,  8,  à  Lille  (Nord). 

1903.  Mil, Mil!  (J.-O.),  Venusbergerweg,  32,  a  Bonn  (Allemagne). 

1909.     MYERS  (G.-W.),  pr  .fesseur  à  l'Université  de  Chicago  (États-Unis). 
1909.     NE0VIUS,  ancien  professeur  à   l'Université  d'Helsingfors,   Chr.    Vinthersvei  3',  à  Co- 
penhague (Danemark). 
1885.     iVElRERG,  professeur  a  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
1897.     NICOLLIEK,  professeur,  a  Moiilreux  (Suisse). 

1900.  MEWENGLOWSKI,  docteur   es   sciences,    inspecteur  général  de  l'Instruction   publique 

rue  de  l'Arbalète,  35,  à  Paris  (  5e  ). 
1882.     OCAGNE  (M.  i>'),    ingénieur  en   chef   des    Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  nie  La  Boëtie,  3o,  à  Paris  (8e).  S- P. 

1905.  OLIVE I',  professeur  au  lycée,  à  Rouen. 

1873.     0V1DI0(E.    n'),  professeur  à  l'Université,  Corso  Sommeiller,   16,  à  Turin  (Italie). 

1901.  PADE  (  H.),  recteur  de  l'Académie  de  Besançon. 

1893.     PAIXLEVE,    membre  de  l'Institut,   professeur  à   la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Séguier,   18,  à  Paris  (6e). 
1888.      l'APEMER,   professeur  au    lycée,  rue  de    Kecouvrance,  20,  à  Orléans. 
1881.     PARAF,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Trinité,  io.  a   Toulouse. 
1881.     PELI.ET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Gergovia,  77,  à  Clerniont- 

l'errand. 
187 't.      PERI'JN,  général  de  division,  avenue  Elisée  Reclus,  23,  à  Paris  ("]'). 

1881.  PËR0TT  (Joseph),  Université  Clark,  a  Worcesler  (Massachusetts,  Étals-Unis).  S.  P. 
1873.  l'ERRIN  (R.),  inspecteur  général  des  mines,  rue  de  Vaugirard,  61,  à  Paris  (0e).  S.  P. 
1892.     PERRIIV  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Tarbé,  3,  à  Paris  (17e). 

1896.     l'EïROVNCII,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  26    à  Belgrade  (Serbie). 

1902.  PETR0VITCII  (S.),  capitaine  d'artillerie  de  la  garde,  professeur-adjoint  à  l'Académie 

d'artillerie  Michel,  Sergevskaïa,  42>    log-  10,  à  Saint-Pétersbourg. 
1887.     l'E/.ZI)  (dul),  professeur  à  l'Université,  piazzà  San  Marcellino,  2,  h  Naples  (Italie). 

1905.  PFEIFFER,  maître  de   conférences   à    l'Université,   Szaoudl   Wladimirskaïa  45,   log  II, 

à  Kiew  (  Russie  ). 

1900.     l'HILIITE  (Léon),  inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées,   rue   de  Turin,    23  bis, 
a  Paris  (8e). 

1879.     IMC.ARD  (Emile),  membre   de  l'Institut,  professeur   à    la    Faculté  des  Sciences  et  à 
l'École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Joseph-Bara,  4.  à  Paris  (6e). 
^  1872.      PICQlËT,  chef  de   bataillon    du   génie,   examinateur  des  élèves    a    l'Ecole    Polytech- 
nique, rue  Monsieur-le-Prince,  4»  à  Paris  (6e). 

1899.  PIËRP0N1  (James),  professeur  à  l'Université  Vale,  Manslield  street,  $2,  à  New  Haven 

( Conneclicut,  États-Unis ). 

1882.  I'OIiNCARE,   membre  de   l'Institut  et    du  Bureau    des    Longitudes,    professeur  a    la 

l'acuité  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris  (5e).  S.  P. 
1872.     P0L1GNAC  (prince  C.  de),  à  Radmannsdorf  (Carniole,  Autriche).  S.  P. 

1906.  INM'OVICI,   maître  de  conférences  a  la  Faculté  des  Sciences  île  Jassy  (Roumanie). 
1899.      PIUN'GSIIEUI,   professeur  à  l'Université,  Arcisstrasse,  12,  à  Munich   (Bavière). 


Date 

de 

idmlsfion . 


l'RUVOST,  inspecteur  général   honoraire   de    l'Instruction   publique,    ir,    rue   de  la 

Tour,  à  Paris  (iGe). 
l'UX  (  Victor),  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  professeur  do  mathématiques, 

rue  Madame,  54,  à  Paris  (6e). 
QUIQUET,  actuaire  de  la  Compagnie  la  Nationale,  boni.  Saint-Germain,  92,  a  Paris  (5e). 
ItAIÎUI,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue    Joseph  Bara,  4i  à  Paris   (6"). 
ItAFFY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Pierre-Nicole,  7,  à  Paris  (5e).  S.  P. 
RÉIHOUNUOS,  professeur  de  mathématiques,  rue  Soultani,   17,  à    Mliènos  (Grèce). 
RK11  Y,  ingénieur  des  mines,  à  Alais  (Gard). 
RICHARD,  professeur  au  lycée,  place  du  Rosoir,  1,  à  Dijon. 
RICHARD  D'ABOKCODRT  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Nationale,  74, 

à  Lille. 
IfISSEIl,  actuaire  au   Ministère  du  Travail,  rue  de  l'Université,  191,   à  Paris  (70). 
ROCHE,  agrégé  de  l'Université,  nie  d'Assas,  76,  à  Paris  (<ie). 
ROSENIILATT,  docteur  en  philosophie,  rue  Basztowa,  19,  à  Gracovie  (Autriche). 
RDTIIRDCK,   Professeur  à  l'Université,  à  Blooruington   (  Indiana,  Etals-Unis). 
KOUAKT-,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris  (8e). 
ROICHE,  membre  de  l'Institut,  boulevard  S'-Germain,  2i3,  a  Paris  (7e). 
RGTGIElî,  docteur  es  sciences,  rue  Sylvabelle,  84,  à  Marseille. 

ROUQUET  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (Aude). 
ROtSIERS,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulevard   Raspail,    206,  à  Paris  (i4°)- 
SALTYKOW,  professeur  à  l'Université,  à  Kharkow  (Russie).  S.  P. 
SAMELEVICI,  docteur  es  sciences,  Calca  Victorici,   193,  à  Bucarest  (Roumanie). 
SART1AUX,  ingénieur  en    chef  des  ponts  et  chaussées,  chef   de    l'exploitation    à   la 

Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
SCIIONFI.IES,    professeur    à    l'Université,    Kurfûrstenstrasse,    12,   à  Mittelhufen,   près 

Kônigsberg  (Prusse). 
SCIIOU  (Erik),  Gl.  Antvorskov,  à  Slagelsc  (Danemark). 
SCI10UTE,  professeur  à  l'Université,  à  Groningue  (Hollande). 
SEE  (Thomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Island  (Californie). 
SEGlilER  (J.-A.  du),  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris  (7°). 
SKLlVANOr'F  (Démélrius),  professeur  à  l'Université,   Fontanka,  116,  log.  16,  à  Saint- 
Pétersbourg  (  Russie).  S- P. 
SERVANT,  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints- Pères,  8,  à  Paris  (7e). 
SHAW  (J.-R.),    professeur  à    l'Université   James  Millikin,  W.  Maçon   Street   u58,  à 

Deeatur  (Illinois,  États-Unis). 
Sl'ARRE  (comte  Magnus  de),  avenue  de  l'Archevêché,   7,  à  Lyon.  S.  P. 
SI'EISKR  (Andréas),  docteur  en  philosophie,  Lange  Gasse,  86,  a  Râle  (Suisse), 
STEI'IIANOS,  professeur  à  l'Université,  rue  Solon,  120,  it  Athènes  (Grèce). 
STOIUIER,  professeur  à  l'Université,  Cort  Adelersgade,  12,  à  Christiania  (Norvège). 
SI  l)lil\.  professeucà  l'École  pratique  d'électricité  industrielle,  rue  Erncst-Kcnan  ,   2S, 

a    Paris  (i5e). 
SliNDMAN,  maître    de   conférences    à    1  Université,     Fredriksgatan,    19,    à    llelsingfors 

(  Finlande  ). 
SHOW,  professeur  à  l'Université,  Majorstuveien,  1  Ci  111,  a  Christiania  (Norvège).  S.  P. 
TANNERY,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  sous-directeur 
de  l'Ecole  Normale  supérieure,  rue  d'Ulm,  \b,  à  Paris  (5°). 
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1909.  TARNAR1DER  (Mlu),  licenciée   es  sciences,   boulevard  de  Port-Royal,  3o,  à  Taris  (56). 
1882.     TARRY  (Gaston),  boulevard  de  Strasbourg,  182,  au  Havre.  S.  P. 

1899.  TliYBAUi,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard   St-Germain,  5o,  à  Paris  (5e). 

1910.  THIOCIIENliO,  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 

1896.     TOltltES,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Valgame  Dios,  3,  à  Madrid  (Espagne). 
1893 .     TOUCHE,  lieutenant-colonel  d'artillerie  territoriale,  rue  Trunault,  23,  à  Paris  (17°). 
1872.     TRESCA,    ingénieur   en    chef  des    ponts   et   chaussées  eu  retraite,  rue  du  Général - 
Henrion-Rerthier,  7,  à  Neuilly-sur-Seine  (Seine). 

1896.  TRESSE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Mizon,  6,  à  Paris  (i4e)- 

1907.     TRIPIER  (H.),  licencié  es  sciences,  rue  Alphonse-de-Neuville,  17,  à  Paris  (17°). 
1893.     VALLÉE-POUSSIN  (C11.-J.   de   la),  professeur  à  l'Université,  rue  Léopold,  38,   à  Lou- 
vain  (Belgique). 

1904.  VANDEIKKN,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,   16,  à  Bruxelles. 

1905.  VAN   VLECK,    professeur    de    mathématiques.    University    of    Wisconsin,    à    Madison 

(VVisconsin,  États-Unis). 

1897.  VASSILAS-VITALIS  (J),    professeur  à    l'Ecole   militaire   supérieure,  rue  Socrate,    11  A, 

à  Athènes  (  Grèce  ). 

1898.  VASS1LIEF,  membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Ostrow  ligne  12,  m.  19,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 
1909.     VEIL  (M110  S.),  licenciée  es  sciences,  boulevard  de  Strasbourg,  55,  à  Paris   (  10e). 
1901.     VESSI0T,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  4,  à  Lyon. 
1888.     V0LTERRA  (  Vito),  professeur  à  l'Université,  via  in  Lucina,  17,  à  Rome. 

1900.  VI1IBEKT,  éditeur,  boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5e). 

1880.  WALCKENAER,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  218,  à  Paris  (70). 
1907.     UEBER  (Emile),  rue  du  Mambour,  10,  à  Liège  (Belgique). 

1879.     WEILL,  directeur  du  collège  Chaplal,  boulevard  des  Batignolles,  45,  à  Paris  (8e). 

1906.  VVILSON,  Lee  Street,  16,  à  Cambridge  (Massachusetts,  États-Unis). 

1909,     W00DE  (F.-S.),  professeur    à    l'Institut  de    Technologie,    à  Boston    (Massachusetts, 

Etats-Unis). 
1878.     YVORMS  DE  UOMILLY,  ingénieur  en   chef  des  mines,  avenue  delà  Grande-Armée,  27, 

à  Paris  (  16e). 
1882.     ZABOUDSKI,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie    d'Artillerie 

Znamenskaïa,  22,  h  Saint-Pétersbourg  (-Russie). 
1890.     ZAREMBA,  professeur  à  l'Université,  rue  Biskupia,  5,  à  Cracovie  (Autriche). 
1903.     ZERV0S,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Marie,  5  B,  à  Athènes  (Grèce). 

1881.  ZEUTHEN,   professeur  à   l'Université,   Rosenvonget,   Sanct-Kanulkestrœde,  11,  à  Co- 

penhague (Danemark). 
1898.     ZIWET,  South  Ingalls  street,  644,  h  A,H1   ^rbor  (Michigan,  États  Unis). 
1909.     Z0RETTI,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Grenoble. 

Membres  décédés  en  1909  :  M.  CERRUTI;  M.  CLAUDE-LAFONTAINE;  M.  ISSALY. 


SOCIETAIRES  PERPÉTUELS  DECEDES. 


BEXOIST.  —  BIEXAYME.  —  BISCBOPFSHEIM.  —  BDRCHARDT.  —  CANET.  —  CHASLES. 
CLAODE-LAFONTAINE.  —  GADTBIBR-YILLARS.  -  HALPHEN'.  —  HERMITE.  -  BIRST. 
LAFFON  BE  LABÉBAT.  —  MANXHEIM.  —  TANNERY  (PAUL).  —  TCBEBiCUEF.  — 
VIELLABD. 


LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  LA  SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE   DE   FRANCE 


DEPUIS     SA     FONDATION. 


MM. 


1873 

CBASLES. 

1874 

LAFFON  BE  LUti.lt U. 

1875 

BIENAYMÉ. 

187(1 

BE  LA  GOIHNEHIE. 

1877 

MANNHEIM. 

1878 

B  Alt  ROUX. 

1879 

0.  BONNET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGUERRE. 

1882 

HALPHEN. 

1883 

BOUCHÉ. 

1884 

PICARD. 

1885 

APPELL. 

1886 

POINCARÉ. 

1887 

FOURET. 

1888 

LA1SANT. 

1889 

ANDRÉ  (DÉSIRÉ). 

1890 

RATON  DE  LA  GODPILLIERE 

1891 

COLLIGNON. 

MM. 


1892 

VICAIRE. 

1893 

HUMBEBT. 

1894 

PICOBET. 

1895 

COURSAT. 

1896 

PICARD. 

1897 

KŒXIGS. 

1898 

LECORNU. 

1899 

GUYOU. 

1900 

POINCARÉ. 

1901 

B'OCAGNE. 

1902 

RAFEV. 

1903 

PAINLEYÉ. 

1904 

CARVAtLO. 

.1905 

ROBEL. 

190G 

HADANARD. 

1907 

BLliTEL. 

1908 

PERRIN  (RAOUL  i 

1909 

BIOCIIE. 

1910 

BRICARD. 

Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Amsterdam . 
Amsterdam . 
Amsterdam  . 

Bâle 

Bal li mon'.  . 

Berlin 

Berlin 

Berlin 

Bologne. . . . 
Bordeaux..  . 
Bruxelles.  . . 

Bruxelles. . . 
Calcutta 
Cambridge  . 
Cambridge  . 
Christiania. 
Coïmbre.  . . 

Copenhague 
Cracovie.. . . 

Delft 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Gôttingen.  . 

Halifax 

Hambourg. . 

Harlem 

Helsingfors. 

Kansas 

Kasan 

Kharkov..  . . 
Kharkov. .  .  . 

Leipzig 

Leipzig 

Leipzig 

Liège 

Livourne . . . 
Londres.  .  .  . 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam  . 

Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathéma- 
tiques. 

Naturforschende  Gesellschaft. 

American  Journal  of  Mathematics. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Jahrbuch  liber  die  Fortschritte  der  Mathe- 
matik. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematik . 

Académie  des  Sciences   de  Bologne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Calcutta  Mathematical  Society. 

Cambridge  philosophical  Society. 

Aunals  of  Mathematics. 

Archiv  for  Mathematik  og  Natiircidenskab. 

Annaes  scientificos  da  Academia  Poljrtech- 
nica  do  Porto. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Académie  technique. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mathesis. 

Société   Royale  des  Sciences  de  Gôttingen. 

Nova  Scotian  Institute  of  Science. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

Université  de  Kansas. 

Société  physico-mathématique . 

Annales  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkov. 

Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Mathematische  Aunalen. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik. 

Société  Royale  des  Sciences. 

Periodico  di  Maternât ica . 

Société  astronomique  de  Londres. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
Etats-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 
Italie. 
France. 

Belgique. 

Belgique. 

Inde-Anglaise. 

Grande-Bretagne. 

Massachusetts. 

Norvège. 

Portugal. 

Danemark . 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Belgique. 

Allemagne. 

IN  ""-Ecosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne. 


—     XVI    — 


Londres 

Londres 

Luxembourg 

Marseille 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Municli 

Naples 

New-Haven 

New- York  

Odessa 

Palerme 

Paris 

l'a  ris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pise 

Pise 

Pise 

Prague 

Prague 

Prague  

Rennes 

Rome 

Rome 

Rome 

Saint-Pétersbourg, 

Sophia 

Stockholm 

Stockholm 

rokyo , 

Toulouse 

Turin 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne 

\\  ashington 

Zurich 


Société  mathématique  de  Londres. 
Société  Royale  de  Londres. 
Institut  grand- ducal  de  Luxembourg. 
Annales  de  In    Faculté  des  Sciences. 
Sociedad  cientifica  Antonio  Alzaic. 
Institut    Royal    lombard    des     Sciences   et 

Lettres. 
Société  mathématique  do   Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 

mathématiques  de  Naples. 
Académie   des  Sciences    et    Arts  du    C.onnee- 

ticut. 
American  mathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie 
Rendiconti  de/  Circolo  malematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  l'avancement   de 

Sciences. 
Société  philomathique  de  Paris. 
Bulletin    des  Sciences    mathématiques. 
Journal  de  l' Ecole  l'ol)  technique. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Intermédiaire  des  Mathématiciens. 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
//  Nuovo  Citnento. 
Académie  des  Sciences  de  Bohème. 
Casopis  pro  péstovani  mathematikj  afysik]  . 
Société  mathématique  de  Bohème. 
Travaux  de  l'Université. 
Académie  Royale   des  l.iucci. 
Società  ilnliana  délie  Scienze. 
Société  per  il  progesso  délie  Scienze. 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
Annuaire  de  II  niversité  de  Sophia. 
.Uta  mathematica. 
Bibliotheca  mathematica . 

Mathematico-physical  Societj . 

Innales  de  la  l'acuité  des  Sciences. 

académie  des  S<  iences. 
Société  lloyale  des  Sciences  d' Upsal. 
Prace  Matematyczno  Fizycznc. 
Institut  Royal  «les  Sciences,  Lettres  et  Arts, 
académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshefte  fur    Malhematik    und    Physik. 
Philosophical  Society . 
Naturforschende  Gesellschaft. 


Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

Luxembourg . 

France. 

Mexique. 

Italie. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 

Ktats-1  nis. 
États-Unis. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France. 
France. 

T'ianre  . 

France . 
France. 
Fra  nce . 

Italie. 

Italie. 

Italie. 
Autriche. 
Autriche . 
Autriche. 
France . 

Italie. 
Italie. 
Italie. 

Iin>sie. 

Bulgarie. 

Suéde . 
Suéde, 
.lapon. 

Franci 
Italie. 
Suède. 
Russie. 

Italie. 
Autriche. 
Autriche. 

I  lats-l  nis 
Suisse. 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ    MATHÉMATIQUE    DE   FRANCE. 


COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES 


SÉANCE  DU  27  OCTOBRE  1909. 

PRÉSIDENCE    DE    M.   BIOCHE. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  les  dégénérescences  des  surfaces  desmiques. 
M.  Rafïy  :  Sur  la  déformation  des  surfaces. 


SÉANCE     DU     10    NOVEMBRE     1909. 

PRESIDENCE    DE    M.    BIOCHE. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  delà  Sociélé  :  M.  Charles 
Michel,  préseDlé  par  MM.  ISioche  et  Grévj;  M.  F. -S.  Woode, 
présenté  par  MM.  Bioche  et  Hadamard. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  V intégration  de  certaines  équations  diffé- 
rentielles. 

M.  Ralïy  :  Sur  les  é(juations  différentielles  de  Minding. 


XXXVIII. 


SÉANCE     DU    24    NOVEMBRE     1909. 

PRÉSIDENCE    DE    M     BIOCHE. 

Elections  : 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société  :  M"'  S.  Yeii, 
présentée  par  MM.  Bioche  et  RafTy;  M.  Andréas  Speiser,  présenté 
par  MM.  Borel  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Marc u s  :  Sur  le  problème  de  Pappus. 

M.  Denjoj  :  Sur  les  séries  à  termes  positifs. 

M.  Hally  :  Sur  certaines  équations  différentielles. 


SÉANCE    DU    8    DÉCEMBRE     1909. 

PRÉSIDENCE    DE   If.    BIOCHE. 

Election  : 

Esl   élu,  à  l'unanimité,   membre  de  l;i  Société,    M.  Rosenblatt, 
présenté  par  MM.  Boulroux  et  Dulac. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  la  sur/ace  diagonale  de  Clebsch. 

M.  Lecornu  :  Sur  les  moteurs  d'aviation. 

M.  Il  i (l'y  :  Sur  certaines  transformations  de  contact. 


S  É  i  N  C  E     DU     2  -2     D  É  (  1  B  M  B  RE     1909. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BIOCHE. 

Elections  : 

Sonl  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  l<t  Société,  M"'  Tarna- 
rider,  présentée  par  MM.  Raffj  el  Hadamard;  M.  (i.-\\.  Myers, 
présenté  par  MM.  Grévj  el   Marotte. 
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Communication  : 

M.  Raffy  :  Conférence  sur  V  intégration  formelle  de  l'équa- 
tion différentielle  du  premier  ordre  et  du  genre  zéro. 


SÉANCE     DU     12    JANVIER     1910. 

PHÉSIDENCE    DE    M.    BIOCHE. 

La  Sociélé,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement de  son  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil. 

Elle  entend  et  approuve  le  Rapport  de  la  Commission  de  Comp- 
tabilité. 

Election  : 

Estélu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société,  M.  Charles  Halphen, 
présenté  par  MM.  Bioche  et  Raffy. 

Communications  : 

M.  Kryloff  :  Sur  les  développements  en  séries  de  fonctions 
orthogonales. 

M.  Chazy  :  Sur  les  équations  différentielles  dont  l  intégrale 
générale  admet  une  coupure  essentielle  mobile. 


La  séance  du  26  janvier  1910  n'a  pu  avoir  lieu. 


SÉANCE   DU  9  FÉVRIER   1910. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BRICARD. 


Élection  : 


Esl  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Sociélé,  M.  Timochenko, 

présenté  par  MM.  Appell  et  Delaunaj. 


Communication  : 

M.  Rafïy  :   Sur  la  détermination  des  surfaces  spirales   qui 
admettent  un  élément  linéaire  donné. 


SÉANCE  DU  23  FÉVRIER  1910. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BR1CARD. 

Communications  : 


M.  Albert  Lévy  :  Sur  les  nombres  premiers  de  la  forme 
X--+-  x-{-p. 

M.  Raoul  Perrin  :  Sur  certaines  expressions  différentielles 
(  k  a  lp  h  en  ie  unes). 


CORRESPONDANCE. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Emile  Cotton. 

Les  indications  bibliographiques  de  mon  article  Sur  les  équa- 
tions différentielles  dépendant  de  paramètres  arbitraires 
(Tome  précédent  de  ee  Bulletin,  p.  206  et  208),  doiveut  être 
complétées  comme  suit  : 

Dans  un  intéressant  Mémoire  du  Journal  de  Mathématiques 
(5e  série,  1.  VI,  1900,  p.  }a3),  M.  E.  Lindelôf  établit  d'abord  la 
continuité  des  solutions  au  voisinage  d'un  arc  régulier  de  caracté- 
ristique, en  mettant  bien  en  évidence  le  l'ail  que  cet  arc  peut  être 
d'étendue  quelconque;  ce  premier  résultai  le  conduit  ensuite  aux 
théorèmes  sur  l'existence  et  la  continuité  des  dérivées  des  solu- 
tions d'un  système  quelconque. 

M.  de  La  Vallée  Poussin  [Annales  de  la  Société  scientifique 
de  Bruxelles,  1905-1906)  et  M.  L.  Lichtensteiu  (Rendiconti del 
Circula  matematico  di  Palermo,  t.  XXV111,  1909)  se  sont  aussi 

occupes  des    mêmes  questions. 
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MÉMOIRES  ET   COMMUNICATIONS. 


SUR  CERTAINES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  D'UN  TYPE  GÉNÉRAL 
UTILISABLES  EN  MÉGANIQUE; 

Par  M.   P.   Bohl  (■). 


NTRODUCTION. 


Les  méthodes  de  détermination  des  solutions  périodiques  ont 
été  notablement  perfectionnées,  ces  derniers  temps,  grâce  surtout 
aux  travaux  bien  connus  de  M.  Poincaré.  On  ne  peut  pas  en  dire 
autant,  à  ce  qu'il  semble,  des  solutions  trigonométriques  plus 
générales. 

Abstraction  faite  des  cas  où,  par  une  intégration  immédiate,  le 

problème  se  ramène  à  l'inversion  des  intégrales  et  de   ceux  où 

il  revient  à  la  considération  de  fonctions  périodiques,  je  ne  puis 

indiquer  qu'un    seul    exemple    se    rapportant  à  notre   question  : 

c'est  l'équation 

dz  x 

—  —xx  =  f*/(ar,  t,  p), 

où  y  est  développable  en  série  suivant  les  puissances  entières  et 
positives  des  quantités  pietxet  contient  t  sous  forme  trigonomé- 
trique.  M.  Poincaré  a  étudié  cette  équation  (2)  et  a  trouvé  une  solu- 
tion trigonométrique  pour  le  cas  a>o,  si  |u.|  est  suffisamment 
petit.  Le  cas  a  <<  o  n'est  considéré  que  lorsque  f  est  une  fonction 
périodique  de  t\  on  a  alors  une  solution  périodique,  de  sorte  que 
ce  cas  ne  se  rapporte  pas  à  ce  qui  nous  intéresse  ici. 

En  commençant  le  présent  travail,  j'ai  voulu  seulement  prouver 
l'existence  des  solutions  trigonométriques  pour  des  équations  plus 
générales,  me  servant  pour  cela  des  théorèmes  établis  dans  mon 


(')  Dorpat,  1900;  traduit  du  russe  par  M11*  Tamarider. 

(2)  Les  méthodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  II,  p.  3n. 
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travail  sur  les  séries  trigonométriques  ('),  en  les  complétant  sui- 
vant les  circonstances.  En  faisant  des  recherches  auxiliaires,  j'ai 
trouvé  différents  théorèmes  ayant  un  lien  étroit  avec  l'objet  qui 
nous  intéresse,  quoiqu'ils  ne  soient  pas  indispensables  pour  noire 
but  immédiat.  Enfin,  il  s'est  trouvé  que,  grâce  aux  théorèmes 
découverts,  la  démonstration  de  l'existence  des  solutions  trigono- 
métriques pouvait  se  faire  sans  avoir  recours  aux  résultats  de  mon 
travail  mentionné  ci-dessus.  Les  hypothèses  prennent  alors  une 
autre  forme;  mais  celte  modification  n'a  probablement  pas  grande 
importance. 

Mon  travail  contient  donc  l'élude  d'un  système  très  général 
d'équations  différentielles  et  surtout  lélude  du  cas  où  ce  système 
admet  des  solutions  trigonométriques. 

J'ai  laissé  de  coté  les  compléments  dont  j'ai  parlé  plus  haut  aux 
théorèmes  de  mon  Ouvrage  sur  les  séries  trigonométriques,  car  ces 
recherches  ne  se  trouvent  pas  maintenant  en  rapport  étroit  avec 
l'objet  principal  du  présent  travail.  Le  Chapitre  l\  contienl 
quelques  applications. 

Pour  mettre  le  lecteur  au  courant,  dans  une  certaine  sure,  de 

l'objet  du  présent  travail  j'indiquerai  quelques  résultats  auxquels 
j'ai  été  conduit  (2). 

Soii  donné  le  système  d'équations  différentielles 

il  Cl 


(■) 


di 


=  "i\  ri   i-  ('i-2ri  -H ...  -h  ain  x„  -+-  X,-         (  /  —  i  .  •>. .  .  .  .  n  i 


où  les  quantités  a  sont  des  constantes  au  sujet   desquelles  nous 
supposerons  seulement  que  l'équation  caractéristique 


(») 


«12 

a.,, —  ta 


n'a  pas  de  racines  dont  la  partie  réelle  soit  nulle. 


(')  Ueber  die  Darstellung  von  Functionen  einer  Variabeln  durch  in.. 
metrische  Reihen  mit  mehreren  einer  Variabeln  proportionalen  Argumenten; 
Dorpal,  i8g3. 

(')  Nous  supposerons  toujours,  sauf  eu  quelques  cas  qui  n'exigent   pas  d'indi- 
cations spéciales,  que  les  quantités  considérées  sont  finies  et  réelles  al  que  les 

fonction-*  smil    uniformes. 


Les  X,-  sont  des  fonctions  de  £,  x{ ,  .  .  . ,  x„  que  nous  supposerons 
données  pour  les  valeurs  de  x  satisfaisant  à  des  conditions  (A)  du 
type  :  #/<  #/<C  bi  (ou  bien  a;<^x,-,  ou  bien.r/<<  bt  ou  bien xt  arbi- 
trairè)  et  pour  les  valeurs  de  t  satisfaisant  aux  conditions  t^>  t(Cas  a) 
ou  bien  t  <<  t(Cas  j3)  ou  bien  t  arbitraire  (Cas y).  Nous  supposerons 
que  les  X;  ont  des  dérivées  premières  par  rapport  à  xf,  .  .  .,  xn, 
lesquelles,  ainsi  que  les  fonctions  X/,  sont  des  fonctions  continues 

Enfin,  nous   ferons  l'importante  hypothèse  suivante  :  on  peut 

choisir  un  nombre  y  >>  o,    tel  que  les  x  dont  les  valeurs  absolues 

ne  sont  pas  supérieures  à  y  satisfassent  aux  conditions  (A)  et  tel 

que,  pour 

—  "t  <  Xi  <  -+-  y, 


les  inégalités 


dx. 


<A„         |XI-|0<A,Ï 


soient  vérifiées.  Dans  ces  inégalités,  |X,|0  désigne  la  valeur  de  |X;| 
pour  xs  =  .  .  .  =  xn  =  o  :  A,,  A2  sont  certains  nombres  positifs 
qu'on  peut  déterminer  quand  le  tableau  de  coefficients  «  est  donné. 
Leur  mode  de  calcul  résulte  de  ce  qui  va  suivre. 

Avant  d'exposer  les  conséquences  qui  découlent  de  ces  hypo- 
thèses, remarquons  que  ces  dernières  sont  vérifiées,  par  exemple, 
pour  le  système 

(3)  -J^  =  Y<-+-ï)i        (>  =  i,  a,  ...,  n), 

si  les  conditions  suivantes  sont  remplies. 

Pour  les  valeurs  des  y  satisfaisant  aux  conditions  (B) 

«i  <  //  <  P;  (  «J  <  O,     fî/  >  O), 

les  Y/sontdes  fonctions  des  y  qui  s'annulent  poury,  =.  .  .  =.Vw  =o. 

Les  — -  existent  pour   des   valeurs  des   y   répondant   aux   condi- 
àyic 

lions  (B)  el  sont  continues  pour  ces  valeurs  àesy.  L'équation  (2) 
n'a  pas  de  racines  dont  la  partie  réelle  soit  nulle,  si  les  an,  désignent 

les  valeurs  des  — -  pour  yt  ==.  .  ,=yn  —  °-  Ijes  '^i  sont  dcs  fonc- 
tions données  de  l,  y,,    .  .  .,  yn  pour  les  y  répondant  aux  condi- 
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tions  (B)  et  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  Ces  fonctions  ont  des 

dérivées  —  finies  et  continues,  ainsi  mie  les  r.,-,  pour  les  valeurs 

ôyk  ■  ' 

considérées  des  y  et  de  t.  De  plus,  on  a  le  droit  d'assigner  aux 

quantités  |yj|  et  —   un  certain  degré  de  petitesse,  ce  degré  pou- 

vanl  être  déterminé  suivant  la  nature  des  fonctions  Y/. 

Revenons  maintenant  aux  équations  (1).  Dans  mon  travail, 
j'introduis  à  l'aide  d'une  substitution  linéaire,  fort  connue 
d'ailleurs,  à  coefficients  constants  et  dont  le  déterminant  n'est  pas 

nul,  //   formes  y  linéaires  par  rapport  aux  x.    Les  quantités  y  se 

divisent  en  deu \  groupes  />, ,  .  . . ,  />/,  ci  7, 7/,  les  éléments  du 

groupe/?  correspondant  aux  racines  de  l'équation  (2)  dont  la 
partie  réelle  est  positive,  et  ceux  du  groupe  </  aux  racines  à  la 
paille  réelle  négative.  Il  peut  d'ailleurs  arriver  qu'on  n'ait  qu'un 
seul  groupe  (  '  ). 

Nous    restreindrons   ensuite    les  systèmes  /'   cl  les  systèmes  q  à 

l'aide  des  conditions 

(4)  1-2^  ^    "•  *£àj:'''->    ""• 

(1=1  v  =  l 

où  les  quantités  <7>o,  /<  o,  ainsi  que  8  >  o,  sont  certaines 
constantes  qui  ne  dépendent  que  du  tableau  des  coefficients  a. 
\  chaque  système  p,  q  répondanl  aux  conditions  (  j  I  correspond 
un  système  x  répondant  aux  conditions 

—  Y  <r,<  y        (1  =  1,  a n). 

Désignons  par  i\  Q  les  systèmes  de  quantités  p  el  </  caracté- 
risées par  les  conditions  (4)  I)  <Ji(  \-  Il  !- 
Nous  avons  alors  les  théorèmes  suivants  : 

I.  (Ivs  a.  —  Soie///  /„  l'uni1  quelconque  des  valeurs  considé- 
rées </c  1  et  |  </  |  l' un  quelconque  des  systèmes  Q.  tu  système  |  q  \ 
correspond  un  système  V  parfaitement  déterminé,  que  nuits 
désignerons  par  \/>  |,  tel  nue  lu  sol  ni  ion  di-s  équations  (  1  1  cor- 


(')  Les  modifications  que  les  il 'èmes  cités  ici  subissent  dans  ce  cas  résulte 

ronl  de  ce  qui  \  .1  sm\  pe, 
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respondant  aux  valeurs  initiales  [p],  [q]  pou/-  t  =  t0,  satis- 
fasse aux  conditions  (4)  pour  toutes  tes  valeurs  de  t  >-  /0.  Deux 
solutions  de  cette  nature,  arbitrairement  choisies,  tendent 
asy m pto tique ment  l'une  vers  l'autre  pour  £  =  +  oo. 

II.  Cas  (3.  —  Soient  t()  l'une  quelconque  des  valeurs  consi- 
dérées de  t  et  [p]  l'un  quelconque  des  systèmes  P.  Au  sys- 
tème [/?]  correspond  un  système  Q  parfaitement  déterminé, 
que  nous  désignerons  par  [q],  tel  que  la  solution  des  équa- 
tions (i)  correspondant  aux  valeurs  initiales  [/>]  et  [q]  pour 
t  =  t0,  satisfasse  aux  conditions  (4)  pour  toutes  les  valeurs  de 
t  >  t0.  Deux  solutions  de  cette  nature,  arbitrairement  choisies, 
tendent  asymptotiquement  l'une  vers  l'autre  pour  t=  — oo. 

III.  Cas  y.  —  Les  théorèmes  ci-dessus  sont  exacts  simultané- 
ment. En  outre  :  //  existe  une  solution  déterminée  des  équa- 
tions (  i  )  satisfaisant  aux  conditions  (4)  pour  toutes  les  valeurs 
de  t.  Une  solution  satisfaisant  aux  conditions  (4)  pour  des 
valeurs  assez  grandes  de  t  tend  asymptotiquement  vers  cette 
solution  pour  t=co.  Une  solution,  satisfaisant  aux  condi- 
tions (4)  pour  des  valeurs  assez  petites  de  t,  tend  asymptoti- 
quement vers  cette  solution  pour  t  =  —  ce. 

Considérons  le  cas  où  toutes  les  valeurs  de  t  sont  admissibles 
et  supposons  de  plus  que  t  entre  dans  les  X,  sous  forme  trigono- 
métrique.  Voici  ce  que  nous  entendons  par  là  :  les  X./  (du  moins 
pour  les  valeurs  des  x  satisfaisant  à  la  condition  —  y  <C  xt  <<  y  et 
pour  toutes  les  valeurs  de  /)  se  déduisent  de  certaines  fonctions 
p/  (#, ,  . . .,  xn,  u  t,  .  . .,  uni)  par  la  substitution 

t  t 

U\  —    —  >  •  •  •  j  u,„  —  —  > 

les  p  étant,  pour  des  valeurs  des  x  répondant  aux  conditions 
—  y  <<  xi  <  y  et  pour  toutes  les  valeurs  des  u,  des  fonctions  con- 
tinues des  x  et  des  u  et  périodiques  par  rapport  aux  u,  de  périodes 
égales  à  l'unité.  Les  a  sont  des  quantités  non  nulles  et  telles 
qu'entre  leurs  inverses  il  n'existe  point  d'équations  linéaires  ho- 
mogènes à  coefficients  entiers  non  Ions  nuls. 
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Des  hypothèses  faites  il  résulte  alors  que  les  éléments  de  la 
solution  sus-indiquée,  qui  satisfait  aux  conditions  (  \  i  pour  toutes 
1rs  valeurs  de  /.  soni  développantes  en  séries  trigonométriques 
uniformémenl  convergentes  pour  imites  les  valeurs  de  /, 

I  ~>)  M]  -+-  "2+  «3  -t-   .  .  ., 

où  chaque  terme  uv  est  une  expression  entière  et  rationnelle  en 

eos ,       sin (u  =  I.    .  m), 

*\>.  '■>■». 

à  coefficients  constants. 

Si  les  fonctions  p  admettent  des  dérivées  continues  par  rapport 
aux  x  et  11  jusqu'à  l'ordre  S  inclusivement  et  si  S  esl  i  am,  les 
éléments  de  la  solution  sus-indiquée  sont  développables  en  séries 
trigonométriques  absolument  et  uniformément  convergentes  pour 
toutes  les  valeurs  de  l,  le  type  de  ces  séries  correspondant  aux 
séries  ordinaires  de  Fourier.  Cela  \eut  dire  que  chaque  terme  des 
séries  qui  représentent  la  solution  contient,  en  outre  du  coeffi- 
cient constant,  le  produit  de  quantités  qui  ont  la  forme  de  cosinus 
et  de  sinus  des  multiples  entiers  de  2Ttl'.0L„. 

Pour  le  reste  du  travail,  je  me  borne  à  renvoyer  au  résumé 
qui  suit  cette  introduction. 

Les  exemples  que  j'ai  cités  ont  un  caractère  mécanique.  En 
dehors  de  ces  exemples,  le  lecteur  ne  trouvera  dans  cette  étude 
que  des  recherches  rigoureusement  analytiques.  Les  démonstra- 
tions de  caractère  géométrique  ou  même  mécanique  n'\  sont  pas 
admises,  ce  qui  n'exelui  cependant  pas  l'emploi  de  la  terminologie 
empruntée  à  la  Géométrie  (').  Lu  choisissant  les  exemples,  je  ne 
cherchais  d'ailleurs  pas  à  examiner  les  eus  les  |)lus  généraui  pos- 
sibles. J'ai  voulu  seulement  indiquer  certaines  directions  dans 
lesquelles  on  pourra  trouver  autant  qu'on  voudra  de  problèmes  de 
Mécanique  correspondant  à  nos  recherches. 


(')  Dans  le  présenl  travail  les  expressions  :  point  (lieu),  domaine,  voisinage 
ou  région  d'un  point  (d'un  lieu)  point  d'accumulation  ont  le  même  -«-us  que 
1rs  expressions  :  S  telle,  Gebiet,  Umgebung  einer  Stelle,  ffaufungsstelle,  em- 
ploj  ées  par  les  auteurs  allemands. 
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CHAPITRE  I. 

PROPOSITIONS   PRÉLIMINAIRES   (  '  ). 

1.  Le  m  me. —  Le  théorème  suivant  permet  souvent  d'assigner 
des  limites  aux  différences  des  éléments  de  solution  d'équations 
différentielles. 

Soient  in  fonctions  a?/,  yi  (i  =  1,2,  ...,/?)  satisfaisant  au x 
équations 

(1=  1,2,  ....  n), 

pour  les  valeurs  de  la  variable  /  comprises  dans  un  certain  inter- 
valle, les  fonctions  y,  F,  £,  0  ayant  des  valeurs  bien  déterminées 
pour  chaque  valeur  de  /  de  l'intervalle  considéré.  Soient  A  et  B 
les  limites  de  cet  intervalle,  ces  limites  pouvant  elles-mêmes 
appartenir  à  l'intervalle. 

Supposons  que  les  fonctions  /',  F,  £,  p  satisfassenl  aux  condi- 


(')  On  a  supprimé,  avec  l'assentiment  de  l'auteur,  le  texte  de  ce  premier  Cha- 
pitre, dont  on  fait  simplement  connaître  les  conclusions  principales.  En  effet,  le 
théorème  du  n°  1,  bien  qu'important  en  lui-même,  fait  surtout  office  de  lemme. 
Les  n°'  2,  3,  4,  ont  cessé  d'être  indispensables,  parce  que  les  propositions  fonda- 
mentales qu'ils  contiennent  ont  reçu,  à  l'heure  actuelle,  plusieurs  démonstra- 
tions bien  connues,  auxquelles  il  est  facile  de  se  reporter.  Pour  la  plus  impor 
tante  d'entre  elles,  celle  du  n°  4,  on  consultera  en  particulier  une  Note  insérée 
panM.  E. Picard,  dans  \ts  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces ,àe  M.  Darboux  (t.  IV) 
et  deux  Notes  publiées  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France, 
par  M.  [.  Bendixson(t.  XXIV,  p.  aaa)  et  par  M.  Hadamard  (t.   WYIII.  p.  64). 

Les  n°*  5,  G,  7  conduisent,  au  contraire,  à  des  vues  entièrement  nouvelles, 
d'une  grande  importance  pour  la  théorie  des  équations  différentielles.  Mais  l'au- 
teur ne  les  ;i  pas  employées  dans  le  Mémoire  actuel,  faute  de  leur  avoir  donné, 
au  moment  où  il  le  rédigeait,  leur  forme  définitive  el  entièrement  générale  Le 
lecteur  les  trouvera  sous  cette  forme  dans  un  travail  ultérieur  de  M.  Bohl,  Ueber 
die  Bewegung  eines  mechanischen  Systems  in  der  Nàheeiner  Gleichgewichts- 
lage  (Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  CXXVI1,  191  ■]. 
p.  179),  et  il  pourra  se  convaincre  qu'elles  fournissent  une  seconde  démonstra- 
tion pour  plusieurs  des  résultats  développés  dans  ce  qui  va  suivre. 
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tions  suivantes 

[A  =  i 

\lit)-?i(t)\<d, 

où  A|j.  et  d  sont  des  constantes  positives.  Posons 

\L  =  n 

2A!*IMX)I  =  A;         ^A^—k, 

T  étant  une  valeur  quelconque  de  t  dans  l'intervalle  considéré. 

Nous  aurons  alors,  pour  toutes  les  valeurs  de  t^  x  de  notre  in- 
tervalle, 

ewit-x)  __i 

Xi(t)—  yi(t)  =  Xi(x)  —  yi{x)  +  ti(d  +  h) , 

où  w  est  égal  à  ±  k  suivant  que  t  est  ^t  et  |ej|  <  i . 

On  trouvera  une  application  de  cette  proposition  au  n"  11, 
Néanmoins,  les  raisonnements  qui  vont  suivre  peuvent  être  établis 
sans  son  intervention. 

2.  Du  prolongement  des  solutions  des  équations  différen- 
tielles. —  Soit  un  système  d'équations  différentielles 

"j7   =  /»(arls  •  ••>■*•«,  t),  fJ  =  »,  2,   ..  .,   n), 

dont  les  seconds  membres  fi  vérifient  les  conditions  classiques 
(condition  de  Lipscbitz)  pour  les  valeurs  de  t  comprises  dans  un 
certain  intervalle  a  <it  <^b  et  pour  les  valeurs  des  x  comprises 
dans  le  domaine  (G)  défini  par  les  inégalités 

«t<a?i<6i;       «2<*'2<6-2;       ••;       ««<^«<^«, 

ou  du  moins,  pour  les  valeurs  des./  comprises  dans  un  domaine 
quelconque  strictement  intérieur  à  (G).  Considérons  une  solution 
déterminée,  définie  à  partir  d'une  valeur  initiale  de  t  intérieure 
à  l'intervalle  (a,  b).  Si  cotte  solution  ne  peut  cire  prolongée  ni 
jusqu'à  t  =  4-  oo  ni  jusqu'à  t=  — oo,  il  doit  exister  une  valeur 
maxima  T  et  une  valeur  minima  0  telles  que  x{  (t),  . . .,  £Cn(t)  repré- 
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sentenl  la  solution  pour  les  valeurs  de  /  comprises  dans  L'intervalle 

9  <  <  <  T,  tandis  que,  pour  t  <<  0  ou  t  >  T,  les  conditions  d'exis- 
tence  de  la  solution  ne  sont  plus  remplies. 

Si  T  n'est  pas  égal  à  b,  x,(l),  . . .,  xn(t)  prennent .  en  ire 
autres,  des  valeurs  aussi  voisines  qu'on  voudra  des  limites  de 
notre  domaine  pour  des  valeurs  de  t  di fférant  de  T  aussi  peu 
qu'on  voudra.  (Cela  signifie  qu'une  au  moins  des  quantités 
b{  —  x{  |,  \at  —  xt  |,  . .  .,  |  bu  —  x„  |,  \an  —  xn\  devient  aussi  pelite 
qu'on  veut.) 

'.).  Equations  différentielles  contenant  des  paramètres.  — 
Si  les  seconds  membres  fi  des  équations  différentielles  considérées 
contiennent  des  paramètres  a,,  a2,  ...  et  satisfont  à  des  conditions 
de  continuité  convenables  par  rapport  à  ces  paramètres,  les  solu- 
tions, supposées  définies  par  des  conditions  initiales  déterminées, 
sont  également  continues  en  at,  a2,  .... 

\.   Des  dérivées  des  solutions  des  équations  différentielles 

par  rapport  aux  paramètres  et  aux  videurs  initiales.  —  Les 
solutions  admettent  également  des  dérivées  par  rapporl  aux  para- 
mètres, et  aussi  par  rapporl  aux  valeurs  initiales,  pourvu  (pie  les 
fonctions  /',,  qui  constituent  les  seconds  membres  des  équations 
données,  satisfassent  à  certaines  conditions. 

5.  Le  m  me.  —  Détermination,  par  voie  de  continuité,  d'une 
branche  uniforme  d'une  fonction  à  plusieurs  valeurs. 

6.  Conséquences  du  lemme précédent  :  théorème  fondamental 
de  V  ilgèbre.  —  application  aux  variations  d'argumenl  et,  par 
suite,  à  l'existence  d'un  système  de  deux  fonctions  implicites  défi- 
nies par  deux  équations.  Le  théorème  fondamental  de  l'Algèbre 
peut  être  regardé  comme  une  conséquence  de  ces  considérations. 
Mais  celles-ci  conduisent,  en  outre,  au  théorème  suivant  : 

Il  ne  peut  exister  deux  fonctions  \,  t\  de  x  et  de  y,  continues 

dans  le  domaine  ./•-    |    y-  <  /■-,  satisfaisant  identiquement  à  la 

relation^*  +  V=  /-  et  prenant  sur  la  circonférence  x*  •   y-  =  r2 

les  valeurs  \  =  .r,  /,  =y. 
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7.  Applications  à  la  théorie  des  équations  différentielles. 
—  La  conclusion  obtenue  concerne  le  cas  où,  relativement  à  deux 
des  fonctions  inconnues,  désignées  ici  par  x  et  y,  le  système 
vérifie,  pour  t^.t0,  les  conditions  suivantes  : 

i°  Pour  x-^ry-  =  r-,  on  a,  en  vertu  des  équations  différen- 
tielles, -^  (.r2+j2)>o; 

2°  La  solution  est  certainement  prolongeante  pour  t  croissant 
tant  qu'on  n'a  pas  eu  x--\-y-^>  r-. 

S'il  en  est  ainsi,  il  existe  une  solution  proton geable  de  t  =  t0 
jusqu'à  t  =  -f-  oo  et  vérifiant  dans  tout  cet  intervalle,  l'inéga- 
lité x2+y2-+-  <  r2  ('). 


CHAPITRE  II. 

ÉTUDE    D'UN    SYSTÈME    D'ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    D'UN    TYPE    GENERAL. 

8.  Le  système  d'équations  différentielles  considéré;  hypo- 
thèses faites.  Transformation  linéaire.  Introduction  des  gran- 
deurs p  et  q.  —  Considérons  le  système  suivant  d'équations 
différentielles 

dxi  . 

(  i  )  —  =  anxi-h  a/2  r2  -+- .  .  .  -+-  ain  xn  -t-  £„ 

où  les  Çj  sont  fonctions  de  t  et  x  données  pour  les  valeurs  des  x  du 
domaine  a, -<  #/<  {3/  renfermant  le  point  o.  .  .o,  et  pour  les  valeurs 
de  t  satisfaisant  à  la  condition  t  >»  i  (ou  t  <*c  ou  t  arbitraire), 
t  étant  une  constante.  Supposons  que,  pour  ces  valeurs  de   t  et 

de  ■ 

des  x,  les  dérivées  -p  existent  et  soient,  ainsi  que  les  ç,-,  des  fonc- 
tions continues  de  t  et  des  x.  Supposons  en  outre  qu'on  puisse 
déterminer  un  domaine  —  y  -<  Xi<i  y  (y  >  o)  (.r,=  rby  apparle- 


(')  l'our  appliquer  celle  proposition  à  tous  les  cas  envisagés  dans  le  présent 
Mémoire,  il  faudrah  la  généraliser  et,  pour  cela,  étendre  à  plus  de  deux  variables 
celle  qui  est  indiquée  à  la  lin  du  numéro  précédent.  C'est  ce  qui  est  fait  dans  le 
Mémoire  du  Journal  fiir  die  Matkernatik  auquel  renvoie  la  note  placée  en  lèle 
du   Chapitre. 
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et  ^  aient, 


Y 


nanl  au  domaine  précédent)  tel  que  les  quantités 

les  premières  pour  les  valeurs  des  x  prises  dans  leur  nouveau 
domaine  et  pour  toutes  les  valeurs  admises  de  f,  les  secondes  pour 
ces  mêmes  valeurs  de  t  et  pourx,  =  x±  =  .  .  .  =  a?«  =  o,  un  certain 
degré  de  petitesse,  que  nous  pourrons  choisir  arbitrairement  mais 
de  façon  qu'il  ne  dépende  que  des  quantités  a  ('),  ces  dernières 
étant  des  constantes  satisfaisant  à  la  seule  restriction  que  l'équa- 
tion 

<7,, —  a         ai2         ...  «i« 

«îl  «>2 "        •  •  •  aïn 


n'ait  pas  de  racines  dont  la  partie  réelle  soit  nulle. 

Nous  allons  maintenant  nous  servir  du  théorème  suivant  de  la 
théorie  des  substitutions  linéaires  (2)  :  Soit  le  système 


\>.  =  n 


X'i  =    \     a'>a>  (»  =  I "  '■ 


|J.=  1 


où  les  Xn.  sont  complètement  arbitraires.  En  faisan i  la  substi- 
tution 


\>.  =  n 


\).  =  n 


où  le  déterminant  \$ip,\  est,  o,  on  obtient  des   équations  du 
type  y)  =  fonction  linéaire  des  y v«  On  peut  choisir  les  quantités  3 


(  '  )  \(in>  rencontrerons  plus  loin  une  suite  de  quantités  au  sujet  desquel 
dirons  qu'elles  ne-  dépendent  que  des  quantités  a.  Cela  signifie  qu'à  tout 

des  quantités  a  on  peut  associer  un  systèi correspondant  des  première 

tités.  D'après  nos  hypothèses,  nous  avons  le  droit  d'introduire  plu-  loin  un 


Uni  d'inégalités  du  type 


d\ 


** 


;| 


et    -    (  itour  x.  =. .  .= 

lïl 

. . .   snni  des    Qombi  es 


IdÇ 
|da?|^""|d*i 

inférieurs    à    Dn    D, <>ii    A,.  A D,,    I».. 

dépendant  des  quant  ités  "  seulement. 

(  -  )  Ce  théorème  intervient  dans  la  théorie  des  équations  différentielles  li 
Kot'r  Jordan,  Sur  In  résolution  des  équations,  etc.  (Comptes  rendus,  t. 

1871  ).   --  \\  KIEB8TRASS,   Henni  /.un gen   zur  Intégration,  ele.  (  U'crtr,  iid 

Liapounoff,  Sur  lu  stabilité  du  mouvement,  p-  61.  Kharkoff,  1 


les  nous 
tableau 
-  quan- 
nombre 

x„  ~  °  ) 
positifs 

néaires. 
LXXII, 

.  11). 
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réelles  de  telle  façon  que  ces  équations  se  partagent  en  systèmes 
du  type 

I. 

Z  |     =     A  Z  |  j 

Z%   =  Z[  — }—  À  Z-2j 


5      —  -^v— 1  "+"  À  «Sv 


tt',   =  ^M,—  Ai»!, 

m(j  =  «i  -+-  £-«2  —  Ai>2, 

«3   =  «2+  ^"«8—  hv3, 


II. 


V'i   =  "1  +  ^2+  /l"2, 

v'z  =  Vi+  gvz-+-  hu3, 


u. 


Up-i-t-^-Hp—  hvp 


é'^p- 


/mp, 


où  ),  désigne  une  racine  réelle  et  g  ±  /if  un  couple  de  racines  ima- 
ginaires conjuguées  de  l'équation 


«n —  u         rtj2 
a  2i        «22 —  u 


a,, 
a*. 


Le  nombre  d'équations  correspondant  à  À  et  se  partageant  par 
conséquent  en  systèmes  du  type  I  est  égal  au  degré  de  multiplicité 
de  la  racine  ),.  Le  nombre  d'équations  correspondant  à  g  ±  hi  et 
se  partageant  par  conséquent  en  systèmes  du  type  II  est  égal  au 
double  du  degré  de  multiplicité  de  la  racine  £'  -4-  hi  (ou  g  —  ///,  ce 
qui  revient  au  même).  Dans  ces  équations,  z',  a',  v'  désignent  des 
quantités  y'  et  a,  M,  v  des  quantités  y. 

Appliquons  ce  théorème  à  notre  cas.  Posons  à  cet  effet 


y 


■  =  2  h 


|X  =  1 


On  peut  alors  choisir  les  quantités  réelles  (â/u,  de  telle  façon  qu<    le 
déterminant  |[i(|J.|  soit^oetque  les  équations  (  \)  transformées  se 

XXXVIil.  2 
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partagent  en  les  deux  systèmes  suivants  : 

I. 

dz,  _  .  r 


— ; —    =  .Su—  |  -+-  A  Z-i  -t—   ^/. 
(Il 

11. 

du\  ,  dvt  g. 

-jj  =  -»,  —  Iwi  -+-  »)„  —  =  gvi  -+-  hiti  ■+■  .-a,, 

du.,  ,  rfps  .  a, 

—    =   «,  -+-  £-«2  —  /^2  -t-    /,,,  —   =  Vi-\-  gVt  -+-  flU2  ■+■  J,, 


où  \,  g,  h  oui  la  même  signification  et  le  nombre  d'équations  cor- 
respondant est  le  même  que  dans  le  théorème  précité  el  Ç.  v,.  3  sont 
des  expressions  linéaires  el  homogènes  en  ç  dont  1rs  coefficients 
ne  dépendenl  que  des  quantités  a.  Formons  maintenant  pour 
chaque  m  stème  I  la  quantité 

a     v 

a  =  i 
Nous  aurons 


rf< 


2  A*«    l*l  =  2  A-'  -  f  +  ^  a  X'"  "  '  -3a  (  -a  - 1  -+"  X  -«  )  +  Z, 


où  '/,  désigne  une  forme  bilinéaire  des  quantités  ;   el  C  donl  les 
coefficients  ne  dépendenl  que  des  quantités  <i.  1  *;» r  conséquent 

a  =  v  a  =  v 

(2)     ^2x*a  ''i-^ï  hX**» +2  (*"*«-+- x<x  L*«-i)*+Z. 

a  =  i  a=î 

Pour  chaque  système  II  uous  poserons  de  même 
P  =  p 

p  ' 
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d'où 

P  =  P 

=  2  £-[«!(£"«,—  Ai',)  -+-  Pif^fr'i-H  A«i)] 

P  =  P 

où  H  est  une  forme  bilinéaire  des  quantités  m,  v  d'une  part  et  des 
quantités  i\,  27  d'autre  part,  les  coefficients  de  cette  forme  ne  dépen- 
dant que  des  quantités  a.  Par  conséquent 


(3)     ;  =^(«* +  »,«)  + ^p(tt»  +  ^) 
p=p 


2l(^p'V~^~!  V»)!  +  (^pp,~h*,p~1V»)î] 


H. 


Partageons  maintenant  les  quantités  y  en  deux  groupes. 
Soient/,»,  ,/>2, ...,  pk  celles  des  quantités  y  qui  correspondent  aux  ra- 
cines à  partie  réelle  positive  de  l'équation  D  =  o  et  ql}  r/2,  •  •  -,  </i 
celles  qui  correspondent  aux  racines  à  partie  réelle  négative  de  la 
même  équation.  (Il  peut  arriver,  bien  entendu,  que  les  quantités 
d'un  de  ces  groupes  n'existent  pas.)  En  ajoutant  pour  chacun  de 
ces  groupes  les  quantités  G  et  II  formées  plus  haut,  nous  aurons 
les  deux  sommes  suivantes 

2àdv-pl     2^v?2v' 

où  les  quantités  positives  d  et  les  quantités  négatives  f  ne  dépen- 
dent que  des  quantités  a.  11  résulte  alors  de  ce  qui  précède 


(4) 


v  =  /  v  =  t 


\3i±M*<iti«-Q.i/2,ii/iQ. 
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où  I'  el  Q  son!  des  uombres  ae  dépendant  que  des  quantités  a, 
l'i  el  Q(  étant  positifs.  On  déduit  les  relations  (4)  des  rela- 
tions (?.)  et  (3)  en  remarquant  <|iie  les  seconds  membre»  des 
équations  (2)  ou  |  3  )  sont,  abstraction  faite  de  /  el  H,  des  formes 
quadratiques  définies  positives  relatn  ement  aux  quantités  s ,,....  ;v 

OU  U|,...,Up,   P,,...,fp. 

{).  Introduction  d'un  certain  domaine  pour  les  grandeurs  j> 
et  q.  Propositions  préliminaires.  —  Entre  les  deux  systèmes 
d'équations  différentielles  en  x  et  y  il  existe  évidemment  une 
dépendance  bien  simple.  Si  le  domaine  de  variabilité  des  quan- 
tités x  est  déterminé  à  l'aide  d'inégalités  du  type  *»<#/<  Pft 
celui  des  quantités^  est  déterminé  par  les  mêmes  inégalités  quand 
on  substitue  aux  x  les  fonctions  linéaires  correspondantes  des  y. 
D'une  solution  du  système  en  x  résulte  une  solution  du  sys- 
tème en  y  pour  le  même  intervalle  de  valeurs  de  /  et  inversement. 
Les  valeurs  initiales  sonl  liées  par  les  mêmes  relations  (pie  celles 
qui  lient  les  x  el  les  y. 

En  appliquant  au  système  d'équations  en  x  la  suite  de  théo- 
rèmes du  précédent  Chapitre,  on  peut  établir  les  théorèmes  corres- 
pondants relatifs  au  système  en  y.  On  pourrait  aussi  les  établir 
directement.  Si,  par  exemple,  la  solution  du  système  en  y  s'étend 
à  l'intervalle  de  t  =  t0  à  t  =  T  (T  exclu  )  et  pas  plus  loin,  T  appar- 
tenant aux  valeurs  admises  pour  /,  la  solution  doit  prendre  entre 
autres,    des    positions    aussi    voisines   qu'on   veul  des  limites   du 

domaine  pour  des  valeurs  de   /  aussi   voisines  (ju'on  veut  (le  T. 

Si    les  fonctions   s  admettent   des  dérivées   par  rapport  aux  x 

jusqil  à    Tordre  M  et  si    ces   dernières  sont    des    fondions  continues 

de  /  el  «les  x  pour  toutes  les  valeurs  admises,  les  ./■  admettent  des 
dérivées  par  rapport  aux  valeurs  initiales  jusqu'à  l'ordre  M.  Elles 
sont  continues  par  rapport  aux  valeurs  initiales  (dans  un  certain 
domaine  renfermant   un   système  particulier  de  valeurs  iniliah 

par  rapport  à  /  et  satisfont  à  des  équations  différentielles  qu'on 
obtient  en  formant  les  dérivées  par  rapport  aux  valeurs  initiales 
des  deux  membres  des  équations  différentielles  données.  Il  s'en- 
suit qu'on  peut  e tre  diffé rentier  par  rapport  à  /  ces  dérivées 

des  x  et  I  on  obtient    des   fondions  continues   des   valeurs   initiales 

el  de  /.  Par  conséquent,  les   i  onl  évidemment  aussi  des  dérivées 
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par  rapport  aux  valeurs  initiales  jusqu'à  l'ordre  M.  Elles  sont 
continues  par  rapport  aux  valeurs  initiales  (dans  un  domaine  ren- 
fermant un  système  déterminé  de  valeurs  initiales)  et  par  rapport 
à  t.  On  peut  les  didérentier  encore  une  fois  par  rapport  à  t  et  l'on 
obtient  des  fonctions  continues.  Il  en  résulte  que  les  dérivées  par 
rapport  aux  valeurs  initiales  des  y  satisfont  aussi  à  certaines  équa- 
tions différentielles  qu'on  obtient  à  l'aide  des  équations  différen- 
tielles données,  car  on  peut  modifier  l'ordre  de  diiférenliation  des 
quantités  y  par  rapport  aux  valeurs  initiales  et  par  rapport  à  t, 
grâce  à  la  continuité  des  fonctions  correspondantes. 

Introduisons    maintenant    le    domaine    suivant   pour   les   quan- 
tités r(') 

(0  ^h-PpM"-'       ^Ai^-^f-      (8>o). 

p.=  1  v=  I 

Choisissons  le  nombre  S  (dépendant  des  quantités  a  seules)  suffi- 
samment petit  pour  que  les  quantités  //,  q  appartenant  au  do- 
maine (i)  soient  à  l'intérieur  du  domaine  qui  est  indirectement 
assigné  aux  quantités  jk  par  les  inégalités  — y<Cr/<C  Y- 

Soient  maintenant  A,  >>  o,   A2^>o,    deux   nombres   positifs   ne 
dépendant  que  des  quantités  a  et  satisfaisant  aux  conditions  (-) 

î  |Pt|n(A,+  A,n)    Zi/Ï  I\, 

(2)  i  rr 

|Q2|n(A2+A,;z)<t/JL  Q.- 

La  signification  de  P,,  P2,  Ql5  Q2  résulte  des  équations  (4)  du 

n"  8;  d0  et  |/'0|  sont  les  plus  grandes  parmi  les  quantités  d^  et  J/v|. 

Conformément  à  nos  hypothèses,  nous  supposons  que  dans  le 


domaine  — y  <•£/-<  y  ont  lieu  les  inégalités 


<A, 


<A2 


où  ç0  est  la  valeur  de  Ç  pour  ./-,  =. .  .=  x„=  o.  On  a  alors,  poui 


(')  Nous  supposons  d'abord  que  les  deux  groupes  p  et  q  existent.  Le  eus  plus 
simple  où  l'on  n'a  qu'un  seul  groupe  est  traité  plus  loin. 

('-')  Les  notations  dont  il  est.  fait  usage  ici  sont  indépendantes  de  celles  em- 
ployées dans  l'introduction  ainsi  que  de  celles  qu'on  rencontrera  plus  loin. 


les  valeurs  «les./-  prises  dans  le  domaine  — y<#i<lYi 


«-*2êh 


(1=1 


où  '  -'  —  '  désigne  la  valeur  de  -r-^-  pour  un  certain  système  de  va- 
leurs  des  x  pris  dans  le  domaine    -  y  <;  ./•/ <C  y.  H  s  ensuit  que 


2^<2|Ç/|<nAîif"HnîAiif 


;       1  i  =  1 


et,  en  vertu  de  (2), 


o)  ip.i*/2o<i/ip"T.    |*,y28<v/SQ,T' 

Envisageons  maintenant,  en  premier  lieu,  le  cas  où  les  coor- 
données /?,  7  de  la  solution  satisfont,   pour  une  certaine  valeur 

de  /,  aux  conditions 


(4) 


^"V/4=°y2'      2^vy*      r>;  ' 


|i=l 


La  première  des  relations  (4)  du  n"  8  nous  donne  alors,  en  vertu 
de  (3)  et  de  l'inégalité 


résultant  de  (4), 


IP.I 


3*2^  2'M  l>|- 


2» 


H     ' 


/  V    1 
4  /  J^ /':"<■ 

V     H     1 
Mous  avons,  par  conséquent,  dans  le  cas  (  j  ), 

A 


*■  "  % 
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En  second  lieu,  considérons  le  cas  où,  pour  une  certaine  valeur 
de  t,  on  a  simultanément 

k  i 

( G )  2  <*$pI  1  °  y2>       2)/v  ? *  =  ~~  ?J"^- 

[I.  =  1  V  ^  1 

Nous  avons  alors,  en  vertu  de  la  seconde  inégalité  (4)  du  n"  <S, 
de  la  relation  (3)  et  de  l'inégalité 


2??s17îl 


résultant  de  (6), 


v  =  1  v  =  i 


V  ÏÂÏ7 


Donc,  dans  le  cas  (G),  on  a 

(7)  7t2iM>°- 

V  =  l 

10.  De  l'existence  de  certaines  solutions  d'un  type  particu- 
lier. —  Supposons  que  l'intervalle  donné  de  t  contienne  toutes 
les  valeurs  réelles  de  t,  ou  bien  soit  défini  par  l'inégalité  t  ^>  ~  et 
considérons  le  domaine 

\).  =  h  v  =  / 


défini  précédemment.  Des  propositions  du  précédent  paragraphe 
s'exprimant  à  l'aide  des  relations  (  i),  (5),  (6),  (7),  il  résulte  que 
si  les  coordonnées  p,  q  de  la  solution  se  trouvent,  pour  une  cer- 
taine valeur  de  *,  par  exemple  /  =  t,,  dans  le  domaine  (1),  on 
peut  trouver  un  intervalle  de  valeurs  de  /  commençant  par  la 
valeur  7,  et  s'étendant  au  delà  de  /  ==  t,  pour  lequel  />,  </  restent 
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dans  le  domaine  (  i  ),  sauf  dans  le  cas  où,  pour  l  =  t, 

k 

Dans  ce  cas,  il  n'existe  point  d'intervalle  commençant  par  t,  et 
s'é tendant  au  delà  de  t  =  -n  pour  lequel  />,  q  restent  dans  le 
domaine  (  i). 

Choisissons  mainlenanl  un  s\  stème  (juelconcpae  de  valeurs  des  q 
satisfaisant  à  la  seconde  des  conditions  (  i  ),  pour  système  de 
valeurs  initiales  des  coordonnées  q  de  la  solution  correspondant  à 
une  valeur  initiale  arbitrairement  choisie  T0  de  /.  Deux  cas  peu- 
vent alors  se  présenter  :  ou  bien,  on  peut  associer  à  ce  système 
de  valeurs  initiales  des  q  un  système  de  valeurs  initiales  des  p 
satisfaisant  à  (i)  cl  Ici  (pic  la  solution  correspondante  reste  pour 
toutes  les  valeurs  de  I  T„  dans  le  domaine  (  i  ),  ou  bien  cela  n'est 
pas  possible. 

Admettons  que,  pour  un  certain  choix  particulier,  le  second  cas 
puisse  se  présenter.  Mors,  quelle  que  soit  la  façon  de  compléter  le 
m  oléine  de  valeurs  initiales  des  q  par  uu  système  de  valeurs  des/), 
appartenant  à  noire  domaine,  la  solution  correspondante  ne  res- 
tera pas  pour  toutes  les  valeurs  de  /  f  Tn  dans  notre  domaine. 

Si  le  système  complémentaire  de  quantités  />  satisfait  à  L'équa- 
tion 

2rft*/tf=8Y'. 

on  ne  peut,  d'après  ce  qui  précède,  trouver  un  intervalle  (com- 
mençant par  T„.  et  s'étendant  au  delà  de  T0),  pour  lequel  notre 
solution  reste  à  l'intérieur  du  domaine  (  i  ).  Par  contre,  dans  tout 
autre  cas,  un  pareil  intervalle  existe.  Mais  puisque,  par  hypothèse, 
la  solution  ne  reste  pas  toujours  dans  notre  domaine,  il  existe  évi- 
demment un  nombre  positif  déterminé  T  tel  que,  pour  les  valeurs 
de  /  appartenant  à  l'intervalle  T„    /  <;  T0   :    T,  la  solution  reste 

dans  noire  domaine,  tandis  que  Cela  n'a  plus  lieu  pour  l'intervalle 
I  o  f  <  'o  +  T  -h  £  (s  >  O,  mais  d'ailleurs  arbitraire).  Nous  avons 
nlois  évidemment,  pour  /  =  T0-f-  T, 

(1=1 
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A  chaque  système  de  valeurs  des  p  prises  dans  le  domaine 

/. 

[1=1 

correspond  ainsi  une  quantité  déterminée  T.  Soit  T  =  o  la  valeur 
correspondant  aux  quantités/)  satisfaisant  à  la  condition 

k 

|i=i 

Alors,  comme  nous  allons  le  prouver,  T  est  une  fonction  continue 
des  quantités  p  dans  le  domaine 


(1=1 

Choisissons  d'abord  un   système  de    quantités  p  satisfaisant  à 


l'inégalité 


(i  =  i 


Désignons-le  par  [po]  et  déterminons  pour  l'intervalle  T0, 
T0  -j-  T  la  solution  correspondante  susceptible  d'être  prolongée  au 
delà  de  cet  intervalle.  On  a  évidemment,  pour  T0^t  <<  T0+  T, 

k 

24/^<5ï2- 
[i  =  i 

De  plus,  en  vertu  des  propositions  du  précédent  paragraphe, 
on  a,  pour  t  >  T0  -+-  T, 

/, 

[i  =  i 

si  ^  —  T0 —  T  est  suffisamment  petit. 

Choisissons  maintenant  un  nombre  positif  A  aussi  petit  qu'on 
voudra  et  considérons  l'intervalle  des  valeurs  de  /  défini  par  les 
inégalités  t0ll  t  —  T0£  tt  (o  <  t0  <  T  <  £,  ),  les  différences  T  —  /„> 
<(  —  T  étant  supposées  inférieures  à  A  et  la  différence  /,  —  T  assez 
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pel  ite  pour  qu'on  ail 

|A=I 

dans  l'inten  aile  T  «<  /  —  T0  ^  /, .  Nous  aurons,  par  conséquent, 


pour  /  —  T0=  t»  et 


pour  £  —  T0  =  t{. 

D'après  le  précédent  Chapitre,  nous  pou\ons  maintenant  déter- 
miner, dans  le  domaine 

/. 

une  région  autour  du  système  |  /> ,,  ]  telle  que  toutes  les  solutions 
correspondantes  soient  déterminées  dans  l'intervalle  o  /  —  T0  f\ 
et  diffèrent  dans  cet  intervalle  d'aussi  peu  qu'on  voudra  de  la  solu- 
tion correspondant  au  système  [/><»]•  Puisque  pour  cette  dernière 
solution,  la  différence 

|X=1 

reste,  dans  l'intervalle  o <  /  —  T0;  /„,  supérieure  à  un  certain 
nomhre  positif,  on  peut  choisir  la  région  en  question  suffisamment 
petite  pour  que  cette  différence  reste  positive,  dans  !<■  même  inter- 
valle, pour  toutes  les  solutions  correspondant  au\  points  />  de 
cette  région  et  qu'en  même  temps  on  ait,  pour  t  —  T0=  /, . 

A 

!'■     ' 

il  s'ensuit  que,  pour  les  systèmes p  de  la  région  ainsi  déterminée, 

I   reste  compris  entre  t0  et  /,  et  diffère  de  moins  de  A  de  la  valeur  T 

correspondant  au  système  |  />n\.  Donc  Test  continue  au  point  [  /<„ |. 

Considérons,   en   second   lieu,    un   système  |  />,,  |  satisfaisant  à 


l'égalité 


T  est  alors  nul  pour  [po]-  Etant  donné  le  nombre  positif  A,  choi- 
sissons t ,  positif  et  inférieur  à  A  de  telle  façon  que  la  solution  soit 
déterminée  dans  l'inlervalle  o  <C  t — T0^/,   et  qu'on  ait  toujours 

A 
[1=1 

On  aura  donc 

A 

2^H->Sï2i 

pour  £  — T0=  t{.  On  peut  alors  définir  un  voisinage  du  point  [p0] 
tel  que  les  solutions  correspondant  aux  points  de  celte  région 
soient  déterminées  dans  l'intervalle  o^t  —  T0  =  t,  et  y  diffèrent 
d'aussi  peu  qu'on  voudra  de  la  solution  précédente  et,  par  consé- 
quent, tel  que  l'on  ait 

A 

2/^/4  >8Y*2 
pour  t  —  T0=  t , .  Pour  t  —  T0  =  o  nous  avons 

k 

Les  valeurs  de  T  correspondant  aux  points  de  la  région  considérée, 
satisfont  donc  aux  inégalités  o  ?T <  tt.  Donc  T  <^  A. 
La  continuité  de  T  dans  le  domaine 

A 

^Adv.plth'1 

u=i 

est  ainsi  prouvée.  Par  conséquent,  T  prend  en  un  point  au  moins 
de  ce  domaine  Sci  plus  grande  valeur. 

Soit  [p0]  ce  point,  et  désignons  par  0  cette  plus  grande  valeur 
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de  T.  En  ce  point,  on  a  évidemment 

k 
U        1 

On  peut  déterminer  autour  de  ce  point  une  région  intérieure 

m  domaine 

u 

el  telle  que  toutes  les  solutions  correspondant  aux  points  de  cette 
région  soient  déterminées  dans  un  intervalle  allant  plus  loin 
que  T0-r-9.  On  peut  prendre  cette  région  suffisamment  petite 
pour  que  toutes  ces  solutions  soient,  dans  l'intervalle  allant 
jusqu'à  /  — T„+0,  aussi  voisines  qu'on  veut  de  la  solution  cor- 
respondant à  |  p0  j  et  aussi  telle  que  les  valeurs  de  T  Soient  pour 
cette  région  aussi  voisines  qu'on  veut  de  8.  Par  un  choii  conve- 
nable de  la  région,  on  peut  donc  obtenir  que  les  solutions  en 
question  soient,  dan-  l'intervalle  T0 -l- T,  To+0,  aussi  voisines 

qu'on  veut  de  la  position  à  l'instant  /  =  T0  -j- Q  de  la  solution  cor- 
respondant au  système  |  />„  |.  On  peut  obtenir  que  les  quantités  I 
soient  aussi  voisines  qu'on  veut  de  0:  elles  sont  <6. 

Pour  /  =  T„  (-  0  ou  a,  pour  la  solution  qui  nous  intéresse, 


A 


dt 


comme   nous    le    savons.  Soient  p[\,  p* />!,',    </",    .  ..,   '//.   les 

Valeurs    des/?   et  (j   pour  t  =  T0  -h  8.    On   peut    alors   choisir  deux 

nombres    d^>o    et   e>o,    tels    qu'on    ail     pour    une    solution 
quelconque 


2,<?it.pj>  >  o, 


si  //.  <i  diffèrent  de  p\ p\ ,  q°n  .  . . ,  q\  <le  moins  de  f/,  /  diffé- 
rant en  même  temps  de  To+0  de  moins  de  e.  Cela  résulte  de 

Ce    que   I  expression 


aslS 


./, 
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est  une  fonction  continue  des  quanti  les  /-»,  ^/,  /  à  l'intérieur  d'un 
certain  domaine,  comme  cela  ressort  des  équations  différentielles. 
On  peut  donc,  d'après  ce  qui  précède,  choisir  une  région  autour 
du  point  [/<>o]  suffisamment  petite  pour  qu'on  ait,  pour  toutes  les 
solutions  correspondant  à  cette  région, 


/, 


^dy.pfj.yo, 


dans  l'intervalle  T0 -h  T,  T0+Ô.  Il  s'ensuit  que,   dans  cet  inter- 
valle, 

k 

^dv-Pv^h'1- 

(1=1 

Donc  pour  /  =  T0  -\~  9,  on  a 

k 
[1  =  1 

pour  la  solution  correspondant  à  [pu]  et 

k 


!• 


pour  les  solutions  correspondant  aux  autres  points  de   la  région. 

Par  conséquent,  cette  somme  formée  pour  t  =  T0  -+-  0  dans  un 
certain  voisinage  du  point  [p0]  prend  sa  plus  petite  valeur  en  [/><>]• 

Soient  a,,  .  .  .,  a.k  les  coordonnées  du  point  [^0]  et  désignons 
par  a' ,  ....  a.'k  celles  des  points  situés  dans  le  voisinage  de  [/?,,  |  et 
considérées  comme  valeurs  initiales  pour  t  =  T0.  Les  fonctions/? 
correspondant  aux  valeurs  initiales  a'  ont,  comme  nous  le  savons, 
des  dérivées  partielles  premières  par  rapport  aux  a'  limes  dans  un 
certain  voisinage  du  point  [p0]-  'ja  même  chose  a  donc  lieu  pour 

k 

[i=i 

Mais  pour  t  =  T0-+-  6  les  dérivées  de  cette  dernière  quantité  sont 
nulles  au  point  [  p0  |,  puisqu'elle  y  \>vrw\  une  valeur  minima  pour 
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une  certaine  région  autour  de  [p0]-  Ceci  donne  /,  équations 
linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  quantités  d^p^  où  il  faut 
prendre  les  valeurs  des  fonctions/^,  au  point  [p0]  et  pour  /  =  T0H-Q. 
Comme  on  a  en  même  temps 

h 

tous  lesû^/ty  ne  sont  pas  nuls  simultanément.  Par  conséquent,  rn 
désignant  par     -^     la  valeur  de  -ff-  pour 


'•p 
a'.  =  a 


on  a 


(2) 


■  »  «*=  «*,  t  =  T0- 

r^ii   r^i  r^i 


e, 


Désignons  par  [  qe  |  le  point  initial  des  quantités  q  pour  /  =  T0 
qui  jusqu'ici  avait  une  position  fixe.  On  peu!  déterminer  autour 
de  [/>,,],  [q0]  une  région  telle  qu'à  chacun  de  ses  points,  pris 
comme  point  initial  pour  /  =  T0,  corresponde  u\w  solution  /;,  q 
définie  dans  L'intervalle  T0^/^T„  +  0.  On  peut  de  plus  choisir 
cette  région  de  façon  (pic  les  quantités  />,  q  considérées,  dans  cel 
intervalle  de  valeurs  de  /,  comme  fonctions  de  valeurs  initiales  et 
de  t  aient  des  dérivées  premières  finies  et  continues  par  rapport 
aux  valeurs  initiales.  Cela  résulte  de  ce  que  nous  axons  dit  au  n°9 
en  nous  basant  sur  les  théorèmes  auxiliaires  du  Chapitre  précé- 
dent. Ces  dérivées  satisfont  aux  équations  différentielles,  qu'on 
déduit  des  équations  en  p  et  q,  c'est-à-dire  des  équations  (I)  et  (II)  du 
n"  (S,  eu  formant  les  dérivées  par  rapport  aux  valeurs  initiales  des 
deux  membres  de  chaque  équation.  Pour  plus  «le  clarté  écrivons 
comme  il  suil  les  équations  (I)  et  (II)  du  n'  8  en  les  séparant  en  deux 
groupes,  selon  que  le  premier  membre  se  rapporte  aux  quantités  p 
ou  aux  quantités  >/  : 


(3) 


\  '-£  -ly/o-iiu      (u=i>a *), 
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où  L  et  J  sont  des  expressions  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
aux  quantités p  ou  q\  II  et  K,  des  sommes  de  termes  du  type 

c\(c  =  const.), 

ces  sommes  pouvant  être  exprimées  avec  des  coefficients  c  connus 
lorsque  le  tableau  des  quantités  a  est  donné.  Si  nous  formons 
l'expression 

»  2  «^ 

à  l'aide  des  équations  différentielles  (3),  les  L^(jj)  donnent  une 
forme  quadratique  positive  définie  par  rapport  aux  quantités  />, 
comme  nous  l'avons  montré  au  n"  8;  de  même  dans  l'expression 


~dtZàfs 


V  ^v 


les  Iv(</)  donnent  une  forme  quadratique  positive  définie  par  rap- 
port aux  quantités  q. 

Si  maintenant  (ÏJ  désigne   une  quelconque  des  valeurs  initiales 
des  quantités/»  ou  q,  on  a 


(4) 


Les  coefficients  de  -—  >  —£,  sous  les  signes   >  aux  seconds  membres 

peuvent  être  considérés  comme  fonctions  des  valeurs  initiales  et 
de  t.  Pour  notre  but,  il  suffît  de  former  ces  équations  pour  les 
dérivées  par  rapport  aux  valeurs  initiales  des  quantités/).  De  plus, 
nous  examinerons  seulement  le  cas  particulier  où  les  valeurs  ini- 
tiales sont  les  coordonnées  du  point  [/>o]>  [//o]-    Mors,  d'après  ce 

qui  précède,  -£>  -^  satisfont  à  un  système  d'équations  différen- 
tielles linéaires  indépendant  de  la  valeur  particulière  de  (5. 


k 

d  /àPp:          /àP\     y  ou,, 

P=i 

dpp  _+_  V  <>Ul>  ô'lr' 

dp         Zdôq^     ^ 

k 
d  /dqy\            fdq\         yi  <)KV 

dt\dpj-  v\àp)  ^2uoPp 

p  =  i 

0$    +ZdOqa    d(J 

(7  =  1 

(|x  =  i.  2,   ...,/■;  v  =  i. 

,2,    •-.,    1). 
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Remarque  importante.  —  Les  coefficients  de     '-  el  —  sous  les 

'  '  i)ç>        dp 

signes  \  aux  seconds  membres  ont,  d'après  ce  qui  précède,  la 
forme    7  e  -^- ,  ces  formes  linéaires  et  homogènes  des  quantités  — 

Jmd       OX  °  '  dx 

pouvant  être  obtenues  formellement  avec  des  coefficients  e  détor- 
de 
minés  si  le  tableau  des  c[uantités  a  est  donné.  —  s'obtient  comme 

fonction  de  t  en  exprimant/?,  q  en  fonction  de  t  et  en  considérant 
ensuite  les  x  comme  fonctions  des  /?,  q.  Mais  puisque  les  /;.  y, 
correspondant  au  point  initial  [/;<>],  [qo]  pour/  =  T0,  restent  dans 
le  domaine 

A  I 

{1=1  V=1 

pour  les  valeurs  de  t  de  l'intervalle  T0<£<T0-|-6,  les  valeurs 
correspondantes  des  x  restent,  d'après  le  n"  9,  dans  le  domaine 
—  y  <  x  <C  y.  Or,  nous  nous  sommes  réservé  le  droit  d'introduire, 


j)Our  ce  domaine,   des  inégalités  du   type 


dx 


<<  A  >•  o   où   A  ne 


dépend  que  du  tableau  des  quantités  a  ;  nous  pouvons  donc  intro- 
duire   celte   hypothèse    que    les   coefficients    de  -£>  -r?  sous   les 
J  l  '  dp      dp 

signes    2,  aux    seconds    membres    sont    inférieurs    à    un    certain 

nombre  D>one  dépendant  que  du  tableau  des  quantités  a.  Nous 
utiliserons  plus  tard  celte  possibilité. 

Pour  le  moment,  remarquons  que  les  expressions 

dpi  dp,  d$k 


(5) 


àpk  <'/'/■  dPk 

«Pi  op»  dp* 

l)<7]  ()r/|  do, 

dp,  dp2  dp* 


<>'//  (''//  d<7/ 

".-1  d^2  d^A- 


oùci,  ...,('/,  sonl  «les  constantes  arbitraires,  satisfont  aui  équa- 


tions 
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(6) 


!  p=i  er  =  i 

\  p  =  i  <r  =  i 

Les  coefficients  de  r,   5  sous   les   signes  \    dans   les  seconds 

membres  sont  les  fonctions  de  t  que  nous  avons  déjà  caractérisées 
et  qu'on  peut,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  assujettir  à  la  condi- 
tion d'avoir  un  certain  degré  de  petitesse  dépendant  du  tableau 
des  quantités  a.  Formons  maintenant,  à  l'aide  des  équations  (6), 
l'expression 

d 


dt 


■k  i  -, 

.|J-  =  1  v  =  l  J 


L  et  I  donnent,  d'après  ce  qui  précède,  une  forme  quadratique 
positive  définie  des  quantités  /',  s.  Les  autres  termes  des  seconds 
membres  des  équations  (6)  donnent  une  forme  quadratique  des 
quantités  /',  s,  ayant  des  coefficients  auxquels  on  peut  assigner, 
d'après  ce  qui  précède,  tout  degré  de  petitesse  dépendant  du 
tableau  des  quantités  a  (*).  Nous  avons  donc  la  relation 


di 


r   a 


2«w+2/vî  =w  2^+i/v  )-q(  2r^i 


L|J.=  i 


\H=i 


— 


où  P  est  >  o  et  ne  dépend  que  du  tableau  des  quantités  a,  tandis 
qu'on  peut  attribuer  à  Q^o  tout  degré  de  petitesse  dépendant  du 
tableau  des  quantités  a. 

Choisissons  maintenant  ce  degré  de  petitesse  dont  nous  pou- 
vons disposer  de  façon  qu'on  ait  Q  <  P.  Nous  aurons  alors 

(7)  j-tl  2<w+2!^vs*  )>°' 

\|X=1  v=l  / 


(')    Voir  Chap.  II,  §  8,  note  1  de  la  paye  16. 
XXXVIII. 
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l'égalité  ayant  lieu  pour 

r,  = . . .  =  rk  =  Sx  =  ...  =  */=  o 

seulement. 

On  peut  maintenant,  en  vertu  de  la  relation  (2),  choisir  les 
quantités  c  non  toutes  nulles  de  telle  façon  que  les  quantités  /•  dé- 
finies par  les  relations  (5)  s'annulent  pour  t  =  T„  -f-  9.  Remar- 
quons de  plus  que,  pour  t  =  T0, 

àp±  _  à[H  _         _  àpk  _ 

tandis  que  toutes  les  autres  dérivées  -~,  -j-  sont  nulles.  Par  consé- 

quent,  si  l'on  choisit  les  quantités  c,  comme  il  vient  d'être  dit, 
on  a,  pour  t  =  T0, 

et,  pour  t  =  T0+  0, 

/•,  =  ...=  /-,,  =  o. 

Cela  étant,  la  somme 

(8)  2<w+2/v*î 

|A=1  V  =  l 

est  >>  o  pour  £  =  T0  tandis  qu'elle  ne  l'est  pas  pour  t  =  T0  -+-  8. 
Cela  est  évident  en  tenant  compte  des  signes  des  quantités  d  elf. 
Il  existe,  par  conséquent,  une  valeur  de  t  comprise  entre  T0  et 
T0-f-  0  pour  laquelle 


/  \ 

(  2rfiir^-»-2/v*v  ]<o, 

\[JL=1  V=l  / 


ce  qui  est  contraire  à  la  relation  (7). 

Nous  aboutissons  donc  à  une  contradiction  et  nous  devons  aban- 
donner l'hypothèse  faite  au  début  de  ce  paragraphe.  Nous  avons 
donc  démontré  le  théorème  suivant  : 

Si  le  degré  de  petitesse  dont  il  a  été  question  est  convenable* 
ment  choisi,  on  peut  associer,  à  tout  système  de  quantités  y 
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appartenant  au  domaine 

L 

V  =  l 

et  à  chacune  des  valeurs  admises  de  t,  un  système  au  moins  de 
quantités  p  appartenant  au  domaine 

k 

et  tel  que  ces  quantités  p,  q,  t,  prises  pour  valeurs  initiales, 
déterminent  une  solution  qui  reste  pour  toutes  les  valeurs  su- 
périeures de  t  dans  le  domaine 


i 


1 


9  ">  V^  g  IN 


Nous  montrerons  plus  loin  que,  si  le  degré  de  petitesse  en  ques- 
tion est  convenablement  choisi,  à  tout  système  de  quantités  q  et  à 
toute  valeur  de  t  ne  peut  être  associé  qu'un  seul  système  corres- 
pondant de  quantités  p. 

Théorème  analogue  lorsque  l'intervalle  de  valeurs  de  t  est 
donné  par  t  <  t  ou  t  arbitraire;  les  rôles  de  p  et  q  sont  alors 
intervertis. 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  qu'aucun  des  groupes  ne  dispa- 
raissait. Dans  le  cas  contraire,  on  peut  utiliser  des  considérations 
analogues  à  celles  qui  précèdent.  Introduisant,  dans  le  cas  où  le 
groupe  q  n'existe  pas,  le  domaine 


(9)  ^<V;il<ST2 

et  dans  le  cas  où  le  groupe  p  fait  défaut  le  domaine 

V  =  1 

nous  avons  les  deux  théorèmes  préliminaires  suivants  : 
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i°  Le  groupe  q  n'existe  pas.  Si 

n 
(X=l 


on  a 

d 


5  2«>°- 


Si  l'intervalle  admis  de  valeurs  de  t  est  défini  pour  les  condi- 
tions t  >  i  ou  <  arbitraire,  il  existe  pour  chaque  valeur  admise 
de  t,  t  =  *o>  une  solution  qui  reste  dans  le  domaine  (9)  pour  t  ^  t0. 
Si  l'intervalle  admis  de  valeurs  de  t  est  défini  par  les  condi- 
tions K"""  t  arbitraire,  toute  solution  qui,  pour  une  valeur 
de  t,  se  trouve  dans  le  domaine  (9),  reste  dans  ce  domaine  pour 
toutes  les  valeurs  inférieures  de  t. 

20  Le  groupe  p  n'existe  pas.  Si 

n 


on  a 


s2>*'«>°- 


Si  l'intervalle  admis  de  valeurs  de  t  est  défini  par  les  condi- 
tions />:ou  t  arbitraire,  toute  solution  se  trouvant  pour  une 
valeur  quelconque  de  t  dans  le  domaine  (10)  y  reste  pour  toutes 
les  valeurs  supérieures  de  t.  Si  l'intervalle  admis  de  valeurs  de  t 
est  défini  par  les  conditions  t  <^  t  ou  t  arbitraire,  il  existe  pour 
chaque  valeur  admise  t0  de  t  une  solution  qui  reste  dans  le 
domaine  (10)  pour  les  valeurs  inférieures  de  t. 

0  >►  o  désigne  ici  un  nom  hic  qui  ne  dépend  que  des  quantités  a 
et  est  choisi  de  façon  que  les  quantités  p  (ou  q)  du  domaine  (9) 
[ou  (10)]  conduisent  à  des  valeurs  des  x  satisfaisant  aux  inéga- 
lités |.t|<;y-  De  plus  il  est  suppose  que  le  degré  de  petitesse 
que  nous  avons,  par  hypothèse,  le  droit  de  choisir,  est  déter- 
miné convenablement . 

Nous  pourrions  d'ailleurs  simplifier  les  recherches  dans  les  cas 
précédents,  niais  nous  ne  nous  en  préoccuperons  pas  ici. 
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11.  Lemme.  —  Démontrons  d'abord  un  théorème  auxiliaire  dont 
il  sera  souvent  fait  usage  dans  la  suite. 

Soient  données  n  fonctions  xt,  a?a,  .  .  . ,  xn  satisfaisant  pour 
toutes  les  valeurs  de  t^>-z  (ou  t<C.~,  ou  t  arbitraire)  (')  au 
système  suivant  d'équations 

dx- 
(i)  -^  =  Lf(a?)4-|,-0-+-^        (i=  i,  2,  ...,  n), 

où  les  L  désignent  les  mêmes  expressions  linéaires  des  x  qui 
figurent  dans  les  équations  (  i  )  au  début  du  présent  Chapitre; 
les  Ijo?    5  sont  des  fondons   de   t   satisfaisant  aux   inégalités 


«1<*4  /2*?' 


|Çio|<rf;       |£ 


Za  quantité  d  >»  o  étant  une  constante  quelconque,  et  x  >-  o  zme 
constante  que  nous  nous  réservons  le  droit  de  choisir  arbitrai- 
rement avec  cette  seule  restriction  que  x  ft<?  dépende  que  du 
tableau  des  quantités  a.  Soient  de  plus  y,  p,  «7  /es  mêmes 
expressions  linéaires  des  x  et  dv-,  fv  les  mêmes  constantes  que 
celles  considérées  précédemment . 

Nous  introduirons  en  outre  une  nouvelle  hypothèse  que  nous 
énoncerons  cependant  plus  loin.  Pour  le  moment,  disons  seulement 
qu'elle  est  remplie  en  particulier  dans  le  cas  où  tous  les  x  restent 
entre  des  limites  finies  pour  l'intervalle  considéré  de  t. 

Posons 


2r'?'       s=  2  dvPv--+-  2-A?v  (a) 


(*=1 


(')  Pour  distinguer  entre  elles  ces  trois  hypothèses,  nous  désignerons  par  I  le 
cas  où  les  valeurs  admises  de  t  sont  définies  par  l'inégalité  t  >  t,  par  II  celui  où  t 
doit  rester  <  t  et  enfin  par  III  celui  où  t  est  arbitraire. 

(2)  Si  l'un  des  groupes  p  ou  q  n'existe  pas,  nous  posons 


^  Aql        ou        5  =    ^    rfn/»jl- 
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ds 
et  formons  —  à  l'aide  des  équations  (i).  Les  termes  L  donnent 

alors,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  remarquer,  une  forme  quadra- 
tique positive  définie  des  y  qui  est  par  conséquent  ^x,a2,  la 
quantité  x,  >  o  ne  dépendant  que  du  tableau  des  quantités  a.  Les 
termes  £/0  donnent  une  expression  dont  la  valeur  absolue  est  <  xs  ch 
où  x3^o  peut  être  considérée  comme  une  quantité  ne  dépendant 
que  du  tableau  des  quantités  a.  Enfin  les  £,- donnent  un  terme  qui 
est  numériquement  <x2xa2,  où  la  quantité  x2>o  ne  dépend  que 
des  quantités  a. 
Nous  avons  donc 

ds  ■>         ,  •>  ,/ 

-j-  d  x,  a2  —  ■/./..>  J2  —  x3  a  a. 
at 

Choisissons  maintenant  d'une  façon  quelconque  le  nombre  x  >>  o 
ne  dépendant  que  du  tableau  des  quantilés  a  et  tel  qu'on  ait 


/•  =  -/.,  —  xx,  >  o. 


Nous  aurons  alors 


où  les  quantités  r  >  o  et  x3^o  ne  dépendent  que  des  quantités  a. 
De  plus,  on  a,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 


(3) 


777 


^  r0<T2-t-  r^ds, 


où  les  quantités  /0 >  o  et  /•,  >  o  peuvent  être  considérées  comme 
se  déterminant  à  l'aide  du  tableau  des  quantités  a. 
Introduisons  maintenant  la  quantité 

<70  =    — C/, 


où  e0  est  une  quantité  >>  o  ne  dépendant  que  des  quantités  a  mais 
d'ailleurs  arbitrairement  choisie. 

Si  maintenant,  pour  une  certaine  valeur  de  t,  <r>o"0,  il  en  résul- 
tera 

(4)  -j-(  5  »(r<r—  x,rf)f<r0eorf. 
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Ajoutons  maintenant  l'hypothèse  supplémentaire  dont  nous 
avons  fait  mention  au  début  de  ce  paragraphe.  Cette  hypothèse  a 
pour  but  d'exclure  le  cas  où  l'on  aurait  <j><?0  pour  toutes  les 
valeurs  de  t  de  l'intervalle  t  >- t'  dans  les  cas  I,  III  (ou  t<C  t' 
dans  les  cas  II,  III),  où  t1  est  une  quelconque  des  valeurs  admises 
de  t.  Il  suffirait  évidemment  de  supposer  que  les  x  restent  entre 
des  limites  finies.  Car  si  (4)  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  t  de 
l'intervalle  t  >»  t'  (ou  t  <  t'),  s  ne  reste  pas  entre  des  limites  finies. 
C'est  l'hypothèse  que  nous  avons  indiquée  au  début  de  ce  para- 
graphe. Plus  générale  serait  l'hypothèse  suivante  :  (A).  Il  existe 
une  fonction  cp  dans  les  cas  I,  III  (ou  une  fonction  -]>  dans  les 
cas  II,  III)  qui  est  donnée  pour  des  valeurs  suffisamment 
grandes  (ou  petites)  de  t  et  admet  pour  celles-ci  des  dérivées 
finies  o'  (ou  <|/).  De  plus  elle  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

o'  r  /        >b'      r\ 

«5  >  O  (OU  U  <  o),  J-  > |OU-V<-, 

<p  c  \        4/  -  cj 

lim(cps)  =  o[ou  lim  (tys)  =  o], 

c  désignant  la  plus   grande  des  quantités  d^  |/v|  de  sorte  qu'on 
ait,  par  conséquent,  toujours 

(5)  |*|fc<r*. 

Supposons  cette  hypothèse  réalisée,  les  conditions  entre  paren- 
thèses se  rapportant  aux  cas  II,  III,  les  autres  aux  cas  I,  III.  Cette 
hypothèse  est  d'ordre  plus  général  que  celle  en  vertu  de  laquelle 
les  x  seraient  compris  entre  des  limites  finies  :  car  dans  ce  dernier 
cas  on  aurait 

lim  \_e    2<   x\  =  o     ou     lim    \e2/"  xj  =  o     , 

-W         :A 

de  sorte  que  e   c  \ou  —  ec  y,  seraient  les  fonctions  cp  (ou  <j>)  ca- 
ractérisées ci-dessus. 

Nous  devons  montrer  maintenant  que  l'hypothèse  (A)  est  bien 
suffisante  pour  notre  but.  Supposons  qn'il  n'en  soit  pas  ainsi, 
c'est-à-dire  supposons  qu'on  ait  o"><t0  pour  toutes  les  valeurs 
de  t^>t'  (ou  t<Ct'))  ce  qui  aurait  pour  conséquence  la  rela- 
tion (4).    Alors,  pour  des  valeurs  de  t  suffisamment  grandes  (ou 
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petites),   s   serait  >>  o   (ou    <  o)    et    comme  ra — y.3d  est   ;>  o 
puisque  <7^a-0  nous  aurions 

(6)  Z'"''^-^ 

Soit  maintenant  s  une  quantité  auxiliaire  satisfaisant  à  la  condi- 
tion o  <e  <  -•  Puisque,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes 

(ou  petites)  de  f,  |s|  prend  des  valeurs  aussi  grandes  qu'on  veut, 

ds 
on  a,  pour  ces  valeurs  de  /,  -j  >  \s\z.  Par  conséquent,  pour  des 

valeurs  suffisamment  grandes  (ou  petites)  de  t,  on  a 


^[log(*r-«<)]>o 


ou  £[log(— *««)]<  o] 


Il  existe  donc  un  nombre  K.  (ou  K0)  tel  que,  pour  des  valeurs  suf- 
fisamment grandes  (ou  petites)  de  t,  on  a 

s  >  eKe-'(ou  —  s  >  eK«e--'  ), 
d'où  il  résulte  que 

(7)  — ; -<e~-e    2    (ou  -^  <e     2e 

y/s  \  /—  5 

Or  de  (6)  nous  déduisons 

f[  (lu- s)   ■—--+-  —  ^O 
***  6'  \/,SC 

ou 

3.[,og(_,))+.__sï„, 

ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  (y)  et  de  l'hypothèse  (A)  pour 
des  valeurs  suffisamment  grandes  (ou  petites)  de  £, 


d_ 
dt 

ou 

dt 


log(<p$) —  e    *e    '     >o, 
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Il  existe  donc  un  nombre  K2  (ou  K3)  tel  que,  pour  des  valeurs 
suffisamment  grandes  (ou  petites)  de  £,  l'on  a 


(8) 


7  K  Z. 

Iog(cpsj —  e    2e    2  >  K2, 

s  y/c 


log(^5) —  e     2  e2  >  Iv3 


Par  conséquent,  on  ne  peut  avoir  lim  (vs)  =  o  [ou   lim  (<j/s)  =  o], 

t=x,       '  t  —  —  oo 

car  dans  ce  cas  les  premiers  membres  de  (8)  devraient  prendre  des 
valeurs  infiniment  petites  pour  £  =  oc  (ou  /  =  —  oo).  Nous  abou- 
tissons ainsi  à  une  contradiction  avec  l'hypothèse  (A)  et  devons 
abandonner  l'hypothèse  admise  à  titre  d'essai.  Par  conséquent, 
l'hypothèse  (A)  est  bien  suffisante  pour  le  but  que  nous  avons 
en  vue. 

Donc,  dans  tout  intervalle  défini  par  t^>  t1  (ou  t  -<  t')  il  doit 
exister  des  valeurs  <r  <  <r0.  Mais  quand  a  est  ^a-0  on  a,  d'après  (4), 
ds 
Tt>0- 

Pour  o-^(70  on  a,  d'après  (5),  |s|^ca^.  Il  s'ensuit  que  si  l'in- 
tervalle considéré  est  défini  par  t  >►  t,  on  a  toujours  s^caj; 
car  si,  pour  une  certaine  valeur  de  t,  <r  était  >  <70,  il  existerait, 
d'après  ce  qui  précède,  une  valeur  plus  grande  de  t  pour  laquelle 
<x  =  cr0.  Or  dans  cet  intervalle,  s  croît  avec  t,  donc  on  a  bien  s<c&l. 
De  même,  si  l'intervalle  considéré  de  valeurs  de  t  est  défini 
par  l'inégalité  t  <<  t,  on  a  s^  —  c^  et  si  l'intervalle  considéré 
contient  toutes  les  valeurs  de  t,  on  a  toujours  \s\  <co-j;. 

Soit  maintenant  E^<70,  la  valeur  de  ar  pour  une  certaine  valeur 

de  t.  Si  pour  une  valeur  2»  de  t  plus  grande  que  la  précédente 

dans  les  cas  I,  III  (ou  plus  petite  que  la  valeur  précédente  de  t 

dans  les  cas  II,  III)  <7  est  >>  S,  on  peut  enfermer  cette  valeur  S»  de  t 

entre  deux  autres  telles  que,  pour  ces  dernières,  on  ait  a- =  S, 

tandis  qu'entre  elles  <j  reste  >>  2.   Cela    résulte   de  ce  que  nous 

avons  vu  précédemment.   A  l'intérieur  de  l'intervalle  limité  par 

ds 
ces  deux  valeurs  de  t,  on  a  évidemment  y  >o  et  par  conséquent 

|s|<cSa. 
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D'après  le  théorème  de  Cauchy  on  a  maintenant 


;  tf<T2 

a2  — 

Z2 

\  dt 

s  — 

S 

l   ds 
'   dt 

où  s  désigne  la  valeur  de  5  pour  la  limite  inférieure  de  l'intervalle 
en  question,  s  et  o-  les  valeurs  correspondant  à  t  =  2r,  et  les  acco- 
lades du  second  membre  indiquent  qu'il  faut  prendre  la  valeur  du 
quotient  pour  une  valeur  0  de  t  intérieure  à  l'intervalle.  Par  con- 
séquent, d'après  (2)  et  (3),  on  a 


[<xt  =  cr(6)] 


(T2  —  S2 
S  —  S 

d 

r0-+-  rt  — 

d 
r  —  Xa  — 

ou  bien,  puisque  a,  >  a-0, 


a2— S2 


s  —  s 


< 


\  *3  +  £0  / 


En  outre  \s  —  s\S  2cS2  et,  par  conséquent, 

(I)' 


< 


r,  r 


Xj  -+-  £o 


On  peut,  par  conséquent,  trouver  un  nombre  ^>ine  dépendant 
que  des  quantités  a  et  tel  qu'on  ail  <j  <^  gl.  Supposons  g  choisi  de 
cette  façon.  Nous  avons  alors  le  théorème  suivant  : 

Cas  1.  —  Si,  pour  une  valeur  quelconque  de  t,  v  est  =  E>o"0, 
on  a,  pour  toutes  les  valeurs  supérieures  de  t,  a  <  gH; 

Cas  11.  —  Si,  pour  une  valeur  quelconque  de  t,  <s  est  =  £>ar„, 
on  a,  pour  toutes  les  valeurs  inférieures  de  t,  a<^S; 

Cas  III.   —  Si  jamais  <r  est  =  I,^<j0,  on  a,  pour  toutes  les 
valeurs  de  t,  a-<  gH. 
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Dans  cet  énoncé  le  nombre  g  >  i  ne  dépend  que  du  tableau 
des  quantités  a. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  aussi  que  dans  le  cas  III,  c'est- 
à-dire  lorsque  V intervalle  considéré  de  t  contient  toutes  les 
valeurs  de  t,  on  a  toujours  o-  <C  g <y0,  car  si  l'on  n'a  pas  toujours 
0"  <!  3"o  (dans  le  cas  contraire  l'inégalité  a  ■<  g<?$  serait  toujours 
vérifiée)  o-  doit  prendre,  entre  autres,  la  valeur  <t0?  d'où  il  résulte, 
d'après  ce  qui  précède,  que  o-  reste  <^g<^o  pour  toutes  les  valeurs 
de  t. 

Dans  le  cas  où  l'intervalle  de  valeurs  de  t  est  défini  par 
l'inégalité  t  >>  x  (ou  t  <Cz)  l'inégalité  <j  -<  g<r0  est  vérifiée  pour 
des  valeurs  suffisamment  grandes  (ou  petites)  de  t;  cela  a 
certainement  lieu  à  partir  de  la  valeur  de  t  pour  laquelle 
on  a  <r<a-0. 

Remarquons  encore  que  <r0  est  le  produit  de  d  par  une  quantité 
qui  ne  dépend  que  du  tableau  des  quantités  a. 

Examinons  enfin  le  cas  particulier  où  tous  les  £,-„  sont  nuls,  toutes 
les  hypothèses  faites  au  sujet  des  fonctions  L/,  £/  subsistant  ainsi 
que  celles  au  sujet  de  xt ,  .  . . ,  x„. 

Il  résulte  tout  d'abord  de  ce  qui  précède  que 

/  „  s  ds  _ 

(8)  Tt>r,>, 


(9) 


dv2 


dt 


Cela  découle  des  relations  (2)  et  (3)  indépendamment  de  ia  façon 

dont  ces  dernières  ont  été  établies,  car  on  peut  maintenant  prendre 

arbitrairement  la  quantité  </>oel  r,  r0,  x3,  /-,  ne  dépendent  que 

des  quantités  a.  JNous  voyons  ensuite  que,  dans  le  cas  111,  <s  est 

toujours  =  0,  car  <r  doit  rester  <<  g<?0  et   la  quantité  d  peut  être 

choisie  arbitrairement.  Donc,  dans  le  cas  III,  tous  les  x  sont  nuls. 

Pveste  donc  à  examiner  les  cas  I  et  II.  Dans  le  cas  I,  on  a  toujours 

s^c<s\  ;  d'où,  dans  le  cas  actuel,  s^o.  De  plus,  pour  des  valeurs 

suffisamment  grandes  de  t,  <j<Cg<T0',  donc  lim<r2=o.  Ainsi,  tous 

t  =  » 
les  x,  et  par  conséquent  aussi  les  s,  tendent  vers  o  quand  t  croît 

indéfiniment .  De  même,  dans  le  cas  II,  on  a  5^0  et  tous  les  x, 

ainsi  que  les  a  et  les  s,  tendent  vers  o  quand  t  décroît  indéji- 

niment. 


Si  jamais,  pour  t  =  t0  par  exemple,  7  =  0,  c'est-à-dire 


ces  relations  subsistent  toujours.  Cela  résulte  du  théorème  auxi- 
liaire du  n°  1  du  précédent  Chapitre.  Ce  théorème  contient,  en 
effet,  comme  cas  particulier  la  proposition  suivante  : 

Soient  données  n  fonctions  x{,  .  .  . ,  xn  dans  un  intervalle 
limité  par  les  valeurs  t  =  7,  ^  =  T  (les  limites  appartenant  à 
l'intervalle).  Supposons  qu'elles  aient,  dans  cet  intervalle,  des 
dérivées  finies  satisfaisant  aux  équations 

-jj  =fi(t)        (*  =  ii  •••)  n). 
Supposons  qu'on  ait  de  plus 

n 

où  les  A  sont  des  constantes  positives.   Enfin,  supposons  que 

les  x prennent  la  valeur  o  pour  t  =  t.  Alors  ils  sont  nuls  pour 

toutes  les  valeurs  de  t  de  l'intervalle  considéré. 

Pour  prouver  que  cette  proposition  est  bien  un  cas  particulier 

du  théorème  mentionné,  posons,  en  employant  les  notations  du 

n°  1, 

^(0  =  0,       yi=o,       F,(0=  ?«(0  =  o, 

et  soit  d  >>  o  une  quantité  arbitraire.  Alors,  en  vertu  du  théorème 
en  question,  on  a,  pour  une  valeur  quelconque  de  t  de  l'intervalle 

donné, 

I  e«.(<-T)  _  , 
|  xi  |  <  d\ 


Mais  puisque  la  quantité  d  >  o  peut  être  prise  arbitrairement, 
tous  les  x  sont  bien  nuls. 

Au  lieu  de  nous  servir  du  théorème  du  n°  1,  non-  aurions  pu 
aussi  appliquer  la  relation  (9). 

Si  la  quantité  s  s'annule  pour  une  valeur  de  t.  tous  les  x 
sont  nuls  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  En  effet,  si  s  s'annule, 
a  s'annule   aussi,   car   si  jamais    on   avait   simultanément  s  =  o, 
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ds 


a  >  o,  on  aurait,  d'après  (8),  -r-  !>  o;  par  conséquent,  5  prendrait 

des  valeurs  positives  et  négatives,  ce  qui  est  contraire  à  ce  qui 
précède.  Par  conséquent,  de  s  =  o  résulte  n  =  o  pour  une  certaine 
valeur  de  t  et  par  conséquent  pour  toutes  les  valeurs  de  t. 


ds 


Il  reste  à  examiner  le  cas  où  s  ne  s'annule  pas.  Alors,  -p  est 
toujours  >>  o.  Nous  avons  donc,  d'après  le  théorème  de  Cauchy, 

ff(0»-ff(5Q« 

où  0  est  une  valeur  de  t  comprise  entre  t  et  3.  Il  en  résulte  ensuite, 
en  tenant  compte  de  (8)  et  de  (9), 


-7- a 

dt 

d 
^  dt     _ 

(10) 


cx*(0  —  *2(&) 


*(0  — *(5) 


<  T 


où  S  et  £  sont  deux  valeurs  quelconques  de  t  appartenant  à  l'in- 
tervalle considéré.  Convenons  cependant  de  prendre  <<.^ou/>  3 
selon  qu'on  se  place,  dans  le  cas  I  ou  le  cas  II.  Imaginons  mainte- 
nant que  3  croisse  indéfiniment  dans  le  cas  I,  ou  décroisse  indéfini- 
ment dans  le  cas  II,  t  gardant  une  valeur  fixe.  Alors  <r2(3)  et  s(3) 
tendent  vers  zéro.  Nous  aurons  donc 


(n) 


<!*(*) 


S{t) 


pour  toutes  les  valeurs  admises  de  t. 

La  relation  (8)  donne   maintenant  —  >  -  |.ç|.   Par  conséquent, 
dans  le  cas  I  (où  s  est  <  o),  on  a 

d\       (  7')- 

Ainsi,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  de  chaque  intervalle  particulier 
défini  parla  relation  *>fo(*o>~)>  a  lieu  l'inégalité  du  Lype 


log(—  seë')<& 


(il  =  const.) 


ou 
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De  même,  on  trouve  dans  le  cas  II,  pour  l'inlervalle  t^tt(tt  <t), 

[.v|<e  'ec  (Mt  =  const.).  En  tenant  maintenant  compte  de  (i  1), 
on  obtient  des  inégalités  analogues  pour  a--.  D'où  le  théorème 
suivant  : 

lr 

Dans  le  cas  I,  les  produits  xe2('  restent  compris  entre  des  ti- 
mites finies  pour  toutes  lesvaleurs  de  tde  V  intervalle  t^.t0(t0>~). 

_\r 

Dans  le  cas  II,  les  produits  xe  2<  restent  entre  des  limites 
finies  pour  toutes  les  valeurs  de  t  de  V  intervalle  t^t,  (t,<i~). 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  a-2  reste  entre  des  limites  finies 
dans  l'intervalle  x<Ct<Ct0  dans  le  cas  I,  ou  dans  l'intervalle  t,  <£<-: 
dans  le  cas  II.  On  peut  déduire  cela  facilement  du  théorème 
auxiliaire  du  n°  I  ou  bien  s'en  rendre  compte  de  la  façon  suivante  : 

D'après  la  relation  (9),  on  a 

I  d  . 

|  dt      ° 

S'il  existait  des  valeurs  aussi  grandes  qu'on  veut  de  a2  dans  les 
intervalles  ci-dessus,   il   devrait  y  avoir  aussi    des   valeurs   aussi 

grandes  qu'on  veut  de    -r-logo-2  ,   ce  qui  est  contraire  à   ce   qui 

précède.  D'où  le  théorème  suivant  : 

1   r 

Dans  le  cas  I,  les  produits  xe2  '    et  dans  le  cas  II,  les  pro- 

duits  xe  -'  restent  entre  des  limites  finies  pour  toutes  les 
valeurs  admises  de  t. 

12.  Application  au  système  considéré.  Introduction  d'une 
solution  d'un  type  particulier.  Enoncé  d'un  théorème  fonda- 
mental. —  Supposons  maintenant  données  deux  solutions  des 
équations  (1)  (voir  le  commencement  du  présent  Chapitre),  ces 
deux  solutions  restant  dans  le  domaine  — y  <  ^1  <  +  y  pour 
t~>  tQ  (ou  t  <  t0.  ou  pour  toutes  les  valeurs  de  t).  En  désignant 
ers  solutions  par  x  et  x  -+-  z  nous  aurons  des  équations  du  type 
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où  les  expressions  L  (z)  sont  les  mêmes  formes  linéaires  et  homo- 
gènes en  z  que  celles  en  x  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (  i  ). 

En  assignant  aux  quantités   —   un  degré  convenable  de  petitesse 

dépendant  des  quantités  a,  les  hypothèses  du  paragraphe  précédent 
seront  remplies  relativement  à  z  et,  comme  dans  ce  cas  £/0  ==  o,  on 
peut  uliliser  les  derniers  résultats  du  précédent  paragraphe. 

Pour  abréger,  désignons  par  I  le  cas  où  l'intervalle  de  t  est 
défini  par  t  >>  t0,  par  II  celui  où  t  <^  t0  et  par  III  celui  où  t  est 
arbitraire. 

D'après  les  résultats  obtenus  dans  le  précédent  paragraphe,  on 
voit  que  toutes  les  quantités  z  sont  nulles  dans  le  cas  III  tandis 
que  lims  =  o  dans  le  cas  I  et  Km  s  =  o  dans  le  cas  II.  Par  con- 

/    =    00  t   =  —    X 

séquent  dans  le  cas  I  les  deux  solutions  tendent  asymptotique- 
nient  l'une  vers  l'autre  quand  t  croit  indéfiniment  ;  dans  le 
cas  II  la  même  circonstance  se  présente  quand  t  décroit  indéfi- 
niment et  dans  le  cas  III  les  deux  solutions  coïncident. 

Soient  maintenant  tt,,  . . . ,  tc*,  p, ,  . . . ,  p/les  quantités  formées  à 
l'aide  des  z  de  la  même  façon  que  les  quantités/?, ,  . . . ,  /?*,  qt1. .  .yqi 
sont  formés  à  l'aide  des  x.  Posons,  déplus, 

\>.—  1  V  =  1 

k  l 

ou  s  =    2,  d\L~l.i  s  =  ^,/vPv  si  l'un  des  groupes  p  outt  n'existe 

[JL  =  1  V  =   1 

pas.  Nous  aurons  alors,  d'après  le  paragraphe  précédent,  s^o  dans 
le  cas  I  ets^o  dans  le  cas  II. 

Par  conséquent,  si  jamais,  dans  le  cas  I,  p,  =.. .  .=  o;=  o  ou  si 
le  groupe  p  n'existe  pas,  on  a,  si  le  groupe  tz  existe, 


*=  ^  dv-*v-<° 


(i=  1 
d'où 

TTi  =...=:  TZ/i ■  =  O; 

s  s'annule  donc  au  moins  une  fois,  par  conséquent  tous  les  z  sont 
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nuls  pour  toutes  les  valeurs  admises  de  t  et  les  deux  solutions 
coïncident.  Ainsi,  les  deux  solutions  coïncident  si  pour  une 
valeur  quelconque  de  t  elles  fournissent  les  mêmes  valeurs 
des  q  ou  si  le  groupe  q  n'existe  pas,  car  les  quantités  p  ne  sont 
autres  choses  que  les  différences  des  quantités  q  correspondant  aux 
deux  solutions. 

De  même  si  jamais,  dans  le  cas  II,  t:,  =  .  .  .=  rcyt  =  o  ou  si  le 
groupe  7i  n'existe  pas,  on  a,  si  le  groupe  p  existe, 

V  =  1 

d'où 

pi  =  p* -  •  •=  p/=  o, 

et  puisque  s  s'annule  ainsi  au  moins  une  fois,  tous  les  z  dispa- 
raissent pour  toutes  les  valeurs  admises  de  t  et  les  deux  solutions 
coïncident. 

Donc,  les  deux  solutions  coïncident  si  pour  une  valeur  quel- 
conque de  t  les  valeurs  des  p  coïncident  ou  si  le  groupe  p 
n'existe  pas. 

Avant  d'énoncer  les  résultats  les  plus  importants  obtenus 
jusqu'ici  pour  les  équations  (i)  du  n"  8,  complétons-les  par  un 
théorème  relatif  au  cas  où  les  hypothèses  faites  au  n°  8  subsistent 
ponr  toutes  les  valeurs  réelles  de  t. 

Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  introduit  le  domaine 

(O  ('«)     ^  ct{,.p'ù.  '-'.  0->.2  (l/,)    ^/v?v"  —  OY* 

[L  -   1  V  =  1 

(dans  le  cas  où  l'un  des  groupes  p  ou  q  n'existe  pas  il  ne  faut 
garder  qu'une  des  inégalités). 

Après  un  choix  convenable  du  degré  de  petitesse  donl  nous 
avons  parlé  en  formulant  les  hypothèses,  nous  avons  trouvé 
(jii  étant  donnée  une  valeur  arbitraire  T0  de  t  il  existe,  en  tout 
cas,  une  solution  au  moins  restant  dans  le  domaine  (  i  )  pour  /     I  '„. 

Soit  maintenant  -  une  valeur  déterminée  arbitrairement  choisie 
de  /.  Choisissons  ensuite  pour  T.,  des  valeurs  T,,'  .  T(;  ,  T(1:i  .  ..., 
successivement,  ces  dernières  (supposées  <  t)  formant  une  suite 
de  quantités  décroissant  indéfiniment,  et  à  chaque  valeurT'j41  fai 
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sons  correspondre  une  solution  qui  reste  flans  le  domaine  (1)  pour 
t>T\y-].  Désignons  par  [y\.  le  système  de  valeurs  que  prennent 
les  éléments  y  de  la  |xième  solution  pour  t<^~.  Puisque  les  \y\. 
restent  tous  dans  le  domaine  (  i  )  ils  ont  évidemment  au  moins  un 
point  d'accumulation  dans  ce  domaine.  Soit  [Y]  un  tel  point. 

Envisageons  maintenant  la  solution  dont  les  éléments  prennent 
les  valeurs  [Y]  pour  t  =  ~:.  Cette  solution  reste  toujours  dans  le 
domaine  (  i  ). 

Pour  le  prouver,  supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  pour  toutes 
les  valeurs  de  t  >  7.  On  peut  alors  trouver  une  valeur  9de*(9;>"7) 
telle  que  la  solution  existe  dans  l'intervalle  t,  9  et  pour  t  =  9  ne 
soit  pas  dans  le  domaine  (i).  Or,  parmi  les  solutions  correspon- 
dant à  T(n"  etc.  il  en  est  qui,  pour  t  =  t,  sont  aussi  voisines  qu'on 
veut  de  [Y]. 

Par  conséquent,  parmi  ces  solutions  on  pourrait  en  trouver  qui 
pour  t  =  9  soient  aussi  en  dehors  du  domaine  (  i  )  ce  qui  est  con- 
traire aux  hypothèses. 

Supposons  ensuite  que  la  solution  qui  nous  intéresse  ne  reste 
pas  dans  le  domaine  (i)  pour  toutes  les  valeurs  de  t  <C  ~.  On 
pourrait  alors  déterminer  un  intervalle  9,,  t  (9,  <  t)  tel  que  notre 
solution  soit  déterminée  dans  cet  intervalle  et  soit  pour  £=9(  en 
dehors  du  domaine  (i).  Mais  alors,  parmi  les  solutions  corres- 
pondant à  T0°,  etc.  il  y  en  aurait  qui,  pour  <  =  t,  seraient  aussi 
voisines  qu'on  voudrait  de  [Y]  et  en  même  temps  correspondraient 
à  des  valeurs  T^"0  différant  d'autant  qu'on  voudra  de  t,  par  exemple 
différant  de  t  plus  que  9,.  Parmi  ces  solutions  il  y  en  aurait  donc 
qui,  pour  £  =  9,,  seraient  en  dehors  du  domaine  (i),  ce  qui  est 
contraire  aux  hypothèses. 

Nous  avons  donc  prouvé  V existence  d'au  moins  une  solution 
restant  toujours  dans  le  domaine  (i).  Le  fait  qu'il  ne  peut 
exister  qu'une  solution  de  cette  nature  (si  l'on  choisit  convena- 
blement le  degré  de  petitesse  dont  nous  avons  parlé  en  introduisant 
les  hypothèses)  a   été  établi  au  début  du  présent  paragraphe. 

Nous  avons  donc  démontré  le  théorème  suivant  : 

Soient  données  n  équations  différentielles 

—  =  anxi-h. .  .-+•  «,„■'■„  -+■  Xi        (i  =  i,  a,  ...,  n) 
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où  les  a  sont  des  constantes  telles  que  l'équation 

atl—u 


D 


«12 

a22 —  u 


Clnl 


n'ait  pas  de  racines  dont  la  partie  réelle  soit  nulle;  les  £;  sont 
données  comme  fonctions  des  x  et  de  t  pour  toutes  les  valeurs 
des  x  appartenant  au  domaine  «;<#,<  bi  et  pour  toutes  les 
valeurs  de  t  ou  pour  celles  qui  satisfont  à  l'une  des  inéga- 
lités £  >  t   ou    û<Cx.   De  plus   les  fonctions  %  sont  supposées 

admettre  des  dérivées  -1-  qui  sont,  ainsi  que  les  £,  des  fonctions 

continues  des  x  et  de  t  dans  le  domaine  qui  vient  d'être  indiqué. 
Enfin,  on  suppose  qu'il  existe  un  domaine  —y<x<.+"f(f>o) 
[dont  les  limites  se  trouvent  à  l'intérieur  du  précédent)  où  les 


quantités  -  pour    x, 


./■„=<)    et    les    quantités 


,,, 


sont 


inférieures  à  certains  nombres  (  '  )  A,  >  o  ou  A2  >  o  qui  peuvent 
être  déterminés  quand  le  tableau  des  quantités  a  est  donné. 

Introduisons  maintenant  certaines  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  quantités  x  que  nous  désignons  par  y,  dont  les  coeffi- 
cients ne  dépendent  que  du  tableau  des  quantités  a  et  ont  un 
déterminant  non  nul.  Séparons  ces  quantités  y  en  deux  groupes  p 
et  q,  le  premier  correspondant  aux  racines  de  l'équation  1)  =  o 
à  partie  réelle  positive  et  le  second  à  celles  des  racines  dont  la 
partie  réelle  est  négative,  le  nombre  de  quantités  y  appartenant 
à  chaque  groupe  étant  <-t;al  au  nombre  de  racines  correspondantes 
(une  racine  multiple  d'ordre  ///  comptant  pour  ///'racines).  Il  peut 
se  faire  que  l'un  des  groupes  n'existe  pas. 

Introduisons  ensuite  le  domaine  défini  par  les  inégalités  sui- 
vantes : 

k  i 

(G)  (G«)  2lfe/>jL5*r,i      {C"']  ^^'A   -?l">'1- 

».  i  « = i 


(')  Nous  ne  nous  so i^  pas  préoi    up  s  de  la  détermination   la  plus  avanta- 
geuse de  ces  nombres. 
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où  les  quantités  o  >>  o,  d ^  >■  o ,  f -<  o  sont  des  constantes  qu'on 
peut  déterminer  quand  le  tableau  des  quantités  a  est  donné.  Si 
l'un  des  groupes^  ou  q  n'existe  pas,  il  ne  faut  garder  qu'une  des 
inégalités  précédentes  (G4)  ou  (G«).  Gela  posé  on  a  les  théorèmes 
suivants  : 

i°  Supposons  que  les  valeurs  admises  de  t  soient  définies  par 
l'inégalité  t  >  t. 

A  chaque  système  de  valeurs  [q]  des  quantités  q  appartenant 
au  domaine  (G$)  et  à  chacune  des  valeurs  admises  T0  de  t, 
correspond  un  système  et  un  seul  de  valeurs  [/?]  des  quan- 
tités p  appartenant  au  domaine  (Ga)  tel  que  la  solution  déter- 
minée par  le  système  initial  [p],  [q]  pour  t  =  T0  reste  pour- 
toutes  les  valeurs  t  >>  Tn  dans  le  domaine  (G). 

Si  l'équation  D  =  o  n'admet  pas  de  racines  à  partie  réelle 
positive,  c'est-à-dire  si  les  quantités  p  n'existent  pas,  toute 
solution  qui  pour  une  valeur  de  t  est  dans  le  domaine  (G)  reste 
dans  ce  domaine  pour  toutes  les  valeurs  supérieures  de  t. 

Si  l'équation  D  =  o  n'admet  pas  de  racines  à  partie  réelle 
négative,  c'est-à-dire  si  les  quantités  q  n'existent  pas,  il  y  a  une 
solution  et  une  seule  restant  dans  le  domaine  (G). 

Enfin,  deux  solutions  quelconques  lestant  dans  le  do- 
maine (G)  tendent  asymptotiquement  l'une  vers  l'autre  quand 
t  =  00. 

20  Dans  le  cas  où  les  valeurs  admises  de  t  sont  définies  par 
l'inégalité  <<'""  a  des  théorèmes  analogues  qu'on  énoncera  en 
intervertissant,  dans  les  énoncés  précédents,  les  rôles  de  p  et  q  et 
en  remplaçant  t  =  00  par  t  =  —  00,  l  >>  T0  par  £<<T0,  valeurs 
supérieures  de  t  par  valeurs  inférieures  de  t. 

3"  t  est  arbitraire.  Dans  ce  cas,  les  théorèmes  i°  et  2"  subsistent 
simultanément.  De  plus,  on  a  le  théorème  suivant  : 

Il  existe  une  solution  et  une  seule  restant  dans  le,  do- 
maine (G)  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  Toute  autre  solution 
restant  finalement  dans  le  domaine  G  pour  t  =  ±  cas' approche 
asymptotiquement  de  la  solution  précédente. 

13.   Introduction  des  fonctions  [/?]  et  [q];  leurs  propriétés. 


—  Dans  le  présent  paragraphe  nous  supposerons  que  les  groupes 
p  et  q  existent  tous  les  deux.  Nous  désignerons  par  I  le  cas  où  les 
hypothèses  du  n"  8  se  rapportent  ou  bien  à  des  valeurs  arbitraires 
de  t  ou  bien  à  celles  répondant  à  la  restriction  f>~\  le  cas  où 
ces  hypothèses  se  rapportent  aux  valeurs  de  /<-  ou  arbitraires 
sera  désigné  pour  II.  Enfin  supposons  que  le  degré  de  petitesse 
dont  il  a  été  question  dans  l'introduction  des  hypothèses  soit 
choisi  de  façon  que  le  théorème  énoncé  à  la  (indu  précédent  para- 
graphe soit  vrai;  en  particulier,  supposons  réalisées  les  hypo- 
thèses faites,  au  début  du  précédent  paragraphe,  au  sujet  de  ce 
degré  de  petitesse. 

Nous  savons  que,  dans  le  cas  I,  à  toute  valeur  admise  /„  de  /  et 
à  tout  système  de  valeurs  Q  des  quantités  q  appartenant  au  do- 
maine G*  (voirie  précédent  numéro)  correspond  un  système  déter- 
miné de  valeurs  P  des  quantités  p  appartenant  au  domaine  (Ga) 
et  tel  que  P  et  Q  étant  prises  comme  valeurs  initiales  pour  t  =  t0 
la  solution  correspondante  reste  dans  le  domaine  G  pour  toutes  les 
valeurs  de  t^,t0.  Le  système  P  doit  cependant  appartenir  au  do- 
maine 

k 

[X=l 


car  si,  pour  /  =  t0, 


k 


était  égal  à  o)>-  il  s'ensuivrail 


'8 


ce  qui  est  impossible  pour  la  solution  restant  dans  le  domaine  G 
pour  t"zt0.  Nous  avons,  d'ailleurs,  déjà  signalé  celte  circonstance. 
Soient  [/;,  ],...,  [/>*]  les  coordonnées  du  point  [P].  ^u  point  de  \  ue 
où  nous  nous  plaçons,  ces  quantités  sont  des  fonctions  uniformes 

des  quantités  q ,  qt  et  du  paramètre  t  (ce  dernier  désignant  la 

valeur  de  t,  pour  Laquelle  aous  associons  le  système  de  valeurs  p 
au  système  de  valeurs  q). 

De  même,  dans  le  cas  II,  à  un  système  de  valeurs  P(  des  quan- 


tités/?  appartenant  au  domaine  Ga  et  à  une  valeur  admise  t{  de  t 
correspond  un  système  déterminé  de  valeurs  Q,  des  quantités  q 
appartenant  au  domaine 


2> 


q\> 


et  tel  que  les  systèmes  P,,  Qt  pris  comme  valeurs  initiales  pour 
t  =  tK  fournissent  une  solution  qui  reste  dans  le  domaine  G  pour 
toutes  les  valeurs  de  t^tK.  Les  coordonnées  [</)],  . -.,  [qt]  du 
point  Q,  peuvent  être  considérées  comme  fonctions  de/?,,  . . .  ,  pn 
et  du  paramètre  t. 

Je  dis  que  pour  une  valeur  de  t  arbitrairement  choisie,  les 
[p]  sont  fonctions  continues  des  quantités  q  dans  le  domaine  Gj 
et  les  \_q)  sont  fonctions  continues  des  quantités  p  dans  le  do- 
maine Ga. 

Avant  de  démontrer  cette  proposition  précisons  les  expressions 
suivantes  dont  nous  ferons  usage  pour  la  suite  :  solution  corres- 
pondant à  </,,  . . .,  qi  et  t0  ou  solution  correspondant  à/?(,  . .  .  ,/>* 
et  T0.  La  première  s'emploie  dans  le  cas  I  et  désigne  la  solution 
dont  les  éléments  prennent  pour  t  =  t0  les  valeurs  q<,  ...,  qt 
[/?,],  ...,  [p/c]  où  les  [p]  sont  les  valeurs  des  /?  correspondant  à 
t0,  </,,  ...,  qt-  La  seconde  expression  s'emploie  dans  le  cas  II  et 
désigne  la  solution  dont  les  éléments  prennent  pour  t  =  T0  les 
valeurs/?,,  ...,  /?*,  [<7i],  •••>  [qt]  où  les  [q]  sont  des  valeurs 
des  q  correspondant  à  T0,  />(,  . . .,  /?*. 

Soient  maintenant  \q\i,  \q\-2  deux  systèmes  arbitraires  de  valeurs 
des  q  appartenant  au  domaine  G^,  \p\i,  !/>ja  deux  systèmes 
quelconques  de  valeurs  des  p  appartenant  au  domaine  Gfl,  t0 
ou  T0  une  des  valeurs  admises  de  /  dans  les  cas  I  ou  II  respective- 
ment. Envisageons  les  solutions  correspondant  à  \q\i  t0  et  \q[^/,\ 
ou  ïplf  T0  et  \p  j2T0.  Les  deux  premières  restent  dans  le  domaine  G 
pour  t^t0  et  par  conséquent  aussi  dans  le  domaine  —  y  <  x  <  y 
pour  les  valeurs  de  t  d'un  certain  intervalle  (>^((|<'o)'  Les 
deux  autres  solutions  restent  dans  le  domaine  G  pour  les  valeurs 
de  £<T„  et  par  conséquent  dans  le  domaine  — y  <  x  <<  y  pour 
les  valeurs  de  t  d'un  certain  intervalle  ^«c^T^T,  >-T0).  Nous 
pouvons  donc  appliquer  à  ces  solutions  les  résultats  obtenus  au 
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début  du  précédent  paragraphe  et  ceux  de  la  fin  du  n°  11.  Dési- 
gnons par-,  p  les  différences  des  quantités/?,  q  pour  les  mêmes 
valeurs  de  t.  Nous  employons  aussi  la  notation 


De  plus,  posons 


[l  =  1  V  —  1 


et  soient  icj,  . . .,  -",  p",  . . .,  p°  les  valeurs  des  t  et  p  pour  t  =  t0 
(out=  T„). 

Si  les  solutions  de  chaque  couple  considéré  sont  différentes,  on 

ii  t  dt  ^  s2    _  /*o  r        •    i 

a,  dans  le  cas  1,  pour  t  >>  /, ,  5  •<  o,  -y;  >>  o,    —   ^  —  [vo«/-les  équa- 
tions (  1 1  )  du  n"  I  1]  et,  dans  le  cas  11,  pour  t  <  T, 


ds 
.<>o)57>o, 


r0 


En   désignant  maintenant  par    i0   la    valeur  de  s  pour  /  =  t0 
(ou  <  =  T0),  on  a  dans  le  cas  I  : 


(O 

et  dans  le  cas  II, 

(a) 


l'oi^m^W' 


M^dV(xS)*, 


n=i 


comme  cela  résulte  immédiatement  des  inégalités  50<o  (dans  le 
cas  I)  ou  s0  >  o  (dans  le  cas  11).  |F|  et  D  désignent  dans  ces  rela- 
tions les  plus  grandes  valeurs  parmi  les  |/|  et  les  d  respective- 
ment. Comme  pour  t>  t0  (ou  t  <T0),  on  a 


on  a  aussi,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  /, 


<**    _  r0 


\s0\<  r 
et,    par    conséquent,    d'après    (i)    et   (a),    on   a   dans   le   cas   I, 
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pour  t^  tQ, 

i 

(3)  ^7|F|2>?)2, 


V  =  1 


et  dans  le  cas  II,  pour  £<T0, 

A 

(4)  -^DjW, 

ces  relations  étant  encore  vraies  dans  le  cas  où  les  solutions  d'un 
couple  coïncident.  Les  relations  (3)  et  (4),  écrites  pour  t  =  t0 
t  =  T0,  prouvent  la  continuité  des  fonctions  [p]  ou  [çr],  pour 
t  =  t0  ou  t  =  T0. 

Nous  aurions  pu  démontrer  plus  simplement  la  continuité,  mais 
les  relations  (3)  et  (4)  expriment  un  résultat  plus  général  qui  nous 

sera  utile  par  la  suite.  Remarquons  encore  que  les  quantités  —  |F] 
et  —  D   sont   des  nombres  positifs  ne  dépendant  que  du  tableau 

des  quantités  a. 

Précisons  maintenant,  avant  de  continuer,  quelques  notations 
dont  nous  nous  servirons,  pour  abréger,  dans  la  suite. 

Soit  donné  un  système  d'équations  différentielles 

(5)  -j~  =Vi(ut,  ...,  unt)         (i  =  i,  2,  ...,  n), 

et  choisissons  une  solution  de  ces  équations.  Nous  dirons  alors  que 
les  équations  différentielles 

n 


(6)  lï-ZdT**      (—..■•.»>. 


où,  dans  -—■ ,  on  remplace  «(,  . . .,  u„  par  les  éléments  de  la  solu- 
tion en  question,  sont  les  équations  aux  variations  relatives  à 
celte  solution.  Ensuite  nous  dirons  que  les  équations 

(7)  -jf  =U*(«|-4-«»i,  ...,  iin-+-  «*«,  0—  U,(«i,  •••!  "«>  0 

où  l'on  remplace  toujours  dans  les  seconds  membres  u{,  ..  .,  Uni 
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parles  éléments  de  la  solution  des  équations  (5),  sont  les  équations 
aux  différences  correspondant  à  celte  sol  ni  ion. 

Bien  entendu,  ces  transformations  formelles  doivent  avoir  un 
sens  déterminé  dans  chaque  cas  particulier.  Reprenons  mainte- 
nant les  équations  différentielles  en  j>.  q  (voir  n°  10),  à  savoir 


(8) 
(9) 


M/O+n. 


$  =  M,)^ 


(fA  =   I,    2,    ...,  *), 
(v=   I,  2,    ...,   /). 


Des  remarques  faites  dans  le  n°  10,  au  sujet  de  la  formation  des 

expression   17,    k,   il  résulte  que,  par  hypothèse,   nous  avons  le 

■      -,    i,       •  .-.  ,      an        à\\        dK        dK  ,        ,    . 

droit  d  assigner  aux  quantités    —  »       -  ,    —  ,    ■  -   ,  un  degré  dt 


ou 

o\\ 

dK 

dK 

dp 

1 

àq 

y 

àp 

* 

*ï 

petitesse  arbitrairement  choisi,  mais  ne  dépendant  que  du  tableau 
des  quantités  a.  Il  est  sous-entendu  que  les  quantités 


dp 


etc. 


sont  formées  pour  une  valeur  admise  de  /  et  pour  un  système  de 
valeurs  p,  q  appartenant  au  domaine  imposé  indirectement  aux 
quantités  />,  q  par  les  relations  — y<#<y.  Désignons  ce 
domaine  par  Y  pour  abréger. 

Choisissons  maintenant,  dans  le  cas  1,  une  valeur  arbitraire  t0, 
parmi  les  valeurs  admises  de  t  et  un  système  arbitraire  ;  q  \  des 
quantités  q  appartenant  au  domaine 


(10) 


2/ 


2      ^  ■>     o 

v  <7v  <  —  oy2 


De  même  soit,  dans  le  cas  II,  T0  une  quelconque  des  valeurs 
admises  de  t  et  \p\  un  système  quelconque  appartenant  au 
domaine 

k 

00  ^^./^<r>;2- 


Considérons  maintenant  les  solutions  correspondant  à  /„.  \qï 
(ou  T0,  \p[).  Elles  s'étendent  à  l'intervalle  t^l0  ou  /  T0,  mais 
on  peut  aussi  les  prolonger  dans  l'intervalle  /,  <  /  <  /„  ou 
T,  >  T  >  T„  de  telle  façon  qu'elles  restent  dans  le  domaine  Y 
pourvu  que  lt  et  T,  soient  choisies  convenablement. 
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Formons  les  équations  aux  variations  relatives  à  ces  solutions. 
Nous  aurons  les  équations  différentielles  linéaires  suivantes  : 


<m„  ^,  <ffltt 


(...)  ■f^Mp)+2^.n+25^^ 


A  =  1  <T  =  1 


(-3)  ^-Mo+Sçr^ls^' 

).  =  1  (7  =  1 

0  =  I,  2,    ...,  k\  V  =   I,   2,    ...,   /j, 

où  les   coefficients  de  p,   >.]   sous  les  signes   \    dans  les  seconds 

membres  sont  des  fonctions  continues  de  t  données  pour  t  >  £, 
ou  £<<T,.  D'après  ce  qui  précède,  nous  avons  le  droit  d'assigner 
aux  valeurs  absolues  de  ces  coefficients  un  degré  de  petitesse 
arbitrairement  choisi  ne  dépendant  que  du  tableau  des  quantités  a. 
Les  p,  c]  sont  les  nouvelles  variables  dépendantes. 

Etant  donnés  une  valeur  de  L  arbitrairement  choisie  dans  l'in- 
tervalle t  ;>  t {  ou  l  <<  T,  et  un  système  arbitraire  de  valeurs  des  p,  c|, 
il  existe  une  solution  des  équations  (12),  (i3)  d'un  caractère  déter- 
miné, dont  les  éléments  prennent  ces  valeurs  p,  <|  pour  la  valeur 
choisie  de  t  et  qui  s'étend  à  l'intervalle  t^>tt  ou  t  <  T< .  (Si 
cette  remarque  n'est  peut-être  pas  connue  dans  la  théorie  géné- 
rale des  équations  différentielles,  on  s'assurera  facilement  de  son 
exactitude  à  l'aide  des  considérations  du  premier  Chapitre.) 

Des  équations  (12),  (i3)  il  résulte  qu'on  a 


L[A=1  V  = 


04)  tA  y«to£+y/vi 


1v 


=  Qi-+-Q*, 


où  Q,  et  Q2  sont  des  formes  quadratiques  par  rapport  aux  quan- 
tités p,  c|  dont  la  première  s'obtient  à  l'aide  de  L[Jl(p),  Iv ( ^ )  et  la 
seconde  à  l'aide  des  autres  termes.  La  forme  Q,  a  des  coefficients 
ne  dépendant  que  du  tableau  des  quantités  a  et  est  une  forme 
définie  positive  [voir  les  discussions  correspondantes,  n°  10). 
Quant  aux  coefficients  de  la  forme  Q2,  nous  pouvons  assigner  à 
leurs  valeurs  absolues  un  certain  degré  de  petitesse  ne  dépendant 
que  du  tableau  des  quantités  a  mais  d'ailleurs  arbitraire.  En  nous 


servant  convenablement  de  cette  possibilité,  nous  aurons 

\(X=1  V  =  1  /  \  (JL=  1  V  =  1        / 

où  l'on  peut  considérer  la  quantité  R  >  o  comme  ne  dépendant 
que  du  lableau  des  quantités  a.  En  posant  maintenant 

jj.— 1  V  =  l 

et  en  tenant  compte  de  la  relation 


(16)  |S|fc      2p^+2^     ' 


\\L=l  v  =  l 

où  c  >  o  est  la  plus  grande  parmi  les  quantités  d  et  |/|,  nous 
déduirons  de  (i  5), 

(Nous  avons  déjà  rencontré  des  considérations  analogues  dans  ce 
qui  précède.) 

De  la  relation  (i-)  il  résulte  que  deux  solutions  des  équa- 
tions (12),  (i3)  restant  entre  des  limites  Ji nies  pour  t^;t0  dans 
le  cas  I,  ou  pour  t^T0  dans  le  cas  II,  et  ayant  pour  t  =  t0 
(ou  /  =  T0)  mêmes  valeurs  des  c\  (ou  des  p)  coïncident. 

En  effet,  si  nous  formons  les  différences  des  coordonnées  de  ces 
deux  solutions,  nous  obtenons  encore  une  solution  des  équa- 
tions (12),  (i  3).  Cette  nouvelle  solution  reste,  pour  t^  t0  (ou  /<T0), 
entre  des  limites  finies  et  l'on  a  dans  le  cas  I  pour  t  =  t0, 
<|i  =...  =  <]/=  o  et  dans  le  cas  11  pour  t  =  T0,  p,  =  .  .  .  =  pA  =  o. 
Si  donc  nos  deux  solutions  ne  coïncidaient  pas,  la  quantité  S  rela- 
tive à  la  nouvelle  solution  serait  positive  pour  t  =  t0  dans  le  cas  I 
ou  négative  pour  /  =  T0  dans  le  cas  II,  et,  par  conséquent,  d'après 
la  relation  (17),  S  croîtrait  indéfiniment  avec  t  dans  Le  cas  I  et 
dans  le  cas  II,  S  décroîtrait  indéfiniment  avec  t,  ce  qui  est  en  con- 
tradiction avec  ce  fait  que  les  coordonnées  de  la  nouvelle  solution 
restent  entre  des  limites  finies  pour  tx,t0  (ou  <<T0).  Notre 
remarque  est  ainsi  démontrée. 
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Considérons  maintenant  en  plus  du  point  j  q  \  ou  |  />  j un  second 
point  du  domaine  (10)  ou  du  domaine  (i  i)  que  nous  désignerons 
par  (q)  ou  (/>).  Supposons,  en  outre,  que  les  coordonnées  des 
points  |  q  J  et  (q)  [ou  celles  de  \p\  et  (/?)]  coïncident  à  l'excep- 
tion de  l'une  d'entre  elles,  celle  par  exemple  correspondant  à 
l'indice  g  (ou  h). 

Soient  ensuite  tt,  ,  ...,  71*,  p,,  ...,  p^  les  différences  qu'on 
obtient  en  retranchant  des  coordonnées  de  la  solution  correspon- 
dant à  j  q  j,  t0  ou  \p  j,  T0  les  coordonnées  de  la  solution  corres- 
pondant à  (q),  t0  ou  (p),  T0  pour  la  même  valeur  de  t.  Par  hypo- 
thèse, tous  les  p  à  l'exception  de  o„  sont  nuls  pour  l  =.  t0  dans  le 
cas  T,  tous  les  tc  à  l'exception  de  tc^  sont  nuls  de  même,  pour  t  =  T0 
dans  le  cas  II.  Soient  p0  et  7t0  les  valeurs  respectives  de  p^  pour 
t=  t0  et  de  -Kh  pour  t  =  T0,  p0  et  tz0  étant,  par  hypothèse,  diffé- 
rents de  zéro. 

Des  relations  (3),  (4)  il  résulte  que,  dans  le  cas  I,  les  quan- 
tités —  y  —  restent,   pour  toutes  les  valeurs  de   t^t0,  entre  des 

po       Po  '    r  >      ' 

limites  finies  ne  dépendant  que  du  tableau  des  quantités  a;  de 

même,  dans  le  cas  II,  les  quantités  —  >  —  restent,  pour  toutes  les 

valeurs  de  £<T0,  entre  des  limites  finies  ne  dépendant  que  du 
tableau  des  quantités  a.  De  plus,  pour  £>£0  ou  £<T0  les  quan- 
tités 7i,  p  satisfont  aux  équations 

(l8)  —  =  LiL(Tc)-i-nv.(p  +  'K,  ?-t-p,  t)  —  U^ip,  q,  t)  ({i=î,  a,  ...,*), 
09)  -Jf  =  Iv(p)  +  Kv(/>-f-ic,  q  +  ?,  t)—  Kv(/>,  q,  t)         (v  =i,  a,  ...,  I), 

c'est-à-dire  aux  équations  aux  différences  correspondant  à  la  solu- 
tion que  nous  considérons. 

Ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  se  rapporte  à  des  valeurs  arbi- 
traires de  po<o  et  tî0<°)  pourvu  que  |p0|  et  |tt0|  soient  suffisam- 
ment petits.  Donnons  à  p0  et  it0  une  suite  de  valeurs  suffisamment 
petites  numériquement  et  tendant  vers  zéro.  Soient  p1^5,  p(02),  . .  . 
et  tz'q{\  Ttg2),  .  .  .  ces  deux  suites  que  nous  désignerons  par  A  et  B 

respectivement.  Formons,  dans  le  cas  I,  les  valeurs  de  —  >  —  pour 

r  po     po  r 
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les  valeurs  o0  de  la  suite  A  et  pour  t  =  t0.  Les  quotients  &  sont 

1  l  po 

tous  nuls  à  l'exception  de  &  qui  est  =  i  et  les  quotients  —  restent 

entre  des  limites  finies  ne  dépendant  que  du  tableau  des  quan- 
tités «,  comme  nous  l'avons  montré  plus  haut.  Par  conséquent, 

les  systèmes  —  »  •••>—>  —  >  •••>  —  formés  pour  £=  t0  et  les  diffé- 

J  po  Po      Po  po 

rentes  valeurs  de  p0  ont  au  moins  un  point  d'accumulation. 
Soient  P4l  .  .  .,  P*,  R|}  .  ..,  R/  les  coordonnées  d'un  tel  point. 
Tous  les  R  sont  nuls  à  l'exception  de  R-  =  i .  De  même,  dans  le 

cas  II,  en  formant  les  quotients  —,  £-  pour  les  valeurs  -0  de  la 

"^0         'w0 

suite  a  et  1=  1 0,  on  verra  que  les  systèmes  — ,  ■  ••  >  — >  — >  •  •  •  >  — 

ont  au  moins  un  point  d'accumulation.  Soient  P', ,  . . .,  P^,R'(,  . . .,  R^ 
les  coordonnées  d'un  tel  point.  Tous  les  P'  sont  nuls  à  l'exception 

dePi=i. 

Considérons  maintenant  la  solution  (■/))  des  équations  aux  varia- 
tions (i  2),  (i3)  pour  laquelle  on  a  pour  t  =  /0) 

(casl)  pt=  P,,         ...,         p*=P*,         qi=Ri,         ••■,         q/=Ri 

ou  pour  t  =  T0, 

(cas  II)  P,=  Pi,        ...,        p*=PJfc,        1i=R'„        •■•.        v=R/- 

Nous  allons  prouver  que  les  coordonnées  p(,  ...,  p*,  q(,  ...,.]/  de 
la  solution  (t|)  ne  se  trouvent  jamais  pour  t>t0  (ou  £<T0)  en  dehors 

des  limites  qui  existent,  d'après  ce  qui  précède,  pour  —,  — 
ou  —  *  —  • 

TÏO         ~0 

ni  j;    1        j  1  r.j.     ^nP     '"V     ^Kv 

Pour  cela  remarquons  d  abord  que  les  quantités  -~t  —-£>  -t— j 

1  T-  ^  d/>         ry<7        ('/' 

— -  sont,  dans  le  domaine  Y  et  dans  chaque  intervalle  particu- 
lier t'<  t  <  t"  (où  t'  et  t"  sont  des  valeurs  admises  de  /),  des  fonctions 
uniformément  continues  de  /,  />,  g.  comme  cela  résulte  immédiate- 
ment des  hypothèses.  De  plus,  remarquons  aussi  que  nous  pouvons 
rendre  les  quantités  k„  pv  numériquement  aussi  petites  que  nous 
voudrons  pour  h  m  les  les  \  a  leurs  tyt0  ou  £<T0  pourvu  que  |  p0|  et  |ït0| 
soient  suffisamment  petits. 
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Divisons  maintenant  les  deux  membres  des  équations  (i 8),  par  o0 
dans  le  cas  I,  et  par  7t0  dans  le  cas  II. 

Dans  le  cas  I,  nous  aurons  alors,  aux  seconds  membres  des 
termes  du  type 

^-LIIiJ-(/;  +  7T.  <7  +  P>  0  —  %(/>>?.  0], 

po 

—  [Kv(/>  -+-  ic,  q  ■+-  p,  0  —  Kv(/>,  </,  0], 

po 

et  dans  le  cas  II,  des  termes  différant  des  précédents  par  le  fac- 
teur —  à  la  place  de  —  • 

-o  l  Po 

Ces  termes  peuvent  s'écrire,  dans  le  cas  1,  de  la  façon  suivante 


£  [«,<,+«,  f+fto-VA*o]-2|ç!:{s+2 


an 


àqa\   po 


les  quantités  entre  accolades  devant  être  prises  pour 


Pi 


^.-i, 


Pk- 


^k/c,    q\ 


6(A?1, 


qi-+-  0(A?/ 


(o  <C  0  •<  i);  ces  dernières  valeurs  appartiennent  évidemment  au 
domaine  Y.  On  peut  rendre  les  quantités  [  Bjj.  tc^  ( ,  ...,  J  Q  jj.  tca-  | , 
|Û(j.pi|,  ...,  |9|xp^|  aussi  petites  qu'on  voudra  pour  toutes  les  valeurs 
de  t^,t0  en  se  bornant  à  des  valeurs  suffisamment  petites  de  |p0|. 
Etant  donné  par  conséquent  un  intervalle  t0  ^t^t'0  (t'0  >>  t0  mais 
d'ailleurs  arbitraire)  on  peut  obtenir  que,  dans  cet  intervalle,  les 

dqa 


dU 


,)\l 


OU, 


quantités   \ — ->  et    — -  >   diffèrent  respectivement  de  — -  et 

■1  /    fini    \  /  lin-   \  an\ 


ôp\  )  '  '  (  âq*  \  r  dP\ 

d'aussi  peu  qu'on  voudra,  pourvu  que  |p0|  soit  suffisamment  petit. 
Et  comme,   de  plus,  les  quantités —>  —  restent,   pour  toutes  les 

1  1  Po      Po  r 

valeurs  de  £>/0>  entre  des  limites  finies  ne  dépendant  que  du 
tableau  des  quantités  «,  on  voit  que  par  un  choix  convenable  du 
de^ré  de  petitesse  de  |p0|  la  différence  entre 


-  fHp.(/;  +  -,  q  +  p,  t)  —  Uv.(p,  q.  t\ 


et 


à\ly.    ? 


—^  dp\    p0        j-d  dqa   p0 
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peutêLre  rendue  aussi  petite  qu'on  voudra  dans  l'intervalle  £0<^<  t'0' 
Conclusion   analogue,  bien   entendu,   pour  les  quantités  ana- 
logues à 

7-  [lV/>  +  7r>  9+  Pi  0  —  uv(Pi  <Ii  01 
Po 

dont  nous  avons  parlé  plus  haut. 

D'où  le  résultat  suivant  :  En  vertu  des  équations  (8),  (9)  nous 
avons,  dans  le  cas  I, 

k  1 

(2.)       #£ï  =iv  fjtUyjbs  ^y^^  +  Bv, 

dt  po  \po /  ■    ^  àp\   pu         ^  ^(j  po 


et  dans  le  cas  II, 


/.  —  1  <i  =  i 


/, 


(7  =  1 
/ 


(23)        ^ÈL«iv(i.)  +y^!i+y^p2  +Dv 

).  =  1  <j  =  1 

(H=  1,  2,  ...,  *■;  v  =  i,  2,  ...,  I), 

où  |  /V jj  [ ,  |BV|,  IC^j,  |DV|  peuvent  être  rendus  aussi  petits  qu'on 
voudra  dans  tout  intervalle  arbitrairement  choisi  /o<'<^o  (ras  ^) 
ou  T^/^Tq  (cas  II)  à  condition  d'assigner  à  |p0|  et  |-0|  un  degré 
suffisant  de  petitesse. 

Comparons  maintenant  les  équations  (20),  (21)  ou  (">-'■>■),  (23) 
aux  équations  aux  variations  (12),  (i3)  en  supposant  qu'on  rem- 
place dans  ces  dernières  les  quantités  p,  .]  par  les  éléments  de  la 
solution  (  v)). 

Dans  la  suite  A  ou  13,  on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  trouver 
des  valeurs  p0  ou  te0  telles  (pie  pour  t=t0  ou  t  =  T0  les  quan- 
tités —  >  —  ou  — >  —  soient  aussi  voisines  qu'on  veut  de  P< IV 

po       Po  -0       ^0  ' 

K,, ...,  R/ou  de  P',,  ...,  1^,  IV,,  ....  l\^.  On  peut  de  plus  fixer  ce  choix 
de  telle  façon  <pie,  dans  un  intervalle  arbitrairement  choisi  f0='m'o 
ou  To^/^T0,  les  quantités  |Aji|,  |BV|  ou  |Cn|,  |DV|  soient  aussi 
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petites  qu'on  voudra.  Il  s'ensuit  qu'en  vertu  du  théorème  auxi- 
liaire du  n"  1  du  précédent  Chapitre,  on  peut  choisir  la  valeur 
de  p0  ou  celle  de  u0  de  telle  façon  que,  dans  l'intervalle  t0^t^t'Q 
ou  T0>t>T'0,  les  éléments  de  la  solution  (■/})  diffèrent  d'aussi  peu 

qu  on  voudra  des   quantités  — >  —  ou  — ,  — .  Or,   ces  dernières 

1  l  Po        Po  ^0      ^0 

quantités  restent  entre  des  limites  finies  qui  ne  dépendent  que  du 
tableau  des  quantités  a.  Par  conséquent,  si  pour  une  valeur  de  t  de 
l'intervalle  t0^t^t'o  oa  T0  =  £^T„,  un  élément  quelconque  de  la 
solution  (tj)  était  en  dehors  des  limites   existant  pour  celle  des 

quantités  —  >  -ou  —,  -  qui  lui  correspond,  on  pourrait  choisir  p0 

T  p0         po  K0        TT9    ^  «  l  '" 

et  iî0  de  façon  que  cette  quantité  prenne  elle  aussi  des  valeurs  en 
dehors  des  limites  qui  lui  sont  assignées,  car  on  peut  obtenir  que, 

dans  l'intervalle   t0<t<t'..    ou   T0>  t  >T' ,  —  »  —  ou  —  >  —  soient 

_  °        PO        PO  1t0        TC0 

aussi  voisins  qu'on  veut  des  éléments  correspondants  de  la  solu- 
tion (r,),  d'où  contradiction.  Il  s'ensuit  donc  que  les  éléments  de 
la  solution  (y;)  restent,  pour  toutes  les  valeurs  de  tyt0  ou  ^T0, 
entre  des  limites  finies,  qui  ne  dépendent  que  du  tableau  des 
quantités  a. 

Parmi  les  coordonnées  P,,  . .  .,  P*,  R,,  .  . .,  R/,  ou  P( ,  . . .,  P],, 
R, ,  ...,  R^  du  point  d'accumulation,  R,,  ...,  R/  ou  P'n  ...,  Pj^ 
sont  connues  dès  le  début,  tous  les  R  étant  en  effet  nuls,  à 
l'exception  de  R^  =  i  ou  tous  les  P'  nuls  à  l'exception  de  Vh=  i . 
De  plus,  comme  nous  l'avons  montré,  P(,  ...,  P*  ou  R,,  ...,  R^ 
jouissent  de  cette  propriété  que  les  éléments  de  la  solution  (r,)  des 
équations  (12),  (i3)  qui  prennent  les  valeurs  initiales  P,,  ...,  P*, 
Ri,  . . .,  R/  pour  t  =  t0  ou  P'( ,  . . .,  P^,  R'(,  . .  .,  R^  pour  t  =  T„, 
restent  entre  des  limites  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  />/,,  ou 
£<T0.  Or,  nous  avons  montré  qu'étant  donné  un  système  de  valeurs 
initiales  P( ,  . . .,  P*  ou  R'(  ...,  R^  on  ne  peut  lui  associer  qu'un 
système  et  un  seul  R,,  ..,  R*  ou  P'(,  ...,  \.y(  jouissant  de  cette 
propriété.  Il  en  résulte  que  les  valeurs  données  de  RM  ...,  Il/  ou 
P^,  ...,  Vk  déterminent  complètement  les  autres  coordonnées  du 
point  d'accumulation.  11  existe  donc  un  point  d'accumulation  et 
un  seul   qui  est  d'ailleurs  le   même  quelle  que  soit  la  façon  de 

choisir  les  suites  A  ou  B.  Par  conséquent,  les  quotients  — ->  —  ou 
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—  ,  ^-  formés  pour  t  =  t0   ou   t  =  T0   tendent  vers    P,,    P/,, 

tc0      -o  ' 

R,,  ...,  R/  ou  P',,  . ..,  P^,  R',,  ...,  R^  si  p0  ou  7t0  tend  vers  zéro. 
Nous  avons  ainsi  démontré  le  théorème  suivant  : 

Dans  le  domaine  défini  par  V  inégalité  (io)om(ii),  les  fonc- 
tions [pt],  .  ..,  [/>*]  ou  [</,],  ...,  [qi]  ont  des  dérivées  pre- 
mières par  rapport  à  q  ou  />.  Ces  dérivées  sont  comprises  entre 
certaines  limites  finies  qui  ne  dépendent  que  du  tableau  des 

quantités  a.  Pour  calculer  les  quantités  -^  ou  -\^—  pour  t  =  t0 
1  '  dqg  dph 

ou  t  =  T„  et  q*,  .  .  . ,  q°(  ou  p°,  .  .  . ,  p%,  on  forme  des  équations 
aux  variations  (12),  (i3)  pour  la  solution  correspondant 
àq%  .  .  . ,  q°n  t0  ou  p°{,  .  ■  . ,  />",  T0.  //  existe  alors  une  solution 
de  ces  équations  aux  variations  et  une  seule  dont  les  éléments 
prennent  pour  t  =  t0  ou  t  =  T0,  les  valeurs  c\g=  1 ,  qv=  °(v<o  ) 
ou  pA=ij  rix  =  °([JL^^)  et  restent  entre  des  limites  finies  (') 
pour  t>t0  ou  £<T0.  Les  valeurs  pour  t  =  t0  ou  t  —  T0  des  élé- 
ments p(,  ..    ,  p*  ou  c|i,   . . .,  y  de  cette  solution  sont  précisé- 

,1    •  j        ,        1  •      ù\pA  à[pt]        >)\  7l| 

ment  celles  des  dérivées  cherchées  -" — -,  •  •  •>  — f —  ou  — >  •  •  •» 

tty,  <ty,  dph 

ïtedpour  q«,  .  .  . ,  ft°,  h  ou  //,'.  ...,  p°k,  T„. 

Démontrons  maintenant  encore  la  continuité  de  ces  dérivées. 

Choisissons  à  cet  eflét  un  point  )q()[  appartenant  au  domaine  (10) 
et  une  valeur  admise  t0  de  t  dans  le  cas  I,  ou  un  point  )/>„  [  appar- 
tenant au  domaine  (11)  et  une  valeur  admise  T„  de  t  dans  le 
cas  II.  Formons  les  équations  aux  variations  (12),  (i3)  pour  les 
solutions  (-/j,)  correspondant  à  ces  systèmes  et  à  ces  valeurs  de  t. 
De  même,  considérons  les  points  \qu  -f-  p0J  ou  )p{)+~o[i  apparte- 
nant au  domaine  (10)  ou  (11),  et  dont  les  coordonnées  diffèrent 
de  p°,  ....  p*  ou  -",  .  .  .,  r.'l  de  celles  des  points  )q0[  ou  j/?0j. 
Soienl  (r\2)  '('s  solutions  correspondant  à  ces  points  et  à  t=t0 
ou  /  =  T0,  solutions  pour  lesquelles  nous  formons  aussi  les  équa- 
tions aux  variations.  Désignons  enfin  pariCp,  pv  les  différences  des 
éléments  des  solutions  (?ja  1  el  1  /,,.)  pour  la  même  valeur  de  t. 


(')  On  peut   considérer  cea  limites  comme  ne  dépeodant  que  du  tableau  >les 
quantités  </. 
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On  peut,  comme  nous  le  savons,  rendre  | tc^  j  et  |pv|  aussi  petits 
qu'on  voudra  dans  l'intervalle  ty  t0  ou  £^T0,  à  condition  de  choisir 
p",  . ..,  p/  ou  7tJ;  ...,  tt"  suffisamment  petits  numériquement 
[voir  les  équations  (3),  (4)]-  H  résulte  ensuite  de  ce  qui  vient 
d'être  dit  et   de   ce  que  nous  savons  au   sujet  de   la   continuité 

.       dïl{l      d\\u.      dKy      dKv  ,  ,  j  -11 

de  -—•}  — -j  — —  >  — —  qu  on  peut  obtenir  que,  dans  un  intervalle 
dp       oq       dp       oq     L  l  l 

arbitrairement  choisi  t'0^.t>t0  ou  T'0<£^T0,  les  coefficients  des 
équations  aux  variations  correspondant  à  la  solution  (tj2)  soient 
aussi  voisins  qu'on  voudra  des  coefficients  correspondant  des 
équations  aux  variations  relatives  à  la  solution  ('/],)  pourvu  qu'on 
assigne  aux  quantités  |pj|,  ...,  |p"|  ou  |ic°|,  ...,  |tc£|  un  degré 
suffisant  de  petitesse. 

t>  •  i  /   •     >       °\  P 1  rifffl     n  ,  n 

rie  venons  maintenant  aux  dérivées     '■*  J  ou  •  Pour  les  cal- 

culer  au  point  j  </0+  ?o  j  ou  \fo~\-  ^o  j  et  pour  £  =  /0  ou  /  =  T0,  il 
faut  chercher  la  solution  des  équations  aux  variations  relatives  à  (rl2) 
pour  laquelle  on  ait,  pour  L  =  t0  ou  /  =  T0,  c\g=  i ,  cjv=  °  (v  <£") 
ou  p/,=  i,  pji=  o  (jA^/i)  et  qui  reste  entre  des  limites  finies 
pour  l^tQ  ou  /7T0.  Pour  plus  de  clarté,  nous  emploierons  les 
lettres  p',  q'  au  lieu  de  p,  q,  quand  il  s'agira  d'une  telle  solution. 
Les  quantités  p'(,  .  .  . ,  p^  pour  /  =  /n,  ou  c\\,  .  .  . ,  y  pour  l  =  T0 
donnent  les  dérivées  cherchées. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  savons  que  la  solution  p',  q'  reste, 
pour  £  -~  £0  ou  t^T0,  entre  des  limites  finies  qui  ne  dépendent  que 
du  tableau  des  quantités  a.  Considérons  maintenant  la  suite  des 
systèmes  (p",  .  .  .,  p")  ou  (71°,  .  .  .,  iz%)  dont  les  termes  tendent 
vers  zéro;  les  valeurs  correspondantes  de  p',,  ...,  p^,  formées 
pour  t  =  t0,  ou  celles  de  ^'(,  .  .  . ,  aj,  formées  pour  t  =  T0,  doivent 
avoir  au  moins  un  point  d'accumulation  P, ,  ...,  P*  ou  (  )\ ,  ...,  Q'(. 
Déterminons  alors  la  solution  (v)  des  équations  aux  variations  rela- 
tives à  ("/)()  dont   les    éléments    soient,    pour   l  =  l0    ou   £  =  Tn, 

égaux  à  p„  . . .,  pa.,  o,,  . . .,  q,  ou  p;,  . . .,  p;(,  Q'„  .  .  .,  Qi, 

avec  Q„  =  1 ,  Qv  =  o  (v  >-  g)  ou  P;,  =  1 ,  P^  o  ( \x  g  h). 

Étant  donné  un  intervalle  quelconque  i'^lt^tQ  ou  T^^^T0, 
parmi  les  solutions  p',  ^  que  nous  venons  de  considérer,  il  \  en  a 
dont  les  éléments  diffèrent  d'aussi  peu  qu'on  voudra  de  P(,  .... 

Pa,  Q,, O,  ou  P',,  .  .  .,  P*,  Q'n Q't  pour*  =  /„  ou  l  —  T{) 

et  qui  satisfont  à  des  équations  aux  variations  dont  les  coefficients 
xxxvni.  5 
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diffèrent,  dans  l'intervalle  *ô>^>'o  ou  T^/^T0,  d'aussi  peu 
qu'on  voudra  de  ceux  des  équations  aux  variations  relatives  à  (tj,  ). 
En  remarquant  de  plus  que  les  quantités  p',  <\  restent  pour  t^t0 
ou  /  To  entre  des  limites  finies  qufne  dépendent  que  du  tableau 
des  quantités  a,  nous  conclurons,  en  vertu  du  théorème  du  n"  I. 
Chap.  I,  que  parmi  les  solutions  p',  q'  on  peut  en  trouver  qui 
soient,  dans  l'intervalle  l'0^.t^t0  ou  T^f^T,,.  aussi  voisines 
qu'on  veut  de  la  solution  (v).  Il  s'ensuit  que,  dans  cet  intervalle, 
la  solution  (v)  ne  pcul  cire  en  dehors  <\c>  limites  dont  il  a  été 
question  toul  à  l'heure.  Or  les  valeurs  de  /J,  >  t0  etT„<;T0  peuvent 
être  choisies  arbitrairement,  la  même  conclusion  esl  donc  valable 
pour  toutes  les  valeurs  /     /„  ou  t^Tn. 

Ainsi  (r)  est  précisément  la  solution  des  équations  aux  varia- 

i      •  -     /       \  -i  i  i  -    •     ■         "\  /']  "\  7  I 

lions    relatives   a  (  yH  i  oui    donne   les   dérivées  on  -i-^-i  au 

point   \Ço\  rl  p'""'  f  —Iq-,  °u  au  point  }/?o     et  pour£  =  T0,  Par 

conséquent,   I', \\   ou  Q',,    ...,   Q]  sont    déterminés   par 

Q,,  .  .  . ,  ()/  ou  P, 1^,  c'est-à-dire  par  les  indices  g  ou  //  si 

Ton  considère   !  y0  j,  /„  ou  J  />o  » -.  To  comme  quantités  données. 

Il    s'ensuit    que    P,,    .  .  .,    P/,   OU    Q', ,    .  .  .,   (})  est    l'unique    point 

d'accumulation  des  systèmes  p,,   ...,   ^   formés    pour  /  —  /„  et 

pour  la  suite  de  systèmes  (pj,  .  ..,p°)[ou  des  systèmes  i|'( ^ 

loi  nus  pour  /  =  T0  et  la  suite  de  systèmes  (tc* -"  i|.  Le  point 

d'accumulation  est  d'ailleurs  le  même  quel  que  >oit  le  choisi  de  la 
suite  en  questkm.  Par  conséquent,  les  quantités  p'( p]j  for- 
mées pour  /  =  £0  ou  ii'(,  .  .  . ,  y  formées  pour  /  =  T0  l  en  il  ei  il  vers 

P, ,  .  .  .  ,  P/,  ou  0'( Q^  si  les  coordonnées  des  points  ;  </0  \-  p0  j 

ou    j/J0+~o'     tendent    \  ers    celles    des    points    \Ço\    OU    |/>o|-     '•" 


d'autres  termes   :   les  valeurs  des  dérivées 


'M /'il 


à[pk] 


au 


àqK  ■>'/ 

i  n         i         i  ■    •     •       'M  7i  I  '^l  7/ 

point  v()  ]  Po  (>|  P'>ur  /  :t0ou  celles  des  dérivées  ,  ,  •  ■  ■  »  -^ — 
1  '        4  '  àph  0ph 

au  point  j  p0  -+-  tt0  ;  et  pourf  =  T0  tendent  \ers  les  valeurs  de  ces 
mêmes   dérivées   au    point    j  q0  |    pour   /  —  /„  ou    vers   celles   au 

point   \po\   pour/       :  T0  si    les  coordonnées   du    point    ;  y„         p0  j   ou 

celles  du  point  ;  />,,  -i - -,i  tendent  vers  les  coordonnées  du  point 
;  <y„  ;  ou  ',/>(,',-  Cela  prouve  la  continuité  de  ces  dérivées  dans  le 
domaine  (io)  ou  i  i  i)  pour  une  valeur  arbitrairement  choisie  de  t. 


Démontrons  enfin  que   les  quantités 


à[p) 
dq 

ou 

à[q] 
dp 

peuvent 
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prendre  tout  degré  de  petitesse  dépendant  du  tableau  des  quan- 

tités  a,  si  l'on  attribue  à    —    dans  le  domaine  —  "'  >  x  <  y  un 

degré  correspondant  de  petitesse  dépendant  du  tableau  des  quan- 
tités a. 

En  effet,  les  valeurs  pour  t  =  t0  ou  t  =  T0  (où  t0  et  T0  sont  des 

valeurs  quelconques  admises  de  t)  des  quantités    \      ou  — L^-J  sont 
11  '  '  aq  dp 

données  par  certaines  solutions  [d'équations  aux  variations  du 
type  (12),  (i3)]  restant  pour  t^tQ  ou  £<T0  entre  des  limites  finies 
qui  ne  dépendent  que  du  tableau  des  quantités  a.  Rappelons  de 
plus  que,  dans  les  équations  aux  variations  (1^),  (i3),  on  peut, 
pour  toutes  les  valeurs  t^,tQ  ou  £<T0,  assigner  aux  valeurs  absolues 

de  ceux  des  coefficients  des  p',  c\  qui  figurent  sous  les  signes  ^  dans 

les  seconds  membres  un  degré  arbitraire  de  petitesse  ne  dépendant 
que  du  tableau  des  quantités  a,  à  condition  de  donner  aux  quan- 
tités   —    dans  le  domaine  — v  <<  x  <  y  un  deirré  convenable  de 

petitesse  ne  dépendant  que  du  tableau  des  quantités  a. 

Formons  maintenant  à  l'aide  des  équations  (12),  (1 3)  l'expression 

/. 

11=1 

ou 

v  =  l 

Les  fonctions  L^  ou  Iv  donneront  alors  des  formes  quadratiques 
positives  définies  en  p  ou  c|  que  nous  désignerons  par  P  ou  Q  et 
dont  les  coefficients  ne  dépendent  que  du  tableau  des  quantités  a. 
Nous  aurons,  par  conséquent, 


p^£ 


p^ 


/ 


V  =  l 

OÙ  les  quantités  Ci  >ocl  II  >o  ne  dépendent  que  du  tableau  des 
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quantités  a.  Les  autres  termes  donneront  des  formes  quadra- 
tiques P'  ou  Q'  en  p,  q  avec  des  coefficients  aux  valeurs  absolues 
desquels  nous  pouvons  assigner  un  degré  arbitraire  de  petitesse 
ne  dépendant  (pie  du  tableau  des  quantités  «,  et  ceci  pour  toutes 
les  valeurs  de  l^t0  ou  *^T0,  à  condition  de  choisir  convenable- 
ment le  degré  de   petilesse  (mentionné   plusieurs  fois  déjà)  des 

quantités    -p    dans  le  domaine  —  y  <  x  <  y. 

Si  maintenant  p,  ci  représentent  les  solutions  servant  à  déter- 
miner les  valeurs  de  certaines  dérivées  ~~  ou  '-~  pour  /  =  t0 

ou  L  =T0,  ces  quantités  p,  <\  restent  pour  /  /n  ou  /  7  T„  entre  des 
limites  dont  il  a  été  question  plus  haut  et  qui  ne  dépendent  que 
du  tableau  des  quantités  a.  Par  conséquent,  dans  ce  cas,  on  peut 
attribuer  à  |P'|  ou  |Q'|  un  degré  arbitraire  de  petitesse  ne  dépen- 
dant que  du  tableau  do  quantités  a  à  condition  toujours  de  choisir 

convenablement  le  degré  de  petitesse  des  quantités    - 
Y  <  x  <C  y-  ^cc'  foitj  on  a5  Par  conséquent, 


dan- 


domaine 


^Ml>^?,->" 


ou 


/ 


52/.iî>h2^-q', 

V  -  1  V  =  1 

où  nous  pouvons  considérer  les  quantités  P'>o,  Q'>o  comme 
dépendant  d'une  façon  arbitrairement  choisie  du  tableau  des  quan- 
tités a.  En  posant 


ou 


2<W 
|i=i 

i/,,.;. 


nous  aurons 


ou 


dt  >  D& 


->-|T| 

dt  ^  |  F  |  '     ' 


P' 


Q', 
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où  D  et  |F|  sont  respectivement  les  plus  grandes  parmi  les  quan- 
tités dp  et  \fv\-  Il  en  résulte 


d 

~dt 


ou 


d_ 

Tft 


P(s-°p.) 


>o 


et*'! 


_  D 


|F| 


Par  conséquent,  si  jamais  on  avait  S>pP'  ou  |T|>-!-r^  Q',  il  en 

résulterait  que,  dans  le  cas  I,  S  croîtrait  indéfiniment  avec  t  et,  dans 
le  cas  II,  T  décroîtrait  indéfiniment  avec  t.  Or  cela  est  en  contra- 
diction avec  la   nature  des  solutions  p  ou  q.  Donc  pour  /  \  /  u  ou 

/  ~T„,  on  a  toujours  S  <  -^  P'  ou  IT^LJQ'.  Il  s'ensuit  que 
pour  toutes  ces  valeurs  de  /  et,  par  conséquent,  aussi  pour  t  =  t0 
ou  t  =  T0,  on  a  p£<  -77T  P'  ou  ^  <  J— -L  Q'  où  d  et  J/J  sont  res- 
pectivement les  plus  petites  parmi  les  quantités  ûL  ou  \/v\. 

i  •   .      D  I F I  i  -  , 

Les  quantités  -7^  et         '     ne    dépendant   que  du   tableau   des 

quantités  a  et  étant  indépendantes  de  P'  ou  Q',  il  s'ensuit  que  les 

quantités  -777  P'  ou  .  '..    ,  (  )'  peuvent,  par  un  choix  convenable  de  P' 

1  a\j  |  / 1 H    *■   '  '  [ 

ou  Q',  prendre  telle  valeur  positive  dépendant  du  tableau  des 
quantités  a  qu'on  voudra.  Or  les  quantités  p  ou^  donnent  précisé- 
ment pour  t  —  t^  ou  /  =  Tn  les  valeurs  des  dérivées  en  question; 
notre  théorème  est  donc  démontré. 

14.  Quelques  compléments.  —  Supposons  l'intervalle  de  valeurs 
de  t  défini  par  les  inégalités  O  "  ou  /  <  t  ou  t  arbitraire.  Dans 
le  domaine  (G)  défini  par  les  inégalités 

[A  =  l  V  =  l 

nous  avons  (voir  n"  8) 

k  k  II 


(X=l 


H  =  i 
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où  D,  et  F,  sont  positifs  et  ne  dépendent  que  du  tableau  des 
cpiantités  a,  et  la  quantité  A  >»  o  peut  prendre  toute  valeur  posi- 
tive dépendant  des  quantités  a,  si  le  degré  de  petitesse  dont  il  a  été 
question,  quand  nous  avons  introduit  les  hypothèses,  est  déter- 
miné convenablement.  Nous  avons  évidemment  aussi 


d 
dt 


2«W>D»2«Wi-AT*'      ^^Mte-Fo^MS-W, 


où  les  quantités  positives  D0  et  F0  ne  dépendent  que  des  quan- 
tités a. 

Soient  maintenant  deux  domaines  de  variabilité  des  quantités  p 
et  q  définies  par  les  inégalités  suivantes 

k 
51=1 

(»)  2/v^2>-^8' 


où  les  quantités  £  >  o  et  t,  >  o  sont  choisies  arbitrairement  et  ne 
dépendent  que  du  tableau  des  quantités  a.  Si  le  degré  de  petitesse 
dont    nous   venons  de  parler  est  déterminé  convenablement,   on 

peut  poser  —  -<  s,  =r-  <C  7).  Nous  aurons  alors  les  propositions  sui- 
vantes  : 

i°  Si  la  solution  reste  pour  toutes  les  valeurs  de  t  >  T0  (  '  ) 
dans  le  domaine  (G)  les  quantités  p  doivent  rester  dans  le 
domaine  1. 

En  effet,  supposons  qu'à  un  moment  quelconque  on  ait 

A 


(')  T„  est  une  des  valeurs  admises  de  /.  il  s'a-ii  bien  entendu  du  caa  où  l'in- 
tervalle de  t  est  défini  par  l'inégalité  f  >  t  ou  (  arbitraire, 
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et  par  conséquent 

(m»  ^2rf^-T2(D°e~A)- 

[j.-i 

La  quantité  entre  parenthèses  étant  positive  il  en  résulterait  que, 
pour  la  valeur  considérée  de  t,  la  quantité 


2*w 


[X=l 


croîtrait  avec  t.  Par  conséquent,  la  relation  (III)  serait  vérifiée  pour 
toutes  les  valeurs  plus  grandes  de  t  et  la  quantité 

k 

croîtrait  indéfiniment,  ce  qui  est  impossible. 

Remarquons  encore  que  si,  en  même  temps,  les  quantités  q  se 
trouvent  à  un  moment  quelconque  dans  le  domaine  II,  elles  y 
restent  pour  les  valeurs  plus  grandes  de  t.  En  effet,  dans  le  cas 
contraire  on  aurait,  pour  une  certaine  valeur  de  /, 


2*»« 


vr 


alors  que  pour  des  valeurs  inférieures  et  suffisamment  voisines  de 
celle-ci 

v  =  i 

serait  >>  —  yjy2.  Mais  alors  nous   aurions  pour  la  valeur  de  /  en 

question 

/ 

v  ■■  -  1 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  ce  qui  précède. 

2"  Si  la  solution  reste  pour  toutes  les  valeurs  de  t  •<  T0  dans 
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le  domaine  (G),  les  quantités  q  doivent  rester  dans  le  domaineW. 
Si,  en  même  temps,  les  quantités  p  se  trouvent  pour  une  valeur 
de  t  dans  le  domaine  1,  elles  y  restent  pour  toutes  les  valeurs 
inférieures  de  t.  Démonstration  analogue  à  la  précédente. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  que  les  groupes/?  et  q 
existent  tous  les  deux.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut  omettre,  dans 
ces  raisonnements,  tout  ce  qui  se  rapporte  au  groupe  qui  n'existe 
pas. 

\o.  De  la  représentation  des  solutions  considérées.  —  Nous 
ferons,  dans  ce  paragraphe,  quelques  remarques  au  sujet  de 
l'expression  des  solutions  considérées  précédemment.  On  peut  se 
borner  au  cas  où  L'intervalle  de  \aleurs  de  t  est  défini  par  £>t 
ou  /  arbitraire,  car  L'examen  du  cas  où  /  est  défini  par  l'inéga- 
lité t  <C  t  ne  donnerait  au  fond  aucun  résultai  nouveau.  De  plus, 
pour  abréger,  nous  n'examinerons  pas  les  cas  où  l'un  des  groupes 
p  ou  q  n'existe  pas. 

Alin  de  ne  pas  interrompre  plus  tard  la  suite  des  raisonnements 
nous  indiquerons  d'abord  quelques  propositions  simples,  dont 
nous  ferons  usage  plus  loin. 

Soit  donné  un  système  d'équations  différentielles  linéaires 

(*)  -jp '■  =  L/(a?)-h$i        (i=  i,a,  ....  »  i, 

où  les  L/  sont  i\r>  expressions  linéaires  cl  homogènes,  par  rapport 
aux  x  du  même  type  que  celles  qui  figurent  dans  les  équations  |  i  | 
du  n°  8,  et  les  &  sont  des  fonctions  continues  de  /,  pour  toute-  les 
valeurs  de  /  >  l0  ou  pour  t  arbitraire  et  restent  entre  des  limites 
limes  pour  toutes  ces  valeurs  de  /. 

On  peut  considérer  les  équations  (i)  comme  cas  particulier 
des  équations  (i)  du  n"<X;  il  suffit  seulement  de  choisir  y  assez 
grand.    Par  conséquent  étant  données  une  quelconque  des  valeurs 

admises  de  t,   soit  ti}  et  un  système  arbitraire  </','.  q\ q°n  il 

existe  évidemment  une  solution  des  équations  •<  i)qui  reste,  pour 
loutesles  valeursde  t  /,.  entre  des  limites  finies  et  qui  pour  t=  t, 
satisfait  aux  conditions  q  =  q°t,  ...,  y/=y?(nous  désignons  par 
la  lettre  q  les  mêmes  fonctions  linéaires  en  x  que  précédemment  i. 
Celte  solution   est   (railleurs  l'unique    solution  de    cette    nature. 
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Dans  le  cas  où  t  est  arbitraire,  il  existe  une  et  une  seule  solution 
qui  reste  entre  des  limites  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  t. 

Pour  représenter  ces  solutions  formons  les  équations  en  p  elq. 
Elles  se  partagent  en  systèmes  du  type 

dzt        . 

— —  —  hz{  ■+-  (,,, 
dl 

ClZ2  -,  y 

Tt  =*  +  **■+&. 


«2V    ,     \  y 

—j—    —  -Sv_]  -t-  A2V+  CjV, 


OU 


dux  dVi 

-££  =  gu\  —  nvi-h  tyu  -jj  —  ^i-h  /ta,  ■+  oh 

-7—  ==  u\  -+-  gu-i—  nvi+  lp2,  — 7f  =C,  +  ft't'j-T-  11 11 2 -h  tp2, 


-^  =  «p-i  +  ^«p—  '"'p  +  Ypi  "^  =  «'p-l  ■+"  *^p+  ÂUp  -H  fp, 

les  quantités/?  correspondant  aux  valeurs  positives  de  A  et  g,  et 
les  quantités  q  aux  valeurs  négatives  de  X  et  g\  Ç,  <i»  et  o  sont  des 
fonctions  continues  de  t  restant  entre  des  limites  finies  pour  t  >  /0 
ou  t  arbitraire. 

S'il  s'agit  de  représenter  la  solution  des  équations  (  1  )  qui  reste 
entre  des  limites  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  tyt,  et  qui  pour 
t  =  t,  satisfait  aux  conditions  q  =  <y",  .  . .,  q/=  q%  les  fonctions  q 
se  trouvent  complètement  déterminées  grâce  aux  valeurs  initiales 
q°n  ...,  q\  données.  Pour  ce  qui  est  des  fonctions/),  le  problème 
se  ramène  à  l'intégration  des  équations  du  type 

(»  £-»"-«. 

ou 

.„,  du  ,  ,  dv  . 

(II)  -j-t  =  gu  —  hv  -h  ty,         -jt  =  gv  -+-  hu  +  <p, 

OÙ  À  et  g  sont  positifs,  Ç  ou  -i,  cp  sont  des  fonctions  de  t  qui 
restent,  pour  toutes  les  valeurs  de  l>t^  entre  des  limites  finies, 
la  solution  cherchée  devant  rester  entre  des  limites  finies  pour 
toutes  les  valeurs  de  l^tt. 
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Nous  aurons  alors,  pour  le  cas  (I), 

z  =  —  e'<   f      e-^%  <li. 
et,  pour  (11), 

u  —  —    f      e-g{y-l)[it(y)  cosh{y  —  t)-\-  «p(y)sinA(j    -M]r/r. 

p  =  4-    /      f"  »'r   l,[<\>(y)  s'inh  (y —  t)  —  o  (y)  cosh  (y  —  /)  j  dy. 

S'il  s'agit  de  la  solution  des  équations  (i)  restant  entre  des 
limites  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  L  le  problème  se  ramène 
aussi  à  l'intégration  des  équations  (1)  et  (II)  où  X  et  g  peuvent,  cette 
fois,  être  aussi  négatifs.  Les  fonctions  £,  di  et  cp  restent  entre  des 
limites  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  L  et  l'on  impose  la  même 
condition  à  la  solution.  Les  éléments  de  la  solution  correspondant 
à  \  ou  g  positifs  seront  encore  donnés  par  les  intégrales  ci-dessus 
et  pour  ceux  qui  correspondent  aux  valeurs  négatives  de  \  ou  g 

il  faut  remplacer    /      par    / 

Nous  allons  maintenant  compléter  les  résultats  obtenus  dans  la 
première  moitié  du  n"  1  1.  Nous  reprenons  les  hypothèses  et  nota- 
tions que  nous  y  avons  employées  (  '  )  et  nous  allons  examiner  le 
cas  où,  pour  une  certaine  valeur  T0  de  t,  on  a 

qt  =  cj,=.  .  .=  qi=o. 

Nous  aurons  alors,  pour  /  =  T„, 

* 

u.=1 
[voir  au  n°  11  la  signification  de  c).D'où,  pour  t  =  T0,  92  3  -y-  <Ty, 

"0 

où  (/„  est  la  plus  petite  parmi  les  quantités  d^.  Des  théorèmes  du 
n"  11  ainsi  que  de  la  signification  de  la  quantité  s-  el  du  fait  que 


(')  Nos  considérations  se  rapportenl  au  cas  où  t  >  t  ou  /arbitraire.  Nous 
supposons  que  les  deux  groupes  p  el  q  existent  {voir  la  remarque  au  début  <ln 
pr<  ■-''ni  paragraphe). 
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la  quantité  positive  -j  ne  dépend  que  du  tableau  des  quantités  a, 

nous  concluons  que  pour  £>T„,  a-  est  <<  h0d  où  la  quantité  posi- 
tive h0  ne  dépend  que  du  tableau  des  quantités  a.  (Voir  au  n°  11 
la  signification  de  la  quantité  d.)  Il  en  résulte  ensuite  que,  pour 
T>T0,    \xt\<ied  (i  =  1,2,...,  /*),  où  la  quantité   positive  e   ne* 
dépend  elle  aussi  que  du  tableau  des  quantités  a. 
Nous  désignerons  par  (X)  le  domaine 

—  7  <&i<  Y        (f=  i,  2,  ...,  ») 

que  nous  rencontrerons  souvent  dans  ce  qui  suit. 

Considérons  maintenant  la  solution  des  équations  différen- 
tielles (  i  )  du  n°  8  qui,  pour  t  >>  x0  (~0  désigne  une  des  valeurs 
admises  de  t),  reste  dans  le  domaine  (X),  De  plus,  soit  donnée 
une  solution  approchée  de  ces  mêmes  équations  dont  les  éléments 
restent  pour  t  >  x0  dans  le  domaine  (X),  admettent  des  dérivées 
finies  et  continues  pour  ces  valeurs  de  t  et  satisfont  aux  équations  (  i  ) 
du  n°  8  avec  une  erreur  numériquement  inférieure  à  un  certain 
nombre  positif  d.  Supposons  de  plus  que  les  éléments  q  de  cette 
solution  approchée  aient  pour  une  certaine  valeur  T0  de  t  les 
mêmes  valeurs  que  les  éléments  correspondants  de  la  solution 
exacte  indiquée  plus  haut. 

Si  nous  désignons  maintenant  les  éléments  de  la  solution  appro- 
chée par  x0  et  ceux  de  la  solution  exacte  par  x0-\-z,  les  équa- 
tions (  î  )  du  n"  8  nous  donnent 

(2)     -jf  =  M^-h^'Oo-hs)  —  £/(;ro)  +  n       (i  =  i,  2,  ...,  n), 

où  les  L,  sont  les  mêmes  fonctions  linéaires  que  celles  qui  figurent 
dans  les  équations  (  i  )  du  n°  8  et  | /\|  ><  d. 

Si  l'on  attribue  aux  quantités   —    un  degré  suffisant  de  petitesse 

conformément  aux  hypothèses  (voir  n"  8),  le  théorème  auxiliaire 
du  n"  11  est  applicable  aux  fonctions  z.  Par  conséquent,  en  dési- 
gnant par  p,  q,  les  quantités  dépendant  des  z   de  la  même  façon 

que  les  quantités/)  et  q  dépendent  des  x  et  en  tenant  compte  du 

i 

fait  que,  pour  t  =  T0,   X  q\  =  o,  on  trouve,  pour  £>T0,  \z\<ied 
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où   la  quantité   positive  e  ne  dépend   que   du   tableau  des  quan- 
tités  a. 

Cette  proposition  permet  de  juger  de  l'approximation  atteinte. 

Etant  donné  le  domaine 


(3)  III.  2<JW<8»YÎ         IV'2/v?8v>- 


hf 


où  8,  et  82  sont  deux  quantités  ne  dépendant  que  du  tableau  des 
quantités  a  et  d'ailleurs  arbitrairement  choisies,  on  peut(?>o/'/n°  II) 
choisir  le  degré  de  petitesse  dont  nous  avons  parlé  en  introduisant 
les  hypothèses  de  telle  façon  que  la  proposition  suivante  soit 
vérifiée  :  A  tout  système  de  quantités  </  pris  dans  le  domaine  IV 
et  à  toute  valeur  T0  prise  dans  l'intervalle  admis  de  t  corres- 
pond un  système  de  quantités  p  et  un  seul  appartenant  au 
domaine  HT  et  tel  que  la  solution  dont  les  éléments  prennent 
pour  t  =  T0  ces  valeurs  p,  q,  reste  pour  £>T0,  dans  le  do- 
maine (  3). 

Choisissons  S,  et  o2  conformément  aux  conditions  qui  viennent 
d'être  indiquées  et  de  plus  de  telle  façon  que  toutes  les  quantités  \x\ 
correspondant  au  système  p,  <p  du  domaine  (3)  soient  inté- 
rieures à  -•  Partant  de  ces  valeurs  3,  et  o2,  choisissons  le  degré  de 

petitesse  dont  ilaété  souvenl  question  de  façon  que  la  proposition 
précédente  soit  vérifiée.  Ce  choix  ne  se  rapporte  cependant  qu'au 
présent  paragraphe. 

Soient  donnés  maintenant  un  système  de  valeurs  (<y)n  des 
quantités  q  appartenant  au  domaine  IV  et  une  des  valeurs  admises 
de  /,  T0.  Considérons  la  solution  qui  reste  dans  le  domaine  (3) 
pour  £>T0  et  dont  les  coordonnées  q  deviennent  [q )0  pour  /=T0. 
On  peut  prolonger  cette  solution  pour  /  <  T0  de  telle  façon  qu  elle 
reste  dans  le  domaine  ;  X.)  à  condition  de  nous  bornera  des  valeurs 
de  t  suffisamment  voisines  de  T0.  De  plus  soit  donnée  pour  /  >  t0 
une  solution  approchée  (dans  le  même  sens  que  précédemment  i, 
t0  étant  suffisamment  voisin  de  T0  pour  que  la  solution  exacte  avec 
son  prolongement  dont  il  vient  d'être  parlé  ait  un  sens  déterminé 
noiir  /  >t(I.  Supposons  de  plus  d  suffisamment  petit  pour  qu'on 

ail  ed  <^  7  ou  d  <c  ■/-•   Pour  /   ;T0  nous  avons,   d'après   ce  qui 

4  i  ' 
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précède, 

\x0  +  z\<y;     \z\<ed<h 
d'où 

Fo|<  -^  Y- 

Formons  maintenant  les  équations 

dz- 

(4)  -j-  =  L,-(z)+r/         (*=  i,  2,   ..  .,  n), 

et  déterminons-en  la  solution  qui  pour  t  =  T„  satisfait  aux  condi- 
tions a\  =. .  .=  a'i  =  0  (les  quantités  a'  étant  formées  à  l'aide 
des  z  comme  les  quantités  q  à  l'aide  des  x)  et  qui  reste  pour  t  > T0 
entre  des  limites  finies.  Puisque  pour  t  >x0?  |'v|  reste  «<  ri,  on  a, 
en  vertu  du  théorème  auxiliaire  démontré  au  début  du  présent 
paragraphe,  |zj  -<  ed  pour  £^T0  et  par  conséquent  aussi  |z|  <C  j> 
d'où  |^o+z|-<y.  Cette  dernière  inégalité  ainsi  que  l'inéga- 
lité jz|  <C  <?<-/  sont  évidemment  encore  vérifiées  dans  un  certain 
intervalle  t0<^i  <;  l <^T0. 

Prenons  maintenant  x0-\-z  comme  solution  approchée  pour 
t  >  t(.  Cela  peut  se  faire,  puisque  les  quantités  x0  -+-Z  restent  à 
l'intérieur  du  domaine  (X)  pour  t  >  t,  et  que  les  quantités  for- 
mées à  l'aide  des  x0~hz  comme  les  quantités  q  le  sont  à  l'aide 
des  x  prennent  les  valeurs  (q)0  pour  ^  =  T0.  Nous  aurons  alors 
les  équations  du  type 

jjj =  L/(a?0)—  r*-t-  ÇK^o)+  L,-(z)-+-  r< 

(5)  j  =  Lf(a70-t-z)  +  Çt(a70  +  z)  —  [£,Oo  +  z)  —  £<Oo)] 
l  (»'  =  i,  a,  ...,  n), 

où  ic0i,  .  .  .,  x0„  sont  les  éléments  de  la  solution  approchée  que 
nous  avons  jusqu'ici  désignée  par  la  lettre  x0. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait,  dans  le  domaine  (X)  et  pour 
toutes  les  valeurs  admises  de  /,  \—  <A,  où  la  quantité  positive  A 
ne  dépend  que  du  tableau  des  quantités  a.  En  posant  alors 

r,=  &(*>»  -+-2)—  |/(#o), 

on  a,  pour  t  >  -z, , 

|  r,  |  <  Ate  A  d. 


En  choisissant  maintenant  la  quantité  positive  A,  dont  nous  pouvons 
disposer,  de  façon  qu'on  ail 

w  =  n  e  A  <  -  > 

2 

nous  aurons  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  solution  approchée  x()  répondant  aux  con- 
ditions indiquées  plus  haut,  l'approximation  pour  /  T„  sera 
caractérisée  par  \xi — xQi\<led,  où  e  est  un  nombre  ne  dépen- 
dant que  du  tableau  des  quantités  a.  I  l'aide  de  la  solution 
des  équations  différentielles  linéaires  (4),on/>eut  alors  former 
une  seconde  solution  approchée  répondant  aux  mêmes  condi- 
tions et  qui  satisfait  aux  équations  différentielles  avec  une 
erreur  numériquement  inférieure  à  lodoù  le  nombre  positif  ta 
est  inférieur  à  i  et  ne  dépend  que  du  tableau  des  quantités  a. 
L'approximation  pour  tyT0  est  donc  caractérisée  maintenant 
par  etùd.  En  procédant  rie  la  même  façon,  ixuis  pouvons 
trouver  ensuite  une  solution  approchée  toujours  de  la  même 
nature  (pie  les  solutions  précédentes,  mais  dont  l'écart  pour 
t  -".  T„  soit  caractérisé  par  eio-d  et  ainsi  de  suite.  Comme  on 
a  o  <>>  <  i,  on  peut  atteindre,  dans  l'intervalle  t  T0,  telle 
approximation  qu'on  voudra. 

Passons  maintenant  à  la  recherche  de  la  première  solution  appro- 
chée. A  cet  effel  formons  les  équations 

(6)  -^  =L«(x)-i-U        (»=i,  a,  ...,  n), 

où  £/o  est  la  valeur  de  £<■  [voir  les  équations  (  1  1  )  du  n"  S  |  pour 

X\  =  X-,  HC  .  .  .  =  X„  =  o, 

et  dé  terminons-en  la  solution  qui  reste  entre  des  limites  finies 
pour  £>T0  et  telle  que  les  quantités  formées  avec  les  x  comme  les 
quantités  y  le  sont  avec  les  x  prennent  les  valeurs  i  q)0  pour  /  =  T0. 
Il  esl  évidenl  d'ailleurs  que  les  quantités  p\  <\'  formées  avec  le>x, 
comme  />,  q  le  sont  avec  les  ar,  restent  dans  le  domaine  (3) 
pour  /^T0  (et  par  conséquent  aussi  pour  un  certain  intervalle 
<>T(>T0),  car  les  équations  (6)  représentent  un  cas  particu- 
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lier  des  équations  (i)  du  n"  8  et  répondent  aux  hypothèses  faites 
jusqu'ici  au  sujet  du  degré  de  petitesse  introduit  dans  le  n°  8.  Le 
nombre  y  a  ici  la  même  valeur  que  dans  les  équations  primitives. 
11  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  qu'on  a,  pour  £>>T,, 
|x|  -<  •  Si  nous  substituons  maintenant  les  valeurs  des  x  dans 
les  équations  données,  ces  dernières  seront  satisfaites  en  laissant 
de  côté  les  termes  £;(x)  —  ç<0-  Or,  nous  avons 

||*(x)  — fol  <«il=wl<l. 

La  solution  approchée  x  satisfait  donc  bien  à  toutes  les  conditions. 

En  supposant  maintenant  que  nos  recherches  se  rapportent  au 
cas  où  l'intervalle  de  valeurs  de  /  contient  toutes  les  valeurs  de  t 
(t  arbitraire),  étudions  l'expression  de  la  solution  qui  reste  toujours 
dans  le  domaine  —  y  <  #j<!y. 

Par  un  choix  convenable  du  degré  de  petitesse  dont  il  est  si 
souvent  question,  on  peut  obtenir,   d'après  le  n°    14,   qu'on  ait 

toujours,  pour  la  solution  considérée,  \x\  <C  -• 

Imaginons  maintenant  une  solution  approchée  x0  ('),  restant 
dans  le  domaine  (Y)  et  satisfaisant  aux  équations  différentielles, 
abstraction  faite  de  termes  n  numériquement  inférieurs  à  d^>  o. 
Les  différences  entre  les  éléments  x  de  la  solution  exacte  consi- 
dérée et  x0  seront  alors  numériquement  inférieures  à  etd  où  la 
quantité  positive  et  ne  dépend  que  du  tableau  des  quantités  «, 
comme  cela  résulte  du  théorème  auxiliaire  du  n"  II,  pourvu  que 
le  degré  de  petitesse  souvent  mentionné  soit  convenablement 
choisi. 

Y  •  3 

Supposons  d  <<  ;'-;  on   a  alors  toujours  l^o I <T 7  Y-    Formons 
i  c  i  4 

ensuite  les  équations  différentielles  (4)  et  déterminons-en  la  solu- 
tion qui  reste  toujours  entre  des  limites  finies.  Les  éléments  de 
cette   solution   restent,   d'après   ce    qui   précède,    numériquement 

inférieurs  à  e,d;  on  a  donc  |z|  <C  '  et,  par  conséquent,  les  x0  +  z 

restent   dans   le   domaine  (X)  pour  toutes  les   valeurs  de  /.   En 


(  '  )  Nous  supposons  que  les  /„  son!  donnés  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  qu'ils 
admettent,  pour  ces  valeurs  de  t,  des  dérivées  finies  et  continues. 
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prenant  x0-\-z  pour  solution  approchée,  les  équations  diffé- 
rentielles seront  satisfaites  avec  une  erreur  numériquement  infé- 
rieure à  ne{dk,,  si  nous  imposons  aux  quantités  —  d'être  <<  A, 
à  l'intérieur  de  (X)  et  pour  toutes  les  valeurs  de  /,  A,  désignant 
un  nombre  >>  o  ne  dépendant  que  du  tableau  des  quantités  a. 
Choisissons  le  nombre  A,  >>  o  de  telle  façon  qu'on  ait 

w0=  ne{  A,  <  -• 
•i 

Alors  la  nouvelle  solution  approchée  satisfait  aux  équations  diffé- 
rentielles avec  une  erreur  numériquement  inférieure  à  io0d  où  tu0 
est  <<  i ,  et  l'écart  entre  la  nouvelle  solution  approchée  et  la  solu- 
tion exacte  est  caractérisé  par  e{  to0d. 

En  continuant  de  la  sorte,  nous  obtiendrons  une  solution  dont 
l'écart  sera  caractérisé  par  e,  o>j;<7,  et  ainsi  de  suite. 

Reste,  par  conséquent,  à  trouver  la  première  solution  approchée 

pour  laquelle  on  ait  d  <r  -r—  • 

'  '  4  e , 

A  cet  effet,  formons  les  équations  (6),  ç,0  désignant  toujours  la 
valeur  de  ;,  pour  X\  =  . .  .=  Xn  =  O,  et  déterminons-en  la  solution 
qui  reste  entre;  des  [imites  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  /.  On 
prouvera,  de  même  que  précédemment,  que  pour  celle  solution 
on  a  toujours  |x|  <C  -  et  qu'elle  satisfait  aux  équations  différen- 
tielles (i)  du  n°  8,  abstraction  faite  des  termes  £/(x) —  ;,0-  Mais 
puisque 

|^(x)-^„|<«A1  1  =  w„  -L<  JL, 

cette  solution  des  équations  (G)  satisfait  à  toutes  les  conditions 
imposées  à  la  première  solution  approchée  dont  il  a  été  question 
plus  haut. 

16.  Le/nme.  —  Le  théorème  que  nous  allons  démontrer  dans  le 
présent  paragraphe  sert  de  base  aux  recherches  du  paragraphe 
suivant.  De  ce  théorème  découle,  connue  il  est  facile  de  le  voir,  le 
théorème  fondamental  relatif  à  l'existence  des  fonctions  impli- 
cites ('). 

(')  Ce  Lhéorème  a  clé  démontré  par  Oini,  Peano,  Kneser  (avec  d'autres  bypo- 
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Soient  données  m  fonctions  /u.(,>'i,  ...,ym,  x{,  ...,  xn)  des 
m  -\-  n  variables  y , ,  . . . ,  ym,  xK,  . . .,  j.n  dans  le  domaine  défini 
par  les  inégalités 

(II)  —  a/5  x&  a/, 

om  p,   a,,    ...,   aw  soni   des   nombres  positifs  et2,aijy/y j  une 

forme  quadratique  définie  positive.  Supposons  que  les  f  soient, 
pour  chaque  système  particulier  de  valeurs  des  x  appartenant 
au  domaine  (II),  des  fonctions  continues  desy  et  qu  elles  admet- 
tent dans  le  domaine  2^a'/J'<.VJ  ^P  des  dérivées  partielles  du 

premier  ordre  par  rapport  aux  y  qui  soient,  elles  aussi,  des 
fonctions  continues  des  y.  Supposons  ensuite  que  le  détermi- 
nant fonctionne  /D  des  fonctions  f  par  rapport  aux  variables  y 

soit  différent  de  zéro  et  qu'on  ait   ^  <  o  où  A  est  un  mineur 

quelconque  du  premier  ordre  du  déterminant  D  tandis  que  o 
est  un  nombre  positif ',  le  même  pour  tous  les  y  et  x  de  notre 

domaine;  de  plus  supposons  que  chacune  des  dérivées  -j-  prenne 

en  deux  points y\ ,  . . .,  ym,  xK ,  . . .,  xH  et y\ ,  . . .,  y"m,  x{ ,  . . .,  xn 

des  valeurs  différant  de  moins  de  t  =  - — -^,  et  enfin  au  on  ait 
M  Jm!S  l 

m 
^[/|jl(o,    ...,0,3?!,    ...,  3?«)J2<— ^-, 

!J.=  1 

où  Q  est  un  nombre  positif  satisfaisant  à  la  condition 

m 

(  Un  tel  nombre  peut  s'obtenir,  comme  on  le  sait,  à  l'aide,  par 
exemple,  d' une  certaine  équation  du  degré  m.) 

Dans  ces  conditions,  il  existe,  pour  tout  système  de  râleurs 

thèses),  Schwartz.  S'il  ne  s'agissait  que  de  ce  théorème,  on  pourrait  simplifier 
nos  considérations. 

xxxviii.  6 


ts  — 


des  x  du  domaine  (II),  un  système  de  valeurs  des  y  appartenant 
au  domaine  z_ictjjyiyj<.p  et  satisfaisant  aux  équations 

fpiyu  ...,.}-»,;  x^  ...,  xn)  =  o       (f*  =  i,  a,  ...,  m), 

ce  système  étant  de  plus  le  seul  dans  le  domaine  (1)  qui  satis- 
fasse à  ces  équations. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  nous  servir  des  rela- 
tion suivantes  résultant  de  la  formule  de  Taylor  ('), 


m  m 


[>■  i 


où   le  système  y] y"m  appartient  au  domaine  2_J<r',J.y<y.i<  P 

et  où  |/?/p.|<<  î.  Multipliant  chacune  de  ces  relations  par  -pp  où  Ar/ 
est  le  mineur  relatif  à  la  /"'""  ligne  et  à  la  v"""'  colonne  du  déter- 
minant 

ÉA  EL  ...  Ml 

dy\    dy"i  df>n 


î  >  = 


à/m     <)/,„ 

dy\    *y\ 


àfn 
àfm 


et  en  les  ajoutant  nous  aurons 

m 

2j  it  [frfy'i y'm\*u  ■••,  *«)—  Myl,  •■•,7"»;^,  ...,*•„)] 


=  /v-7v  + 


V  V  A 


,  >-/'<!'■  U'a        I    >  Ii 


(')  Le  fait  que  le  théorème  de  Taylor  est  applicable  dans  ootre  cas  résulte  de 
la  remarque  s  m  va  nie  :  Si  [jl'u],  [j'ii]  sont  deux  points  différents  du  do- 
maine y  o-i^iYp  Pi  Ie  point  [y'y.-h  t(  ylx  —  y'y.)]  appartient  au  domaine 
y    (i;  y  iY  <  p,   la   somme     »    ",,.'', .''    étant,   par   hypothèse,    une  forme   i/ua 

dratigue  positive  définie. 
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d'où,  puisque    tt  <C  o, 

m  m 

i—\  [i.  =  l 

l'égalité   n'ayant  lieu  que   si   toutes  les  différences  y'» — y'   sont 
nulles.  Désignant  maintenant 

m 

par  S  et  faisant  la  sommation  par  rapport  à  v,  nous  aurons 
m  °^l/'(/'  x)  —M?",  *)| > S(i—  ozm*), 

i 

>n*y\My',x)-fi{y\x)\=>ls- 


Nous  en  concluons  que  si  tous  les yjj.  s'annulent  pour  #4,  . . . ,  xn  et 
un  système  de  valeurs  des  y  appartenant  au  domaine  j fitjjyiyj <C P t 
ce  système  est  dans  le  domaine  (1)  l'unique  satisfaisant  à  cette  con- 
dition. En  effet,  dans  le  cas  contraire,  il  existerait  deux  systèmes 
différents  de  quantités  y  satisfaisant  à  la  condition  (i)  alors  qu'on 
aurait  simultanément  fiiy'-,  x)—fi(y"i  x)  =  o,  ce  qui  entraîne- 
rait pour  S  la  relalion  o^-  S,  d'où  S  =  o  et  par  conséquent  les 
deux  systèmes  de  valeurs  des  y  ne  pourraient  être  différents. 

11  suffit  donc  de  prouver  l'existence  d'un  système  de  valeurs 
desj'  (dans  le  domaine  ^ ,  ai.i.yiy.i  <C  P  )  °lm  correspond  à  xt ,  . . .,  xn 
de  telle  façon  qu'on  ait 

/fJ.O',  x)  =  o  Ipasl,  u,   ...,  m). 

A  cet  effet,  nous  allons  montrer  d'abord  que  pour  (oui  système 
de  valeurs  des  y  pris  dans  le  domaine   7  aLjyiyj'==Pi  oa  a 

m 

(2)  ^[fiO'u  •••-.)'/«;  *t,  ■•-,  *«)|2> 

i  =  \ 

et  cehi  quelles  que  soient  le>  valeurs  des  ./•. 


(  > 
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En  effet,  supposons  qu'il  n'en  soit  pas  toujours  ainsi,  c'est-à-dire 
que,  pour  un  certain  système  yt,  .  .  . ,  y  m]  •*■»?  •  •  •  ■>  xm  on  ait  ia 
relation 


Jito 


*)J!< 


m  t-p 


les  y  satisfaisant  à  la  relation  ^aijyiyj  —  p.  Appliquons  alors  la 
formule  (i)  en  posant 

y\=yu      •  ••>      y'm  =  y»n      y\  =y*  =  •••=/»>  =  °- 

Nous  aurons 

m  m 

mo^W/^r-  •'  >|-|/<(°>  *)ll>  12^ 

ou  bien 


Or  nous  avons,  par  hypothèse, 


IX  =1 


et 

m 
(J.=:l 

par  conséquent, 

s/Q  3  /Q 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  s, 

).    \fp  2    \/^ 

nous  aboutissons  donc   à    une  contradiction.   L'inégalité  (a)  est 
niiisi  établie.  11  s'ensuit  qu'on  a,  pour  les  valeurs  des  y  satisfaisant 
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à  la  relation  s lQ-ijyi.Yj  =  p, 

m  m 

(3)  2[/'(-r"r)]2>2[-/;'(o'r)]'2' 


,  .  ,  mi2 p        ,  ,  _  inz-p 

car  le  premier  membre  est  >>  — ~-  et  le  second  est  j  — -p-  • 

Pour  un  système  déterminé  de  valeurs  des  x  arbitrairement 
cboisi  dans  le  domaine  (II),  la  fonction 

m 

prend,  en  vertu  de  sa  continuité,  sa  plus  petite  valeur  en  un  point  au 
moins  du  domaine  (1).  En  ce  point,  on  ne  peut  avoir  / 1  djjyjjj  =  p 
en  vertu  de  la  relation  (3);  par  conséquent  on  a,  en  ce  point, 
/.ai.i.Yiyj "^  P  \  i'  s'ensuit  que  toutes  les  dérivées  partielles  -r— 
s'annulent  en  ce  point,  d'où  les  m  relations  suivantes 

m 
i  =  l 

Or,  le  déterminant  fonctionnel  des  fonctions/'  par  rapport  aux  j' 
n'est  pas  nul,  on  a  donc  en  ce  point/,  —f2=. .  .  =  fm  =  o,  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

17.  Modification  des  hypothèses.  Application  du  lemme 
précédent.  —  Nous  présenterons  dans  le  présent  paragraphe  une 
application  du  théorème  précédent,  après  avoir  donné  une  forme 
particulière  à  nos  hypothèses.  Ces  hypothèses  restreintes,  dont 
nous  ne  ferons  usage  que  dans  ce  paragraphe,  sont  les  suivantes  : 

Soit  donné  le  même  système  d'équations  différentielles  que  pré- 
cédemment [voir  n"  8),  assujetti  aux  mêmes  conditions,  et  sup- 
posons l'intervalle  de  valeurs  de  /  défini  par  t  >>  t  (ou  t  arbitraire). 
De  plus,  soient  données  /  fonctions 

cp,(«i,   .  ..,  Uk,  Vi   ...,  Vl)  (1  =  1,2,...)') 

[/  et  /."  désignant,  comme  jusqu'ici,  le  nombre  des  quantités  q 
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et  pi')]  que  nous  supposerons  continues  dans  un  certain  voisi- 
nage du  point  (o,  .  .  . ,  o,  o,  .  .  . ,  o)  et  admettant  des  dérivées  par- 
tielles continues  du  premier  ordre.  Supposons  que  toutes  ces 
fonctions  œ  s'annulent  pour 

U\  =  «2  = . . .  =  It£=  V\  = . . .  =  f/=  o, 

mais  que  le  déterminant  fonctionnel  de  ces  fonctions  par  rapport 
à  v  ne  soit  pas  nul  pour  ce  système  de  valeurs.  Enfin,  réservons- 
nous  le  droit  d'imposer  d'autres  conditions  encore  au  degré  de 
petitesse  introduit  dans  le  n"  8  et  ceci  en  le  faisant  dépendre,  non 
seulement  du  tableau  des  quantités  a,  mais  aussi  de  la  nature  des 
fonctions  cp.  Déterminons  aussi,  pour  la  quantité  y.  un  degré  de 
petitesse  de  la  même  nature. 

Nous  allons  prouver  que,  si  le  degré  de  petitesse  des  quantités 
dont  il  vient  d'être  question  est  déterminé  convenablement,  on  a 
le  théorème  suivant  : 

A  tout  point  (to,,  .  .  . ,  (.)/)  d'un  certain  domaine  — cryStOp  ~, 
(où  7  est  >  o  et  ne  dépend  que  du  tableau  des  coefficients  a  et 
de  la  nature  des  fonctions  cp)  et  à  toute  valeur  /„  de  l' intervalle 
admis  correspond  un  système  de  quantités  p,  q  et  un  seul 
appartenant  au  domaine 

k  I 

|J.  =  t  V  =  1 

et  satisfaisant  aux  équations 

tpv( Pi Pk*q% qi)  =  «n       (v  =  i,  a,  ...,/) 

et  tel,  de  plus,  que  la  solution  dont  les  éléments  prennent. 
pour  t  =  £0,  ces  râleurs  p.  >/,  reste,  pour  t  >  /„,  dans  le  do- 
maine i  I).  ^/p.,/V)  8  ont  la  même  signification  que  dans  les  para- 
graphes précédents. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  d'abord  déterminer, 

à  l'intérieur  du  domaine  renfermant  le  point  (o o,  o o) 

et  où  les  hypothèses,  faites  au  sujet  des  fonctions  cp,  se  trouvent 

(')  Nous  supposons  que  les  ilcux  groupes  y  et  p  existent. 


vérifiées,  une  région  autour  du  point  (o,  .  .  . ,  o,  o, 

par  les  inégalités 

(i)  A^u^B^,        CV^V£DV 

et  un  nombre  E  >  o,  tels  qu'on  ait 


o)  définie 


00 


D  = 


dcp, 


Ocp,     ^    y  Q'fi 
dvi       —  d«p 


p 


pour  les  valeurs  des  u,  v  appartenant  au  domaine  (  i)  et  pour  celles 
des  s^  satisfaisant  aux  conditions  — E^sç^E.  Cela  est  possible 
en  vertu  de  nos  hypothèses.  On  peut  ensuite  trouver  un  nombre 
A  >  o  tel  que,  pour  ces  mêmes  valeurs  des  u,  c,  e^3  on  ait  jr\  <  A 
où  A  désigne  un  mineur  quelconque  du  premier  ordre  du  déter- 
minant D.  Posons  enfin  s  =  r-y^,  • 

Déterminons  maintenant  par  les  inégalités 
(3)  ^iu^  Pjx,        Yv=Pv=8v,        —  sSe^<s 

(  °  <C  s  =  -E)  un  domaine  situé,  en  tant  qu'il  s'agit  des  quantités  u,  v , 
à  l'intérieur  du  domaine  (i)  et  autour  du  point  (o,  ...,  o,  o,  ...  o) 
el  tel  de  plus  que  la  différence  des  valeurs  d'un  élément  de  D  en 
deux  points  du  domaine  (3)  soit  inférieure  à  e. 

Les  opérations  précédentes  n'exigent  que  la  connaissance  des 
fonctions  •$. 

Attribuons  maintenant  à  y  un  degré  de  petitesse  suffisant  pour 
que  tous  les  u,  v  du  domaine 


(4) 


2^"&<sy*.    2i/vifv 


?°Y 


(A=l 


appartiennent  au  domaine  (3). 

Nous  savons    (voir-  n°    12)   qu'à    tout*  système   de  valeurs  qK, 
Ç21   ■  •  ■  ■>  c]i  des  quantités  q,  pris  dans  le  domaine 


(5) 


2l/v|?v2! 


jBrf 


et  à  toute  valeur  de  /,  prise  dans  l'intervalle  admis  pour  /!,  corres- 
pond un  système  de  valeurs  [/>,  ] [P*]  des  quantités  p  et  un 

seul  appartenant  au  domaine 

* 
(6) 


^'V/^V 


el  tel  qu'en  prenanl  [pt] [/'*]>  ^"  •••,  cJl  Pour  système  de 

valeurs  initiales  pour  la  valeur  de  t  en  question,  on  obtient  une 
solution  restant  dans  le  domaine  (5,  6)  pour  toutes  les  valeurs 
plus  grandes  de  t.  Nous  savons  aussi  (voir  n"  13)  que  ces  quan- 
tités [/?],  considérées  comme  fonctions  des  quantités  q  el  du  para- 
mètre £,  sont  continues  dans  le  domaine  (5)  et  admettent,  dans  le 
domaine 


(7) 


y.i/v 


Vv 


des  déiivées   premières  par   rapport  aux   quantités  q  également 

continues. 

Supposons  maintenant  que  le  degré  de  petitesse  dont  nous  avons 

parlé  en  introduisant  les  hypothèses  soit  déterminé  de  façon  qu'on 

à\p] 
ait  toujours 


dq 


<  s  indépendamment  de  la  valeur  de  f.  La  pos- 
sibilité d'une  pareille  détermination  résulte  du  n°  13.  En  effet, 
quoique  nous  n'ayons  prouvé,  dans  ce  paragraphe,  que  la  possi- 
bilité,  à  l'aide  d'un  énoncé  convenable  d'hypothèses,  d'attribuer 
à[p] 
dq 


aux  quantités 


un  degré  de  petitesse  dépendant  du  tableau 
des  quantités  #,  il  est  facile  de  voir  que  cette  même  circonstance 
prouve  l'exactitude  de  notre  précédente  affirmation  puisque  s  ne 
dépend  que  de  la  nature  do  fonctions  tp  et  que  le  degré  de  peli- 
!(->->(■  dont  nous  avons  parlé  ru  posant  1rs  hypothèses  peut  dé- 
pendre, non  seulement  du  tableau  des  quantités  a.  mais  aussi  des 
fonctions  o. 

Par  un  choix  convenable  de  ce  degré  de  petitesse,  on  peut 
aussi  obtenir  que,  pour  toutes  les  valeurs  des  quantités  </  apparte- 
nant au  domaine  (  5)  et  quelle  que  soit  la  \  aleur  de  /,  on  ait 

k 


(8) 
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inégalité  dans  laquelle 

_  oN 

f9)  d°*36C*7«FlQ' 


d<fi 


\  l  I  .    2 ,     ....    t  . 


où  G  est  un  nombre  positif  supérieur  à 

u.  =  i ,  2,  ...,  /r),  pour  les  valeurs  des  «,  v  du  domaine  (3), 
N  désigne  la  plus  petite  parmi  les  quantités  dp  et  Q  la  plus  grande 
parmi  les  quantités  |/v|.  La  possibilité  d'un  pareil  choix  résulte  du 
n°  14,  en  remarquant  que  ô0  ne  dépend  que  du  tableau  des  quan- 
tités a  et  de  la  nature  des  fonctions  tp. 
Formons  maintenant  les  fonctions 

(10)  yi=<fi([pi],   ...,[p/c],  qi,    ...,  q/)  (»  =  I,  2,   .  .  . ,  /). 

Les  y  sont,  d'après  ce  qui  précède,  des  fonctions  des  quantités  q 
renfermant  en  outre  le  paramètre  t.  Elles  sont  définies  pour 
toutes  les  valeurs  des  quantités  q  dans  le  domaine  (5)  et  continues 
par  rapport  aux  q  dans  ce  même  domaine.  En  outre,  pour  toutes 
les  valeurs  des  quantités  q  appartenant  au  domaine  (7),  ces  fonc- 
tions admettent  des  dérivées  du  premier  ordre  continues  par  rap- 
port aux  quantités  q  ayant  pour  expression 

k 

dfj       dtfi       Y7  dtft  n\  pu.  |        .         r     ,  ,      ,  . 

^=^^2*^-7qT  (»■-[*]'"•  >«*  =  Mî  *!  =  *•,  »..»!«  9t). 


0\P] 


dq 


sont  •<  s,   comme  nous 


Les  valeurs   des    m,    v   qu'il    faut  substituer   dans  les  seconds 
membres  appartiennent  au  domaine  (4)  et  par  conséquent  aussi  au 

domaine  (3).  Toutes   les  quantités 
l'avons  dit  plus  haut. 

De  la  comparaison  des  quantités  —  avec  les  éléments  du  déter- 

r  n  <>qv 

minant  (2)  ,  et  de  ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  du  domaine  (3), 
il  résulte  que  le  déterminant  fonctionnel  R  des  fonctions  7,  par 

rapport  aux  variables  q,  ne  s'annule  pas,  que  le  quotient   — 

un  mineur  du  premier  ordre  du  déterminant  R  est  inférieur  à  X,  et 

que  les   valeurs  des  quantités  -p  en  deux  points  du  domaine  (7) 

dillèrent  l'une  de  l'autre  de  moins  de  £  =  rrrry 


où  P  est 
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Calculons  maintenant  les  valeurs  des  fonctions  y  pour 

gt  =  ...=  <j/=  o. 

îNous  aurons 


(il) 


t'(o)=2!Èi^]i1    (i*=i'2' 


/.- 


ii=i 


.  o, 


<foj 


"', 


où  <  j-*—  j  désigne  la   valeur   de  — —  pour    un    certain    sytème   de 

valeurs  des  m,  c  appartenant  au  domaine  (3)  et  [/>jt]o  rst  'a  valeur 

de  [yOji]  pour  ç1  =  . .  .  =  ^/=  o.  Or    )t^-(    est  <  C  par  définition 

de  C  [fo//- formule  (q  i].  Les  équations  (i  i)  nous  donnent  donc  en 
tenant  compte  de  (8) 


/*«) 


2ix*(o)i  ^^i/^i/'.r/c/^ï^ 


d'où 

(  ra) 


VWo)|;   /sy.  cr  = 


/86 


iv/7v/Q 


Introduisons  maintenant  les  quantités  <o,,   .  .  . ,  w/  appartenant  au 
domaine 

(  1 3  )  —  ery  '-  o>p  1  <ry         (  p  =  i .  •> /  i . 

On  a  alors  toujours 


2lwpl     /7''% 
P  =  « 
par  conséquent 

/  r    /  / 

VI  L  V  -  1  V        ! 


=  i/t<jlY1 


ou  bien,  ce  «pu  revient  au  même, 


(i4) 


v  =  l 


Q       - 


déterminant  R,  on  a 
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d'où  la  conclusion  suivante  :  les  /  fonctions  */v(<7)  —  wv  sont 
données  dans  ie  domaine  défini  par  les  inégalités  (5)  et  (i3),  elles 
y  sont  continues  et  admettent,  dans  le  domaine  (-),  des  dérivées 
du  premier  ordre  par  rapport  aux  q  également  continues.  En  dési- 
gnant par  R  le  déterminant  fonctionnel  de  ces  /  fonctions  par  rap- 
port aux  q  et  par  P  un  mineur  quelconque  du  premier  ordre  du 

PI 

—   <<  )>,   cette   inégalité  ayant  toujours  un 

sens  déterminé,  puisque  R  ne  s'annule  pas.  Les  valeurs  que  prend 
la  dérivée 

0  (  /.y  —  <"v  )    _    <tyv 

dq  ôcj 

en  deux  points  du  domaine  (7),  diffèrent  de  moins  de  e=  » .  .,, ■ 
Enfin  ces  /fonctions  satisfont  aux  relations  (i4)- 

Nous  avons,  par  conséquent,  en  vertu  de  théorème  du  paragraphe 
précédent,  la  proposition  suivante  : 

A  tout  système  de  valeurs  to,  pris  dans  le  domaine  (i3),  et  à 
toute  valeur  de  t  de  l'intervalle  admis  correspond  un  système 
de  quantités  q  appartenant  au  domaine  \~)  et  satisfaisant  aux 
relations 

(  1 5  )  /.v  '  7  )  =  wv         (  v  =  1 ,  2.   .  .  . ,  /  ), 

ce  système  étant  d'ailleurs  l'unique  dans  le  domaine  (5)  qui 
satisfasse  aux  équations  (i5). 

Le  théorème  énoncé  au  début  du  présent  paragraphe  se  trouve 
ainsi  démontré.  En  effet,  n  ne  dépend  que  du  tableau  des  quan- 
tités a  et  des  fonctions  cp;  par  conséquent,  le  domaine  (i3)  a  bien 
le  caractère  imposé  au  domaine  des  quantités  o>  dans  l'énoncé  du 
théorème  en  question.  Si  ensuite  on  choisit  un  système  de  va- 
leurs (0  du  domaine  (i3)  et  une  valeur  de  t,  il  existe,  d'après  ce 
qui  précède,  dans  le  domaine  (7),  un  système  de  quantités  q  satis- 
faisant aux  équations  (i5).  Si  l'on  complète  alors  ce  système  de 
quantités  q  par  le  système  />,  =  [yo,],  ...,  />/- =  [/?*],  et  si  l'on 
prend  le  système  q,  [p]  pour  système  initial  correspondant  à  la 
valeur  choisie  de  t,  la  solution  correspondante  restera  dans  le 
domaine  (5,  6)  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes  de  t.  Enfin, 
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en  vertu  de  (i5),  nous  aurons 

Xv=(Pv([/>l],  •••>  0*L  7lf  •••»  9/)         (v  =1,  »,...,  I). 

Le  système  de  valeurs  initiales  ainsi  choisi  satisfait  donc  bien  à 
toutes  les  conditions  de  notre  théorème.  Il  est  aussi  facile  de  voir 
que  ce  système  est  l'unique  système  satisfaisant  à  ces  conditions. 
En  effet,  en  admettant  l'existence  d'un  second  système  p\ ,  . ..,  p'k, 
q\.  . . .,  q't,  jouissant  des  mêmes  propriétés,  on  aurait  d'abord 

Pi  —  lPtUi  •••>         P'k=  [P*]' 

où  [/>)]',  •-.,  [/>*]'  désignent  les  valeurs  des  fonctions  [p\],  ••■■, 
[pk]  pour  q\,  . . .,  q'(e\.  la  valeur  choisie  de  t.  Nous  aurions  ensuite 

u>v=  cpv(7>'1)  ....  p'k,q\,  ...,  q))  =  ov([/>i  |',  .....  \pk]'-q\-  ...,?/)  =  //, 

(v  =l,   ...,  I) 

où  •/'.,  désigne  la  valeur  de  yv  pour  q\,  . . .,  q\  et  la  valeur  choisie 
de  t,  d'où  r/,  =  r/'|,  ...,  q/=q'/el,  par  conséquent,  aussi 

i>i]'=[/m>     •••■     [p/c]'=[pki 

Les  deux  systèmes  (yo,  q)  coïncident  donc. 

18.  Sur  quelques  équations  différentielles  contenant  des 
paramètres.  —  Soit  donné  le  système  suivant  d'équations  diffé- 
rentielles 

tt  i 

(|)  -^  =  Lt(x)  +  \i  (1  =  1,  2,   ...,») 

où  les  L, -sont  des  expressions  linéaires  et  homogènes  en xt r„. 

ayant  même  forme  que  celles  qui  figurent  dans  les  seconds  membres 
des  équations  (i)  (\\\  n"  8  et  répondant   aux   mêmes  conditions; 

les  £,  sont  des  fonctions  uniformément  continues  de  /,  .r,, /„ 

et  de  certains  paramètres  a,  'p.  ...  dans  le  domaine  défini  de  la 
façon  suivante  : 

(•2)        [.«arbitraire,"    II.  m, <  x, </»,,     III.  «  <  a  <  A,     b<p<B, 

On  suppose  aussi  que  les  Iji  restent  dans  le  domaine  (2),  entre  des 
limites  finies;  que  dans  ce  domaine  les  dérivées  -^  existent,  sont 
finies  et  continues  par   rapport  à  /,   .r,    a,   [i,  ...  et  satisfont  aux 
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conditions 


\J  n 


-=  où  x  >>  o  est  le  nombre  introduit  dans  le  n°  Il 


et  qui  ne  dépend  que  du  tableau  des  quantités  a. 

Supposons  maintenant  que,  pour  tout  système  de  paramètres 
pris  dans  le  domaine  (2,  III),  il  existe  une  solution  des  équations  (1) 
restant  dans  le  domaine  (2,  II)  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  Une 
pareille  solution  est  alors  aussi  l'unique  solution  de  cette  nature 
pour  le  système  considéré  de  paramètres,  comme  cela  résulte  du 
théorème  auxiliaire  du  n°  11.  En  effet,  soient 

iij     et     Ui-+-Vi        (i  —  (,•>..  ...,  n) 

deux  pareilles  solutions;  les  équations  (1)  donnent  alors 

dv<       1  1   \  , 
-^  =  L,(o)-t-  w,-, 


où,  en  vertu  des  hypothèses  faites, 


n  —  1 


d'où,  en  vertu  du  théorème  mentionné, 

Vt  =  vx  =  ...=  va  =  o. 

Nous  désignerons,  dans  ce  qui  suit,  par  .r,,  ,r2,  ...,  xu,  les  élé- 
ments de  la  solution  que  nous  venons  de  définir. 
En  posant 

Xi(l,  -x  -h  Aa,  [3  -i-  A(3,   . ..)—  Xi(t,  a,   [3,    .  ..  )=  z,-, 

nous  aurons 

(3'     !  ^«Li(*)  +  Ç/(*-l-*,«H-à«ip-+.Api  ...)-&(»,«,  [3,  ...) 
(  (i=  i,a,  ...,  n), 

ou  bien 

dz 

(4)  -£  =W(*)-K,- -+- S,-       (*  =  i,2,  ....  n), 


ou 


&  =  6/(*  -t-*,  «  -+-  Aa,  p  4-  Ap,  . . .  )—  6/(ar,  a  H-  Aa,  p  h    \ '- 
3/=È,(»,  a-+-Aa,  ?  4- Ap,   . . .  )  —  &(*,  a,  [3,   ...)• 
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lin  \ertu  des  hypothèses  faites,  on  a 

i+ 

Si  maintenant  nous  admettons  que  |2Fj|  a  une  limite  supérieure  d 
pour  toutes  les  valeurs  de  /.  <l  étanl  un  nombre  positif,  nous  aurons, 

en  vertu  du  théorème  auxiliaire  du  n"  11,  \zi\<^ed(i  =  1,2, "  . 

e  étant  >oet  ne  dépendant  (pie  du  tableau  des  quantités  fi. 

En  tenant  compte  des  hjpolhèses  faites,  il  résulte  de  ce  qui 
\ient  d'être  dit  que  les  fonctions  Xi(t,  a,  t3,  ...)  sont  des  fonc- 
tions uniformément  continues  de  t.  a,  (3 

Supposons  maintenant  encore  que  les  dérivées ~-(t  =  1,2 «) 

existent,  qu'elles  soient  des  fonctions  continues  de  /,  x,  a,  [3,  .... 
et   qu'elles    soient    comprises  entre   des  limites  finies.   Soit,   par 

nple,   —\  <*  G.    En  supposant  A3  =  ...  =  o  et   A?     o,   on   a 


ipie, 


il, 


|$,-(.r,  «-t-àa,  p,  ...  )-&(*,  a,  (3,  .  .  . ,  )|<  G|  A  a|. 

Donc,  dans  ce  cas 

|zt|<eG|A«|, 

<  eG. 


Posons 
Nous  aurons  alors 


1-  =  fi, 
Aa 


V 

p=l 


\  cÀr0        0xa 


à\i      ,  %i 


où  — -  et  — -  désignent  respectivement  les  valeurs  de  —  et  —  pour 

^(i-t-  °<*V  ^ai  a-i-  G,Aa        ((tas  i,a,  ...,n;o<  &/<  1  ). 

Considérons  maintenant  une  suite  de  quantités  Aa  non  nulles 
et  tendant  vers  zéro  et  la  suite  de  systèmes  correspondants  de 
valeurs  des  v.  Ces  systèmes,   formés  pour  une  valeur  déterminée 
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t0    de    t,    doivent    avoir     un    point    d'accumulation    puisqu'on   a 
toujours  \v\  <  eG. 

Cela  posé,  considérons  le  système  suivant  d'équations 


(„      % _MB)+2^-,+g    (.-=.,-...,»), 


où  le3   -r2i  et  -^  sont  considérées  comme  fondions  de  t,  a,   S,  .... 
qu'on  obtient  en  remplaçant  xt,  . . . ,  xH  par  les  éléments 

Xi(t,  «,  p,  ...)        (t  =  i,  2,   ...,  n) 
de  la   solution  dont  il  a  été  question    plus    haut,    ce  qui   donne 


nr 


-~-  et  —  des  fonctions  continues  de  t,  a,  (ï, 


d;Tp        o% 


p  — —  comme  nous  l'avons  vu  au  début  du 


po 

Une  solution//,,  u-2,  .  .  .,  U/i  de  ces  équations  restant  entre  des 
limites  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  t  sera  l'unique  solution  de 
cette  nature  pour  chaque  système  particulier  de  paramètres.  Cela 

résulte  de  la  relation   — 

dx 

présent  paragraphe. 

Considérons  maintenant  la  solution  U  des  équations  (6)  dont 
les  éléments  ont  pour  valeurs  initiales  pour  t=t0  les  coordonnées 
du  point  d'accumulation  déterminé  plus  haut  (').  D'après  ce  qui 
précède,  on  peut  trouver  des  systèmes  v  aussi  voisins  qu'on  veut  du 
système  de  valeurs  initiales,  pour  £  =  tQ,  de  U  et  correspondant  à 
des  valeurs  aussi  petites  qu'on  voudra  de  |  Aa j . 

Or  en  tenant  compte  de  la  relation  \v\  <  eG  et  de  la  continuité 
des  dérivées  des  fonctions  £,  nous  voyons  qu'en  choisissant  |  Aa  j 
suffisamment  petit  on  peut  rendre  la  valeur  absolue  des  deux  der- 
niers termes  de  .v  aussi  petite  qu'on  voudra,  du  moins  pour  un 
intervalle  fini  mais  d'ailleurs  aussi  grand  qu'on  voudra  de  t.  11 
s'ensuit  (-)  qu'en  choisissant  un  intervalle  fini  quelconque  de/,  on 


(')  Celte  solution  s'élend  à  toutes  les  valeurs  de  t.  Si  l'on  ne  peut  considérer 
celte  remarque  connue  conséquence  immédiate  des  théorèmes  connus  de  la  théorie 
des  équations  différentielles  linéaires,  on  la  déduira  facilement  des  considérations 
du  Chapitre  I.  Nous  n'insisterons  pas  davantage,  ayant  rencontré  des  cas  ana- 
logues dans  ce  qui  précède. 

(')    Voir  Lemme,  Cliap.  1,  §  I. 
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peut  trouver  un  système  v  restant,  dans  cel  intervalle,  aussi  voisin 
(ju'on  veut  de  la  solution  L.  11  en  résulte  que  les  éléments  de  L 
satisfont  pour  loules  les  valeurs  réelles  de  t  à  la  condition  \u\  <  eG. 
En  effet,  si  jamais  on  avait  |«p|>eG,  où  p  est  un  des  indices 
1,2,  ...,«,  on  pourrait  trouver  un  système  v suffisamment  voisin 
de  U  pour  qu'on  ait  aussi  |ep|  >■  eG,  ce  qui  est  impossible. 

La  solution  U  reste,  d'après  ce  qui  précède,  entre  des  limites 
finies  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  Or  cette  propriété  définit  com- 
plètement la  solution  des  équations  (6)  pour  un  système  de  valeurs 
données  des  paramètres  a,  3.  ....  Par  conséquent  il  existe  un  seul 
point  d'accumulation,  autrement  dit  quand  Aa  tend  vers  zéro  les 
valeurs  des  v  formées  pour  t  =  t0  tendent  vers  des  limites  parfai- 
tement déterminées  et  indépendantes  de  la  façon  dont  Aa  tend  vers 
zéro.  Ces  valeurs  sont  celles  des  éléments,  pour  t  =  t0,  de  la  solu- 
tion U  que  nous  venons  de  définir. 

En  répétant  les  mêmes  raisonnements  pour  3,  etc.,  nous  aurons 
le  théorème  suivant  :  Les  x  considérées  comme  fonctions  de  t, 

a,    8,    ...,    admettent  des  dérivées  —,  -^,  ••••    Ces  dernières 

s'obtiennent  à  l'aide  de  celles  des  solutions  des  équations  (6) 

(et    d'équations    analogues)    qui    restent    entre    des    limites 

finies  (  '  ). 

Si  de  plus  les  dérivées  -£>  -À,  •  •  •>  —  sont  des  fonctions  unifor- 
1  dz    dp  ox 

mément  continues  de  x,  t,  et,   (3,   .  .  . ,  on  pourra  répéter  sur  les 

équations  (6)    et   les  équations  analogues  les  raisonnements   du 

début  du  présent  paragraphe,  et  en  conclure  que  les  u  ou  —  > 
-£  >  •  •  •  >  sont  des  fonctions  uniformément  continues  de  t,  a,  (3,  .... 

De  même  si  les  £  admettent  des  dérivées  du  second  on  Ire  par 
rapport  à  #,  a,  J3,  .  .  . ,  et  si  ces  dérivées  sont  des  fonctions  unifor- 
mément continues  de  x,  t,  a,  3,  .  .  . ,  et  restent  comprises  entre 
des  limites  finies,  il  résulte,  de  l'application  du  théorème  démontré 
plus  haut  aux  équations  (6)  et  analogues,  que  les  x  admettent  aussi 


(')  Pour  tout  système  admi-  des  paramètres,  les  équations  (6)  ont  une  solu- 
tion déterminée  restant  entre  des  limites  finies.  Cela  résulte  immédiatement  des 
considérations  précédentes.  Ces  dernières  montrent  aussi  que  les  éléments  d'une 
pareille  solution  satisfont  aux  relations  |«|<eG. 
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des  dérivées  du  second  ordre  par  rapport  à  a,  [3,  ...  ;  que  ces  déri- 
vées sont  des  fonctions  uniformément  continues  de  t,  a,  (S,  ... 
et  sont  comprises  entre  des  limites  finies.  D'une  manière  générale 
si  les  hypothèses  correspondantes  sont  vérifiées  pour  toutes  les 
dérivées  des  ç  jusqu'à  l'ordre  v  inclusivement,  les  x  admettent 
des  dérivées  par  rapport  à  a,  (3,  .  .  . ,  jusqu'à  l'ordre  v  inclusi- 
vement et  ces  dérivées  sont  toutes  des  fonctions  uniformément 
continues  de  t,  a,  (3,  .  .  . ,  et  restent  entre  des  limites  finies. 


CHAPITRE  III. 

SOLUTIONS   REPRÉSENTABLES   A    L'AIDE    DE    SÉRIES   TRIGONOMÉTRIQl'ES. 

19.  Première  méthode.  —  Soit  donné  le  système  d'équations 

(0  -gj- =  **(*) +  5*        (i.=  1,2,  ...,  n) 

où  les  Lj  sont  les  mêmes  expressions  linéaires  et  homogènes  en  a: 
que  celles  qui  figurent  dans  les  équations  (  i  )  du  n"  8,  les  £,•  sont 
des  fonctions  de  xt,  x2,  .  .  . ,  x„,  t  données  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  t  et  pour  les  valeurs  des  x  appartenant  à  un  certain 
domaine  I  défini  par  des  conditions  du  type  :  Oi<ixi<ibi  ou 
Xi^>  ai  ou  Xi<^bi  ou  Xi  arbitraire.  Supposons  aussi  que  les  déri- 
de •  /»  >  i  i-  •  àt  _  x  , 
vees  -r^  existent  et  satisfont  a  la  condition  —  -p  — =  ou  x  est  le 
ox                                                                              dx  ^  Jn 

nombre  défini  au  n°  11.   De  plus,  supposons  que  les  £,   sont  les 


résultats  de  la  substitution  u,=  —  >  •••>  um=  —  dans  certaines 

fonctions  p»(#,  U(,  .  .  .,  ///„)  données  pour  toutes  les  valeurs  des  x 
du  domaine  I  et  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  u  comme  fonc- 
tions uniformément  continues  des  x  et  des  u,  périodiques  par  rap- 
port aux  «,  de   périodes  égales  à  l'unité,   a,,    ...,  a„,   sont   des 

nombres  non  nuls  et  tels  qu'entre  les  -  il  n  existe  aucune  relation 

1  a 

linéaire  et  homogène  dont  les  coefficients  soient  des  nombres 
entiers. 

Supposons  enfin  qu'il  existe  une  solution  des  équations  (i)  ro- 
tant pour  toutes  les  valeurs  de  t  dans  le  domaine  défini  par  les  iné- 
galités Y/<#/<  pi  etinlérieur  au  domaine  1.  Des  considérations  du 
xxxvin.  7 
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n°  H  il  résulte  alors  qu'il  n'existe  aucune  autre  solution  (différente 
de  la  précédente)  qui  reste,  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  dans  le 
domaine  I  et  entre  des  limites  finies.  Nous  désignerons,  dans  ce 
qui  suit,  par  x{,  x2,  .  .  . ,  xn  les  éléments  de  la  solution  que  nous 
venons  de  définir. 

Cela  posé,  les  fonctions 

yi=  Xi(t  -+■  t)         (i  =  i  ,2,  .  . . ,  n\  x  =  const.) 
satisfont  aux  équations 

(2)  ^=M7) +  £,(*  +  -,  7) 

où  \i  se  déduit  de  p/(jK,  ut  -f-  '—  >  •  •  •>  um-\ J  parla  substitution 

t  t 

(*  i  —   —  »   •  •  •)  U/n  =    • 

Remarquons  qu'on  peut  remplacer—,  •••,  — -  par  des  nombres 
^i,  .  .  . ,  Vm  différant  respectivement  des  précédents  de  nombres 
entiers,  ce  que  nous  exprimerons  par  les  symboles  suivants 


Rappelons  maintenant  le  théorème  suivant  (')  :  Étant  donnés 
m  nombres  a,,  .  .  .,  a,„  tels  qu'entre  leurs  inverses  il  n'existe 
point  de  relation  linéaire  homogène  à  coefficients  entiers  et 
m  nombres  arbitraires  M{,  M2,   .  •  . ,  &m  on  peut  trouver  un 

nombre  t  tel  que  les  différences  —  —  M, , M2,  •■•,  — Mm 

diffèrent  d'aussi  peu  qu'on  tondra  de  nombres  entiers. 

Remarquons  en  passanl  que  cette  proposition  dérive  du  théo- 
rème suivant  plus  général  :  Etant  données  m  (m  -+-  i)  quantités 

aj,     a},      a\,     ...,    a}n, 
al.     a?,      a!.      ....     ah. 


(')   Voir  mon  Mémoire  Ucber  die  Darstellung  von  Functionen  einer   Varia 
beln  durch  trigonomelrische  Reihen,  ...,  p.  8. 
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telles  qu'il  n'existe  point  de  relation  linéaire  homogène  à  coef- 
ficients entiers  entre  les  m  déterminants  du  tableau 


et,  d'autre  part,  m  nombres  Jl,,  M.2,  .  .  .,  Mm  arbitrairement 
choisis,  on  peut  trouver  m  -+- 1  nombres  entiers  n0,  n, ,  n2,  . . . ,  nm 
tels  qu'on  ait 


n0aj  -+-  n{a\  -+-  n%a\  -t- 
nç>al  -+-  nxa\  ■+■  n2a}  -t- 


=•1) 

£2, 


^o«o  ■+"  ni  aT  -*-  ni  ai  -+-•••■+■  nm  a', 


&, 


où  les  s  sont  aussi  petits  qu'on  voudra.  Pour  démontrer  ce  théo- 
rème on  peut  le  ramener  à  des  propositions  établies  dans  mon 
travail  mentionné  plus  haut.  11  est  inutile  de  donner  ici  cette 
démonstration. 

Il  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  dit  que  les  systèmes  de  quan- 
tités et,  .  .  . ,  vm  définies  par  les  relations 


forment  ('),   quand  ~  varie,   une  multiplicité    ayant    pour   point 
d'accumulation  tout  point  défini   par  m  coordonnées  arbitraires 

Mt,M2,  ...,  JL(2)- 

Remarquons  ensuite  qu'on  a,  pour  tous  les  e, 

|p,(o?  +  *,  v)  —  Çi(x,  P)l<!*t  /  2*1* 

y  ia=i 

si  les  x  4-  z  et  les  x  appartiennent  au  domaine  I.  En  effet,  si  les 
quantités  v  forment  un  système  de  première  catégorie  (:i),  cette 


(')  Nous  appellerons  ces  systèmes  v  systèmes  de  première  catégorie. 

(2)  Il  n'est  pas  nécessaire  que  ce  point  fasse  partie  de  la  multiplicité  en  ques- 
tion. 

(3)  Voir  la  note  (')  précédente. 
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relation  découle  directement  des  hypothèses  faites  au  début  du 
présent  paragraphe.  Dans  le  cas  où  les  quantités  v  forment  un 
système  différent,  la  relation 


\pi(x-t-z,  v)  —  pi(x,  v)\  >-'■{/  2*& 

ne  peut  avoir  lieu  non  (dus,  car  si  cette  relation  était  vérifiée  pour 
un  certain  système  de  quantités  e,  on  pourrait  trouver  des  sys- 
tèmes v  de  première  catégorie  aussi  voisins  qu'on  voudrait  du  pré- 
cédent et  pour  lesquels  on  aurait,  d'après  ce  qui  précède, 


|pt-|  x       :■-  v)  —  p 


d'où  contradiction  par  suite  de  la  continuité  uniforme  des  fonc- 
tions p.  On  a  donc  aussi,  pour  toutes  les  valeurs  des  //,  la  relation 

n 
\pt(X-hZ,   U)—  p,-(.r,    U)|f  X^|S|t|. 

(1=1 
Formons  maintenant  les  équations  suivantes 

(3)  ^s^mJ  +  t^O        (t  =  i,  a,  ..., /i), 

où  les  fonctions  r,,  sont  données  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et 
pour  les  valeurs  des  u  appartenant  au  domaine  I„  obtenu  en  rem- 
plaçant x  par  (t)  dans  la  définition  du  domaine  1,  ces  fonctions 
étant  les  résultats  de  la  substitution 

t  t 

U\  —    —  j  •  •  •  i  U,„  —    

dans    le>    fonctions   ?,((<>,   Ut  -f-  V{ Um+  Vm)  OÙ   r, Vm 

si>ni  do  nombres  quelconques. 

Quelles  que  soient  les  valeurs  de  r,,  .  .  .,  Vm  dans  les  équa- 
tions (3)  il  existe  toujours  des  systèmes  v  aussi  voisins  qu'on  veut 
du  précédent  el  pour  lesquels  les  équations  (3)  admettent  une 
solution  s'étendanl  à  toutes  les  valeurs  de  /  et  restant  dans  le 
domaine  Y{<  <>>j<  (3/ (('-==  l  j    •••>    ")   puisqu'une    pareille    solution 
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existe  pour  tout  système  v  de  première  catégorie,  comme  cela 
résulte  des  remarques  relatives  aux  équations  (2). 

Il  s'ensuit  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  v, ,  .  .  . ,  vm,  les 
équations  (3)  admettent  une  solution  s'étendant  à  toutes  les 
valeurs  de  t  et  restant  dans  le  domaine  V/^tOi^  pi- 

Pour  démontrer  cette  proposition  choisissons  une  suite  de  sys- 
tèmes v  de  première  catégorie  S(,  S2,  S3,  .  .  . ,  tendant  vers  le  sys- 
tème V  donné.  A  chacun  de  ces  systèmes  Sp  faisons  correspondre 
la  solution  lp  jouissant  des  propriétés  qui  viennent  d'être  rap- 
pelées. Les  systèmes  de  valeurs  que  prennent,  pour  une  valeur 
arbitrairement  choisie  t0  de  £,  les  éléments  10  de  ces  solutions  ont 
au  moins  un  point  d'accumulation  (0°,  to",  ...,  10°  dans  le 
domaine  Yt<Wt'<Pi«  Conservant  dans  les  équations  (3)  pour  les 
quantités  v  les  valeurs  du  système  V,  déterminons-en  la  solution  A 
dont  les  éléments  aient  pour  valeurs  initiales  w°,  . . . ,  10°  pour  tz=t0. 
En  tenant  compte  de  la  relation 

n 

\p,(x  +2,  u)  —  pj-(a?,  u)\  5  x^J^I, 

nous  voyons  qu'une  telle  solution  existe,  du  moins  pour  un  certain 
intervalle  de  valeurs  de  /  renfermant  l0. 

Ces  mêmes  relations  nous  permettent  d'affirmer,  d'après  le  Cha- 
pitre I,  que  si  la  solution  X  ne  s'étend  pas  à  toutes  les  valeurs  de  t 
en  restant  en  même  temps  dans  le  domaine  Vi'<  w*'<  [Jii  on  peut 
trouver  une  valeur  /,  de  /  telle  que  cette  solution  s'étende,  entre 
autres,  à  l'intervalle  /„,  t{  inclusivement  et  soit  pour  l  =  tt  en 
dehors  du  domaine Y/<<o,-<(3/.  Or  cela  ne  peut  avoir  lieu.  En  effet, 
on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  trouver  des  solutions  \ ,,  aussi 
voisines  qu'on  \eut  de  ),  pour  /  =  t0  et  correspondant  à  des  sys- 
tèmes Sp  aussi  voisins  qu'on  veut  du  système  V.  On  peut  donc 
(voir  Chap.  1,  n"  I  )  trouver  une  solution  \p  qui  reste  aussi  voisine 
qu'on  veut  de  \  dans  tout  l'intervalle  t(),  tt  et,  par  conséquent, 
parmi  les  solutions  1^,,  il  y  en  aurait  qui  seraient  pour  t  =  t{  en 
dehors  du  domaine  Yj-5î  (0/^  {3/,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  les 
propriétés  des  solutions  lp  :  donc,  en  définitive,  la  solution  À  existe 
pour  toutes  les   valeurs  de  /  et  reste  dans  le  domaine  Yi'< wi< $i- 

Deux  solutions  de  cette  nature  pour  les  équations  (3)  corres- 
pondant à  deux  systèmes  différents  de  quantités  v  diffèrent  aussi 
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peu  qu'on  voudra  l'une  de  l'autre  pourvu  que  les  deux  systèmes  v 
diffèrent  assez  peu  entre  eux.  Cette  proposition  esi  une  consé- 
quence immédiate  du  théorème  auxiliaire  du  n"  11,  étant  donnée  la 
continuité  uniforme  des  fonctions  p  et  les  relations 


\ç>i(x  -+-  z,  u)  —  ?i(x,  k)]<x 


u  =  1 


Il  existe  par  conséquent,  pour  tout  système  v  arbitrairement 

choisi,  une  solution  des  équations  (3)  et  une  seule  définie  pour 
toutes  les  valeurs  de  t  et  restant  dans  le  domaine  *f/<a>/<  fi/.  Nous 
désignerons  les  éléments  de  cette  solution  par 

o)i(t,  vu  . . .,  vm)        (i=  i,  ...,«). 
Posons  maintenant 

Ci  =  tai(t  •+-  T,  Pi,  .  .  .,  Vm) 

où  t  désigne  un  nombre  quelconque.  Nous  aurons 

1  '  777  =  L'(ff)  +  P'(  ff>  ~^__l"  P|'  •••'  "^7  +  Vm)      (t  =  I»2>  ■•■i  '"■ 
La  comparaison  des  équations  (3)  et  (4)  conduit  aux  relations 

(   m  u>/(*4-T,  Pi,  . .  .,  P«i  ;  =  to,  (  t,vt  -\ ,  •  •  • ,  vm  -\-  —  ) 

d'où 

( 6 )  w,(  /,  o,   ...,  o )  =  to,-  (  o,  —,..•,  —  )  • 

Or  les  io/(/,o,  ...,  o)  ne  sont  évidemment  autre  chose  que  les 
éléments  Xi  de  la  solution  des  équations  (i);  donc 

(7)  a?/(<)=  »/(o,  — »  ■■•>  - 

\       a,  a 

D'autre  part,  les  fonctions  to/(o,  p ,   vm)  sont,  d'après  ce 

que  nous  avons  vu,  «les  fonctions  continues  de  vt vm  pour 

toutes  les  valeurs  des  pet,  par  définition,  des  fonctions  périodiques 
par  rapport  aux  p,  de  périodes  égales  à  l'unité. 

On  peut  di me  dé\  rloppcr  cliacmir  des  fonctions  Wf(o,  c, r„,  ) 
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(8)  Cl>/i   -+-  O)/.,  -+-  W,3  ■+■..., 

chacun  des  termes  (i>/„  étant  une  fonction  entière  et  rationnelle 
des  expressions 

cos'îTït'M,     sinîTïPp,         (fi  =  1,2,  .  . . ,  m). 

Il  s'ensuit  que  les  éléments  Xi(t)  de  la  solution  définie  plus 
haut  peuvent  être  développés  en  séries 

xt(t)  =  xn  -+-  xn  -+-a?/a  -h. . . 

uniformément  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  dont 
chaque  terme  est  une  fonction  entière  et  rationnelle  des 
expressions 

COS  (  271  —   )  i       Sin  (  2  7T  —   )  (  U.  =   1,2,   .  . . ,  m). 

\      a\>J         \     *\>J 

20.  Seconde  méthode.  —  On  peut  simplifier  considérablement 
la  démonstration  du  précédent  paragraphe  et  modifier  les  hypo- 
thèses en  se  fondant  sur  les  propositions  établies  dans  mon  travail 
cité  plus  haut. 

Conservons  les  hypothèses  faites  dans  le  précédent  paragraphe 
avant  V introduction  des  fonctions  p  et  remplaçons  les  hypo- 
thèses qui  suivent  par  les  suivantes  :  A  tout  nombre  d  >>  o  on 
peut  faire  correspondre  un  nombre  s  ^>  o  tel  que 

\li{x,  t  -+■  T)  —  5,(07,01 

reste  toujours  inférieur  à  d  si  —  »  — >  ...,-—  diffèrent  de  nOm- 
Cl  l     ou  <xm 

bres  entiers  de  moins  de  e.  Supposons  ensuite  qu'il  existe  une 
solution  restant  pour  toutes  les  valeurs  de  t  dans  le  domaine  I  et 
entre  des  limites  finies;  désignons  par  x{,  x^  . ..,  xn  les  éléments 
de  cette  solution. 
Posons  maintenant 

Xi(t  -t-  T)  —  X{(t)  =  Z{ 

(')   Voir  mon  travail  mentionné  plus  haut,  p.  i3. 
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où  t  désigne  d'abord  une  constante  arbitraire.  Nous  aurons  alors 

dz;       ,    . 

~^  =  LtU)-*-li(x-i-z,  t  +  z)  —  £,(*,* -+-x)-|-£,(a?,  f-t-x)  —  \t{x,  t 

(i=  1,3,  ...,«). 
En  posant 

«/  =Ç/(a?,  t-+-x)—  \i(x,  t);        vi  =  h(x-i-z,  t  +  x)—  &(a?,  f-4-t), 
nous  aurons 


Si  maintenant  on  a 

|«/|  <  8  >o        (i  =  r,  ?.,...,  n) 

pour  une  certaine  valeur  de  t  et  pour  toutes  les  valeurs  de  /,  il 
s'ensuivra,  d'après  le  n°  11,  que 

|s,|  <  e  o         (»  =  i,  3,  ...,  n) 

où  la  quantité  positive  e  ne  dépend  que  du  tableau  des  quantités  a. 
Il  s'ensuit  qu'à  tout  nombre  D  >>  o,  on  peut  faire  correspondre 
un  nombre  E  >  o  tel  qu'on  ait 

|a?/(*-+-T)  —  X((t)\  <D  (l'sa  i,  i,    ...,  /»), 

si  —,—>...,  —  diffèrent  de  nombres  entiers  de  moins  de  E. 
K]     a,  a,„ 

Par  conséquent  ('),  les  fonctions  Xi(t)  sont  développables  en 

séries  trigonomélriques 


chaque  terme  étant  fond  ion  entière  et  rationnelle  de 

C0S(2%)        et        ^("ç)        (»—".—.«) 

et  la  série  uniformément  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  /. 

Enfin,  indiquons  encore  une  modification  des  hypothèses.  Nous 

avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que,  pour  toutes  les  valeurs 

de  I  et  pour  les  valeurs  admises  des  .r,  on  pouvait  rendre  la  quan- 


(')    Voir  mon  travail  cité  plus  haut,  p.  3. 
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tité  \^(x,  t  -h  ~) —  ;(#,  ^)|  aussi  petite  qu'on  voudrait,  à  condi- 
tion de  choisir  —  >  •  •  •»  —  suffisamment  voisins  de  nombres  entiers. 

Cette  hypothèse  est  vérifiée  par  la  fonction  ç,  si  l'on  peut  les  déve- 
lopper en  série  gt  +  g-,  -+-  gz  +•  •  •  qui  serait  uniformément  con- 
vergente pour  toutes  les  valeurs  de  £  et  pour  les  valeurs  admises 
des  x    et  dont   chaque    terme    serait   une    expression    entière    et 

rationnelle  en  cos(27t —  )  et  sin/arc — )>  à  coefficients  fonctions 

des  x  seulement.  On  suppose  que  la  fonction  \  reste  entre  des 
limites  finies  (cela  résulte  d'ailleurs  de  nos  hypothèses  si  I  est  un 
domaine  fini). 

Pour  le  prouver,  choisissons  un  nombre  d  >>  o  quelconque  et 
déterminons  un  nombre  N  tel  qu'on  ait 

d 

4 

ce  qui  est  possible,  d'après  ce  qui  précède.  Ecrivons  ensuite  la 
somme  g{  -+-  ^a+. . . H-  g"N  sous  la  forme 

G  =  "^Acosaf  -t-^B  sinBf 

où  les  a  et  3  sont  des  sommes  des  termes  du  type  v  — -  (v  entier  ) 

et  les  A  et  B  sont  fonctions  des  x.  De  plus,  on  a  a>o,  3  >>  o  et 
tous  les  a  sont  différents  entre  eux,  ainsi  que  les  3.  ç  restant 
entre  des  limites  finies,  il  en  est  de  même  de 

G  =  ffi-hfft-h..  .+  fn. 

Désignons  maintenant  par  a   une  des  quantités  y.  et  formons 
l'expression 


U 


G  cos at  dt. 


Cette  expression  tend  évidemment  vers  mie  limite  déterminée  si 
t  tend  vers  -+-00,  les  x  étant  considérées  comme  constantes.  Cette 
limite,  dans  le  cas  a  =  o,  est  égale  au  coefficient  du  terme  de  G 
qui  contient  cosat  et,  dans  le  cas  a  >  o,  est  la  moitié  du  coeffi- 
cient correspondant. 

De  même,  en  désignant  par  b  une  des  quantités  [3  et  formant 


-  10G  - 
l'expression 

'   r' 

I     G  sin  bl  dt, 

on  remarquera  que,  lorsque  t  tend  vers  -+-  oo,  cette  expression 
tend  vers  une  limite  égale  à  la  moitié  du  coefficient  de  sin(3l 
dans  G.  La  somme  G  restant  entre  des  limites  finies,  il  en  est  de 
même  des  limites  que  nous  venons  de  définir  et,  par  conséquent, 
aussi  des  fonctions  A,  B  pour  toutes  les  valeur-,  admises  des  x. 
Nous  avons  maintenant 

\\(x,  /  +  -)  —  £(>,  t)\  <  I  ^A[cosg(<-f-T)—  cosaf] 

+    yB[8inP((  +  T)-sin3«]    h 

Or,  on  peut  rendre  les  quantités 

|cosa(< -t- x) —  cosa^|         et         |sin  (3(7 -t- t)  —  sin3/| 

aussi  petites  qu'on  voudra  pourvu  que  les  quantités   "  diffèrent 

suffisamment  pou  de  nombres  entiers,  ce  qui  résulte  immédiate- 
ment de  la  forme  des  x  el  [J,  ci  comme  de  plus  les  quantités  A  et 
B  sonl  comprises  entre  fies  limites  finies,  il  s'ensuit  que  le  pre- 

mier  terme  du  second  membre  peut  être  rendu  inférieur  à  -  pour 
toutes  les  valeurs  de  /  et  pour  les  valeurs  admises  des  x. 
L'exactitude  de  notre  remarque  est  donc  évidente. 

21.  Type  'le  séries  employées.  —  Reprenons  les  hypothèses 
du  n"  11)  el  supposons  de  plus  (pic  les  fonctions  :  l  ./•,  u)  admettent 
des  dérivées  par  rapport  aux  //  et  aux  ./•  jusqu'à  un  certain  ordre  v 
inclusivement,  et  que  ces  dérivées  soient  des  fonctions  continues 
pour  toutes  les  valeurs  des  //  et  pour  les  valeurs  admises  des  x. 

(  )n  a  é\  idemment  ion  jours 


X 

<  — 


\/n 


l'ouï-   les  points  //  de  première  catégorie,  cette  relation  résulte 
immédiatement  do  hypothèses,  Je  dis  de  plus  qu'en  tout  autre 
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point  u,  l'inégalité  \~-   >>  — "—  ne  peut  être  vérifiée  non  plus.  En 

r  '  °  \dx        y/n        l  i 

effet,  si  cette  inégalité  était  vérifiée  en  un  certain  point  (x,  u)  elle 
le  serait  aussi   aux  points  suffisamment  voisins  de  celui-ci,  par 

suite  de  la  continuité  de— *->  et  ceci  est  incompatible  avec  le  fait 

que,  dans  le  voisinage  aussi  rapproché  qu'on  voudra  de  tout 
point  (x,  u),  on  peut  trouver  des  points  pour  lesquels  les  u 
forment  un  système  de  première  catégorie. 

Portons  maintenant  de  nouveau  notre  attention  sur  les  équa- 
tions (3)  du  n"  19  et  définissons  des  domaines  pour  les  quantités  u 
et  v.  Soit  Q  un  domaine  de  variabilité  des  quantités  co,  défini  par 
les  inégalités 

T,<  w,- <  B/        (i  =  i,  .  . .,  n), 

ses  limites  étant  choisies  de  façon  qu'il  contienne  le  domaine 

et  qu'il  soit  (limites  comprises)  à  l'intérieur  du  domaine  la-  Appe- 
lons V  le  domaine  des  quantités  v,  défini  par  les  inégalités 

Mpt<P|1<N(1        (|i  =  i,  a,  ...,  m) 

avec  la  condition  |Mu. —  N|j.|>  i.  Les  équations  (3)  du  n°  19  rem- 
plissent alors,  relativement  au  domaine  Ù,  V,  t  arbitraire,  des 
conditions  analogues  à  celles  que  les  équations  (i)  du  n°  18  rem- 
plissent relativement  au  domaine  (2)  du  même  paragraphe.  Les 
quantités  v{ ,  . . .,  vm  jouent  le  rôle  de  paramètres. 

Nous  avons  donc,  relativement  aux  fonctions  désignées  dans 
le  n"  19  par  io,(£,  v{,  . . . ,  vm),  la  proposition  suivante  :  Les  fonc- 
tions o>,  sont  uniformément  continues  pour  toutes  les  valeurs 
de  t  et  des  v\  elles  admettent  des  dérivées  par  rapport  aux  v 
jusqu'à  l'ordre  v  inclusivement,  lesquelles  sont  aussi  des  fonc- 
tions uniformément  continues  de  t  et  des  v  et  restent  entre  des 
limites  finies  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  des  v. 

Remarquons  que  cette  proposition  s'établit  pour  les  valeurs 
des  v  appartenant  au  domaine  V  et  s'étend  ensuite  à  toutes  les 
valeurs  des  v  grâce  à  la  périodicité  des  fonctions  a>/. 

En  particulier,  les  fonctions  w/(o,  v{ vm  I  ont  des  dérivées 

par  rapporl  am  v  jusqu'à  l'ordre  v  inclusivement.  Elles  sonl  uni- 
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formémenl  continues  pour  toutes  les  valeurs  des  v  et  périodiques 
de  périodes  égales  à  l'unité.  Si  v>2/n  ('),  on  peut  développer 
les  fonctions  w/(o,  p(,  ....  v,„)  eu  séries  trigonométriques  abso- 
lument et  uniformément  convergentes  pour  toutes  les  valeurs 
des  v.  Ces  séries  ont  la  forme  de  séries  de  Fourier  à  plusieurs 
variables,  chaque  terme  étant  de  la  forme 

A  C0S2ir(v!  <'i  -t-  Tj]  )cos2ic(v2t>2  -t-  'rj  -2  )  . .  .  ros2-i'vmi„,-(-  7 

où  les  v  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  nuls  et  les  r,  =  o  ou  -  • 

-i 

Les  relations  Xi(t)  =  u>{-(o,  —  >   •••>  - — )  montrent  alors  qu'on 
peut  développer  les  Xi(t)  en  séries  trigonométriques  du  type 

\    A  C0S21t(v,  —  -t-  T)jJ  .  .  .  COS27th/„,  - h  l\m\, 

absolument  et  uniformément  convergentes  pour  toutes  les -valeurs 
de  t.  Ces  séries  se  déduisent  des  précédentes  par  la  substitution 


Les  nouvelles  hypothèses  introduites  au  début  du  présent  para- 
graphe peuvent  elles  aussi  être  modifiées  en  partant  d'une  propo- 
sition généralisant  les  considérations  de  la  page  19  de  mon  travail 
mentionné  plus  haut.  Cependant,  comme  la  démonstration  de 
cette  proposition  est  relativement  longue  et  m'entraînerait  à  des 
recherches  d'un  caractère  tout  différent  de  celles  qui  précèdent, 
je  préfère  ne  pas  exposer  ici  la  modification  en  question. 

22.  I>u  théorème  relatif  aux  équations  différentielles  du 
Chapitre  III.  -  ^ < > u -.  ferons  dans  ce  paragraphe  une  remarque 
relative  aux  équations  (1)  du  n°  19.  Soient  donc  données  les  équa- 
tions 

dx 

(1)  -jj-  -    L/i  a?  1   :   ;,i  x,  t)        (i  =  1,  2, n  i. 

Nous  supposerons  remplies   \c>  conditions  posées  dans  le  n"  19 


(')  Bornons  hou-,   jci  .1  celle  condition  qu'il  sérail  probablement  possible  de 
.User  sous  certains  rapports.  Voir  mon  travail  mentionné  plus  haut)  p« 
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avant  l'introduction  des  fonctions  p.  Supposons  ensuite  qu'il  existe 
une  solution  [j?]  donnée  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  restant 
toujours  entre  des  limites  finies. 

Soient  maintenant  *it(#,  t)  (i'=i,  .  .  .,  n)  n  fonctions  des  x 
et  de  t  données  pour  toutes  les  valeurs  des  x  du  domaine  I  et  pour 
l'intervalle  de  t  défini  par  l'inégalité  t  >>  t,  où  t  est  un  nombre 
déterminé.  Supposons  que,  quelle  que  soit  la  quantité  arbitraire  d, 
on  ait,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  t,  |r,|  ■<  d  et  cela 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  x. 

Formons  maintenant  les  équations 

(•2)        ^  =L/(.r)-H*(.r>  *)  ■+■*)/( .?>  *)       (t'  =  i,  a,  ...,  n). 

S'il  existe,  du  moins  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  /, 
une  solution  [y]  de  ces  équations  restant  entre  des  limites  finies, 
cette  solution  tend  asymptotiquement  vers  Ja  solution  [x]  quand 
t  croît  indéfiniment. 

Pour  le  prouver,  désignons  par  x  les  éléments  de  la  solution  [x] 
et  par  y  ceux  de  la  solution  [y]  et  posons  Xi  =  yi-+-  z-i.  Nous 
aurons  alors,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  £, 

dz- 
(3)  -jê  =  U(3)  +  h(y  +  z,  t)-Wy,  t)  —  rti(y,  t)       (»  =  i,  ...,  n). 

Or  nous  avons,  par  hypothèse, 


\\i(y+.z,  t)-ti(y,  oi<*i/  ^4; 

de  plus,  étant  donné  un  nombre  positif  d  arbitrairement  choisi, 
on  a,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  t,  \y\i(t)\  <C  d]  par 
conséquent,  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  /,  on  a, 
puisque  les  z  restent  entre  des  limites  finies,  \zA  •<  e  d  où  e  >  o  ne 
dépend  que  du  tableau  des  quantités  «,  comme  cela  résulte  du 
théorème  auxiliaire  du  n°  H  .  Notre  proposition  est  ainsi  démontrée. 

23.   Des  résultats  établis  dans  le  présent  Chapitre  et  de  ceux  du 
Chapitre  précédent  résulte  le  théorème  suivant  : 

Soient  données  les  équations 
(D  -^i  =  L/(a?)-t-Ç        (t  =  i,  2,  ...,  n), 
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ayant  la  même  forme  que  les  équations  (i)  du  n°  8;  supposons 
remplies  pour  toutes  les  valeurs  de  t  les  conditions  posées  dans 
le  Chapitre  II.  Supposons,  de  plus,  que  les  ;,-  résultent  de  la 

substitution  u{  =  —  >  -  •  ■>  um=  —  dans  des  fonctions 

Ç>i(x,   «i,    .  .  .,   U,n) 

continues  pour  toutes  les  valeurs  des  u  et  pour  celles  des  x 
appartenant  au  domaine  —  y  <  #<<Cy, périodiques  par  rapport 
aux  u  de  périodes  égales  à  l'unité.  Enfin  supposons  que  a, , . . . ,  am 
soient  des  nombres  non  nuls  et  tels  qu'entre  leurs  inverses  il 
n'existe  point  de  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients 
entiers. 

Si  le  degré  de  petitesse,  mentionné  dans  le  n°  8,  est  choisi  con- 
venablement, il  existe  une  solution  des  équations  (i)  et  une  seule 
définie  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  restant  toujours  dans  le  do- 
maine —  y  •<  Xt<C  y;  les  éléments  de  cette  solution  sont  dévelop- 
pables  en  séries  trigonométriques 

(  i  )  xt  (  t)  =  xu  ■+■  a?ft  H-  set»  ■+■  • .  •        (•  =  !,...,») 

uniformément  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  dont 
chaque  terme  est  une  expression  entière  et  rationnelle  en 

t  t 

(  3  )  cos  i.  t.  —  >     si  n  2  t.  —  (  (j.  =  i ,  .  .  . ,  m  ). 

Si  de  plus  les  fonctions  p  ont  des  dérivées  continues  par  rapport 
aux  x  et  aux  u  jusqu'à  l'ordre  v  inclusivement,  v  étant  >2m,  on 
peut  mettre  chaque  élément  Xi(l)  de  la  solution  sous  la  forme 


(4) 


?j(t)  =  \    A  COS2  7t(   Vf l-Tji  j  ...   COS -.>.-(  '/„, h  T),,,  j 


où  les  v>o  sont  des  nombres  entiers,  lesY)  nuls  ou  =  ,  ;  ces  séries 

sont  absolument  et  uniformément  convergentes  pour   toutes  les 
valeurs  de  /. 
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CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS. 

24.  De  quelques  problèmes  de  Mécanique.  Sons  résultants. 
—  J'examinerai,  dans  ce  Chapitre,  quelques  applications  (■)  de  la 
théorie  exposée  plus  haut. 

Un  grand  nombre  d'exemples  sont  fournis  par  les  questions  de 
Mécanique  où  se  rencontre  la  dispersion  de  l'énergie.  Soil,  par 
exemple,  donné  un  système  mécanique  à  un  degré  de  liberté.  On 
rencontre  alors  souvent  l'équation  suivante 

d2<f>  „  dy  ,  I      dy 

(i)  ^+a*  i+'*  =  H?'*'' 

où  M  >  o  et  p  >>  o  sont  des  constantes  et  ty  réunit  les  termes  cor- 
rectifs et  ceux  relatifs  aux  perturbations.  Supposons  que  la  fonc- 
tion ^(©?'7,  t)  soit  donnée  dans  le  domaine  (A),  a  <  cp  <^  (3, 
a,  <^  y  <  (3|  renfermant  le  point  (o,  o)  et  pour  toutes  les  valeurs  de  t 

et  qu'elle  admette  des  dérivées  —t  -p  qui  soient,  ainsi  que  la  fonc- 
tion <l/,  continues  par  rapport  à  cp,  y,  t.  Supposons  ensuite  que  les 
valeurs  absolues  de  ces  dérivées  soient  inférieures  à  A,  pour  |cp|  •<  y, 
|y|  <  y  et  qu'on  ait  j'|(o,o,  t)\  <  A2y  où  y  est  un  nombre  positif, 
le  domaine  |cp|  <  y,  |y  |  <  y  étant,  limites  comprises,  intérieur  à  (A) 
et  où  A,,  A2  sont  des  nombres  positifs  ne  dépendant  que  des  quan- 
tités M  et  p  et  que  nous  nous  réservons  le  droit  de  choisir  conve- 
nablement. 

En  remplaçant  L'équation  (i)  par  le  système 

\-jt  =  -  2.&X  -p?  -+-  <K<p,  x-  0, 
(2)  ,# 

(  di  ~x' 

et  en  choisissant  convenablement  A,,  A2  nous  serons  ramenés  au 
cas  défini    au  début  du  Chapitre  il.   Le  tableau   des  quantités  a 

(')   Voir  dans  l'Introduction  les  remarques  relatives  à  ces  applications. 
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est  ici 

—  ->.&,    —  p, 

i,  o, 

de  sorte  que  les  racines  de  l'équation  caractéristique 

—  £\±  \J—p  -+-  &? 

sont  toutes  à  partie  réelle  négative. 

En  vertu  des  théorèmes  généraux  établis  précédemment,  nous 
avons  donc  la  proposition  suivante  :  Il  existe  une  solution  <î>  de 
V équation  (i)  et  une  seule  donnée  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et 

pour  laquelle  on  ait  —  y  <  ©  <  y,  —  y  <^  -f  <  y.  Si,  pour  une 
valeur  quelconque  de  t  on  choisit  les  valeurs  initiales  o0  et  (  —j-  I 
suffisamment  petites  en  valeurs  absolues  la  solution  correspon- 
dante reste  à  l'intérieur  du  domaine  —  Y  <-  ?  <-  Y>  —  Y  *\  "77"  "^  Y 
pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes  de  tet  tend  asymptoti</uc- 
ment  vers  la  solution  4>  quand  t  =  H-  oo. 

Si  l'on  suppose  de  plus  que  t  entre  sous  forme  trigonouiétrique(') 
dans  ^(~>,  V,  /)  il  en  résultera  que  la  solution  $>  peut  être  repré- 
sentée par  une  série  trigonométrique  uniformément  conver- 
gente pour  toutes  les  valeurs  de  t. 

Passons  maintenant  à  un  cas  plus  particulier  encore  en  appli- 
quant notre  théorie  à  une  question  d'acoustique. 

llelmholtz,  dans  sa  théorie  des  sons  résultants  (-),  part  de  l'équa- 
tion suivante  : 

(3)  — m  —p;  ==  ax  ■+-  ù.i-  i-/sin(/j<)-t-  g  siiu  qi  -+-  c) 

où  a  est  >  o.  11  pose 

/=«/ii        g  =  *gi 

et  dit  que  l'équation  (3)  admet  l'intégrale 

X  =  iXi  -+-  Z-Xî-\-ZiX3-Jr.  . . , 


(l)  Voir  dans  l'Introduction  le  sens  de  celle  expression, 
(;)  Wissenschaftliche  Abhanrflungen.  Bd.  I.  p.  >i>o. 
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#,,  .v2,  ...  se  déduisant  successivement  des  relations 

mx'[  -+-  axx  =  —  f\  s\npt —  g\  s\n(qt  -h  c), 
mrl  ■+-  ax2  =  —  b%\, 
mx\  ■+■  ax3  =  —  ibx\,  x%, 


Ce  dernier  système  s'intègre  de  façon  que  l'intégrale  (4)  se  pré- 
sente sous  forme  de  série  trigonométrique  ayant  pour  arguments 
les  multiples  entiers  de  pt  eiql.  Les  arguments  (/>-\-q)  t,  (p —  q)  l 
donnent  alors  les  termes  correspondant  aux  sons  résultants  de 
l'ordre  le  plus  inférieur. 

On  peut  objecter  que  l'existence  de  l'intégrale  du  type  indiqué 
par  Helmholtz  n'a  pas  été  établie  jusqu'ici.  L'équation  de  Helmholtz 
peut  être  comparée  avec  celle  (citée  dans  l'Introduction)  qui  se 
rencontre  dans  la  Mécanique  céleste  et  a  été  étudiée  par  M.  Poin- 
caré.  Mais  M.  Poincaré  démontre  l'existence  d'une  intégrale  trigo- 
nométrique seulement  pour  a  >  o  (si  le  nombre  d'arguments 
est  plus  grand  que  i),  et  ce  cas  ne  correspond  cependant  pas  à 
l'équation  (3)  avec  a  >  o.  En  tout  cas,  je  n'ai  pas  connaissance 
qu'une  démonstration  analogue  pour  L'équation  (3)  ait  été  donnée. 

Ensuite  il  y  a  lieu  de  se  demander  pourquoi,  si  l'on  admet 
l'existence  de  l'intégrale  ci-dessus,  il  faut  choisir  cette  intégrale 
précisément.  Je  ne  pense  pas  qu'on  puisse  y  répondre  en  s'appuyanl 
sur  notre  équation  seulement.  Evidemment,  on  suppose  implicite- 
ment des  forces  d'amortissement  et  l'on  conclut  par  analogie  avec 
les  cas  où  le  son  propre  au  système  disparait  petit  à  petit  par 
suite  de  l'amortissement  et  où  il  ne  faut  tenir  compte  que  d'argu- 
ments correspondant  aux  forces  extérieures. 

Mais  précisément  alors,  en  tenant  compte  des  résistances  (par 
tradition,  il  est  vrai),  on  peut  trouver  une  base  solide  pour  la 
théorie,  car  si  l'on  ajoute,  au  second  membre  de  l'équation  (3),  le 

terme  zq  -j-  (q  >■  o)  ('),  l'équation  ainsi  obtenue  appartient  à  la 

catégorie  indiquée   plus    haut,    si  les  termes   correspondant  aux 

forces  extérieures  sont  suffisamment  petits  en  valeur  absolue.  Une 


(')  [1  résulte  d'ailleurs  de  ce  qui   précède,    qu'on   pourrait  introduire   encore 

d'autres  termes  correctifs  d' ■  nature  très  générale. 

xxxvin.  8 


—  \u  — 

Intégrale  peul  alors  être  représentée  sous  forme  de  série  trigono- 
métrique.  Si  l'on  se  borne  à  des  ëlongations  el  à  des  vitesses  ini- 
tiales suffisamment  petites,  tonte  autre  solution  tend  vers  la  pré- 
cédente quand  /  croit  indéfiniment. 

2,">.  Du  mouvement  d'un  système  mécanique  soumis  à  des 
Jorces  dont  certaines  dérivent  d un  potentiel,  au  voisinage 
d'une  position  où  le  potentiel  est  minimum.  Deux  types 
d'hypothèses.  —  Comme  autre;  exemple  éludions  le  mouvement, 
sous  l'influence  de  forces  perturbatrices,  d'un  système  mécanique 
autour  de  la  position  où  le  potentiel  est  minimum. 

Nous  introduirons  sous  deux  formes  différentes  les  hypothèses 
que  nous  ferons  ici,  en  distinguant  ces  deux  cas  par  les  chiffres  I 
et  11. 

Supposons  (pie  la  position  du  Système  SOU  définie  par//  para- 
mètres   //,,    il, //„.  Supposons  (pie   la   fonction   de  forces  V 

ainsi  (pie  ses  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  soient  don- 
nées comme  fonctions  uniformes  el  continues  de  u{,  . ..,  ult  dans 
le  voisinage  de  la  position  o,  <>,  . ..,  o  défini  par  les  inégalités 

ii  a,      a,    ;  />,        (i  =  i,  i,  —  n). 

Supposons  que  \  soil  minimum  pour  u  {  =  u-2  =  .  .  .3=  u„=  o, 
île  sorte  qu'en  représentant  \  par  la  formule  de  Taylor  les  termes 
du  premier  ordre  9'évanouissenl  el   ceux  du  second  ordre  donnent 

une  forme  quadratique  définie  positive. 

Supposons  la  force  vive  T  donnée  par  l'expression 


(2) 


i>> 


on  les  A, /,  et   leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  soient  des 

fonctions  uniformes  el  continues  d(>  //, //„  dans  le  domaine  (1). 

Nous  désignerons  par  I  le  cas  où  l'expression  (  3  1  esl  donnée  poul- 
ies valeurs  des  //  appartenant  au  domaine  (1)  et  pour  celles  de  //,, 
//., 11  lt  appartenant  au  domaine 

a        ",</',         <  i  =  1 ,  i "' 

contenant  \e  point  o,  o o  ci  par  II  celui  où  l'expression  (a) 
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est  donnée  pour  les  Ui  du  domaine  (i)  et  pour  toutes  les  valeurs 
des  u'y  Supposons  que,  dans  les  deux  cas,  ï  s'annule  pour 

u\  =  u'2  = .  •  •  =  u'n  =  o. 

Formons  maintenant  les  équations  de  Lagrange 

d  dT        d(T-i-V)       TT 

où  les  Ui  correspondent  aux  forces  perturbatrices.  Supposons  que 
dans  le  cas  I  les  U/  soient  fonctions  de  t,  //,,  .  .  .,  un,  u'.,  .  .  .,  u'H 
pour  les  m  du  domaine  (ï),  pour  les  u!  du  domaine  (3)  et  pour 
toutes  les  valeurs  de  /  et  que,  dans  le  cas  II,  les  U;  soient  fonctions 
des  mêmes  variables  pour  les  u  du  domaine  (ï)  et  pour  .toutes  les 
valeurs  des  a'  et  de  l  et  qu'elles  restent,  pour  toutes  ces  valeurs 
des  u,  u',  t  entre  des  limites  finies.  Supposons  ensuite  que,  dans 
les  deux  cas,  les  fonctions  U,  admettent  des  dérivées  du  premier 
ordre  par  rapport  kut,  .  .  .  ,  un:  u't,  .  .  .,  u'n  qui  soient,  ainsi  que 
les  U,,  des  fonctions  continues  des  u,  u\  t.  Enfin,  réservons- 
nous   le  droit  d'assigner   aux   |  U"  |  (l'indice    o   indique   la   valeur 

pour  u.  =  //2  =  .  .  .  =  it„=  u.  =  .  .  .  =  u„  =  o)  et  aux   —  ,    — r 

\OUfi  <)U  i, 

[pour  les  valeurs  des  u  du  domaine  (ï),  celles  des  u!  du  domaine  (3) 
et  pour  toutes  les  valeurs  de  L  dans  le  cas  I  ou  bien  pour  toutes  les 
valeurs  de  t  et  celles  des  u,  u  de  tout  domaine 

(5)  —g<Ui<+g,        —g-<u'i<+gr.       (»  =  i,  ...,n) 

qui  est  situé,  entant  qu'il  s'agit  des //,  à  l'intérieur  du  domaine  (ï)] 
un  degré  de  petitesse  dépendant  dans  le  cas  1  de  la  nature  de  T 
et  de  V  et  dans  le  cas  II  de  la  nature  de  ces  mêmes  fonctions  et 
aussi  des  limites  finies  entre  lesquelles  restent  les  U/. 

Remplaçons  le  système  d'équations  (4)  par  celui  qu'on  obtient 
en  considérant  u\,  ...,  u'n  comme  nouvelles  variables  et  en  le 
complétant  par  les  relations 

dlli  .  du,, 

Nous  aurons 
,       *       (lu'\         s.       du'i  .       du'n         0\ 
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où  les  W[A  sont  des  formes  homogènes  du  second  degré  par  rap- 
port aux  a  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  linéaires  homo- 
gènes à  coefficients  constants  (\c^  dérivées  du  premier  ordre  des 
quantités  A,/,. 

On  peut  résoudre  les  équations  (6)  par  rapport  à  —r-i  •  •  •  >  —r--> 
| > u i > c| li e  le  déterminant  A  des  coefficients  des  membres  de  gauche 
ne  s'annule  pas.  Nous  obtenons  ainsi 

<"     £-i¥(£**v-«v)    «-...-.■«>. 

où  Xpi  désigne  le  mineur  correspondant  au  terme  A^,  dans  le  deter- 
minanl  A.  Les  -r-  son!  des  fonctions  continues  de  //,,  t/-2,  ...,  u„ 
et  admettent  des  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre  égale- 
ment continues. 

Ecrivons  maintenant  nos  équations  sous  la  forme  suivante 

/  du,- 


(8) 


en  posant 


"h 


(   —jj  =  C,  i  UX  4-  C|S  u2  -+-...-+•  Gin  U„  -4-  H, ■  -+-  S/, 


<!>)  R/=  X  -f-    -r  +  W.»    -G/i«i-C/s«î-...-r./,1«,l, 


|A  =  1 


où  l'indice  o  indique  la  valeur  pour  «i  =  aa  =  . . .  =  (/„=  o.  Les  R, 
sont  des  fonctions  continues  des  //  el  u1  el  oui  des  dérivées  conti- 
nues du  premier  ordre  par  rapport  aux  //  el  ii  .  Ces  dérivées,  ainsi 
que  les  R,,  s'annulent  pour 

U\  =  U)        .  .  .  as  */„  as  U|  as.  .  .  ss  «,',  =  o. 

Les  fonctions  R/  ne  dépendent  que  de  la  nature  des  fonctions  T 
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et  V.  Les  S/  sont  fonctions  continues  des  u,  u',  t  et  il  en  est  de 
même  des  dérivées  du  premier  ordre  par  rapport  aux  u  et  u'. 

Formons  maintenant  l'équation  qui,  dans  la  suite,  va  jouer  le 
rùle  de  l'équation  caractéristique,  à  savoir 


(10) 


eu,     cM 


Ci„9 


—  10  o  o 

Cire  —  u>  o 

C"2rt  0             <- 

Cnn  o  o 


Multiplions  la  première  ligne  par  —  w  et  retranchons-la  de 
la(/?  -+-  i)lenH' ligne,  faisons  la  même  combinaison  avec  la  deuxième 
et  la  (/?  -\-  2)ième  ligne,  etc.  Nous  aurons 


(u) 


On  —  ta2         Cf.] 

Co,  C,,—  0)2 


c„, 


C/r> 


(-«In 

C,ui—  w2 


Multiplions  les  deux  membres  de  cette  relation  par  la  quantité 


A»  = 


A  0  A  0  A  0 

r\  y  [  n. ,  ,  ...       a  ,  „ 

AU  A  0  A  0 

A  2  1  A  2  •>  •  •  •        A  2  " 


A°         AO 


A« 


non  nulle,  d'après  ce  qui  précède,  l'indice  o  indiquant  toujours  la 
valeur  pour  Ui  =  n2  =  .  .  .=  un=  o.  Dans  l'équation  ainsi  obtenue, 
on  peut  mettre  le  premier  membre  sous  la  forme  d'un  déterminant 
à  //-  éléments,  le  5"'"lL'  élément  de  la  rième  ligne  riant 


ycv,.ao,-<o2ao,=y   y^ 


A»5-o>sA*s 


d*V0 
ôurdus 


>-  v/,- 
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Nous  aurons  donc  l'équation  suivante 
^V0  .  .„         d*V, 


(12) 


Ou i 0u\ 
()if20iti 


«A» 
w2A° 


<?2Vo 
duzàui 


-  w2A°2 

—  u>*A2. 


Ou,\àun 
du-,  du,, 


a)*A?„ 

to2A»,t 


d'V„ 


—  w2A" 


n  i 


Ou-,  Ou-, 


-to*A<>a 


dundu, 


-w2A« 


Cette  équation  appartient  à  un  type  connu  et,  dans  notre  cas,  où 
les  sommes 


d*V« 


2>*<«.  2^ 


a?/ a?* 


1=1,    2 , 

A"  =  I  ,   2, 


sont  des  formes  quadratiques  définies  positives  par  rapport  aux  x, 
elle  a  n  racines  réelles  et  positives  pour  m-  (').  Par  conséquent, 
toutes  les  racines  de  l'équation  (io)  sont  réelles,  non  nulles  et 
deux  à  deux  de  signes  contraires. 

26.  Théorèmes  se  rapportant  au  premier  type  cU  hypothèses.  — 
Plaçons-nous  d'abord  dans  les  hypothèses  du  type  I  et  utilisons  les 
résultats  des  précédents  Chapitres,  et  en  particulier  le  théorème 
cité  dans  l'Introduction.  Pour  notre  but,  le  cas  important  »•>. t  celui 
où  /  esl  arbil raire.  Le  tahleau 


o, 

0, 

.  . ,     o. 

I, 

o, 

•  i     o. 

0, 

o, 

o. 

O. 

ï,    • 

.,     o, 

o, 

0, 

■  ■  î         *  *  •  J 

..,     o, 

0, 

o,      . 

1 , 

Cn, 

G|2, 

..    c,„. 

O, 

o, 

0, 

<  .  »i, 

' 

•»        ^ini 

0| 

o, 

•   1            °7 

(.3) 


\  Cm,     GA| GSB)     o,    o,     ....     o. 

a  cette  propriété  que  l'équation  (io)  (2)  n'admet  que  des  racines  à 

(')  Voir  Thomson  und  Tait,  Theoretische  Physik,  deutsche  ^usgabe,  I,  1, 
l>.  !i'|.  Weierstrass,  Zur  Théorie  der  bilinearen  und  quadratischen  Formen 
{Werke,  Bd.  II,  p.  43). 

(2)  Les  renvois  portant  des  numéros  qui  ne  figurent  pas  dans  le  présent  para- 
graphe se  rapportent  au  paragraphe  précédent  11  en  ^<t.i  d<-  même  dans  le  para- 
graphe  suivant, 
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partie  réelle  non  nulle.  Désignons  maintenant  par  Dt,  Do  des 
nombres  positifs  correspondant  au  tableau  (i3)  de  la  même  façon 
que  les  nombres  A,,  A2  (voir  l'Introduction)  correspondent  au 
tableau  des  quantités  a  des  équations  (  i  )  de  l'Introduction. 

Déterminons  maintenant  un  nombre  positif  y  tel  que  le  domaine 


(i4) 


Y  <  ui  <  y,     —  Y  <  u'i  <  Y        (  » 


■,«) 


soit,  limites  comprises,  intérieur  au  domaine  défini  par  les  rela- 
tions (  i  )  et  (3)  et  tel  de  plus  que  dans  le  domaine  (4)  les  valeurs 
absolues  des  dérivées  du  premier  ordre  des  fonctions  R/,  par  rap- 
port aux  u  et  u' ',  soient  inférieures  à  -^>  ce  qui  est  possible  puisque 

ces  dérivées  sont  des  fonctions  continues  par  rapport  aux  u  et  u' 
et  qu'elles  s'annulent  pour 


On  peut  considérer  y  comme  quantité  définie  par  la  nature  de  T  et 
de  V. 

On  peut  ensuite,  d'après  ce  qui  précède,  choisir  le  degré  de 
petitesse  mentionné  dans  les  hypothèses  du  précédent  paragraphe, 
de  telle  façon   qu'on  ait,  dans  le  domaine  (i4)  et  pour  toutes  les 


valeurs  de  t 
la  valeur  pour 


àufc 

' 

àS, 

<.  —  et  |S"|  <^  D2y,  l'indice  o  désignant 


U\  =  Ug  = . . .  =  un  =  u . 


.  =  U'n  —  o. 


L'exactitude  de  cette  remarque  résulte  de  la  forme  de  S/  précisée 
dans  le  précédent  paragraphe;  toutes  les  conditions  nécessaires 
pour  l'application  du  théorème  cité  dans  l'Introduction,  sont  donc 
remplies.  On  peut  donc  introduire  les  in  fonctions 


Pu 
9u 


/>2, 

q-2, 


Pn, 
In 


linéaires  ethomogènes  en  u  et  u'  de  déterminant  non  nul  et  énoncer 
relativement  à  ces  fonctions  les  propositions  résultant  des  théo- 
rèmes correspondants  cités  dans  l'Introduction. 


27.    Théorèmes  se  rapportant  au  second  type  d'hypothèses. 
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Plaçons-nous  maintenant  dans  les  hypothèses  du  cas  II  et  faisons 
d'abord  quelques  remarques  préliminaires. 

A.   Pour   tout   domaine  a?  <  «/<£"  intérieur   (limites    com- 
prises )  au  domaine  (  i  ),  les  racines  de  l'équation 


A,,  —  a        A12 
A2i        A™  —  a 


\, 


\, 


Ain 

A,„ 
A„„—  <y 


sont  comprises  entre  deux  nombres  positifs.  Par  conséquent,  pour 
tout  domaine  tel,  on  a 


k2«?  t  -o^ur- 


où  K  >  o,  G  >  o. 

B.  Si  le  mouvement  s'étend  à  L'inten aile  /,  -  /  -<  /2>  la  fonction  I 
ne  peut  prendre  des  valeurs  aussi  grandes  qu'on  voudra  si  le 
système  ue  prend  pas  de  positions  aussi  voisines  qu'on  voudra  des 
limites  du  domaine  (i).  En  effet,  dans  ce  cas,  on  peul  trouver  un 

domaine  c,  <^  ///<  /(,  intérieur  (  limites  comprises)  au  domaine  |  i  | 
et  tel  que  le  système  reste  à  l'intérieur  du  nouveau  domaine.  Or, 
«m  déduil  de 


d'où 


=  a  M  /T, 


où  |M|  reste  toujours  inférieur  à  un  nombre  déterminé  C  >>  o.  Il 
s'ensuit  que 

v/T7-v/T7<C(f,-*,), 

où  T0  esl  la  valeur  de  I  correspondant  à  la  valeur  t0  de  /  de  l'in- 
tervalle /, .  /•_..  SiT0  I  i  la  proposition  est  démontrée.  Si  T„  >•  T, 
on  peui  trouver  une  valeur  de  /  inférieure  à  t0,  soit  /,.  telle  que 
pour  /;1  la  force  vive  soit  égale  à  I  i  et  telle  de  plus  qu'on  ait  T  >  T4 
dans  l'intervalle  /:i</<C/i>-  Puisque,  dans  cet   intervalle,  T  est 
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par  conséquent  >  o  on  a  dans  cet  intervalle 

4-  \/T  =  M 
dt  % 

et,  par  conséquent, 

v/t;-v/t;<g(/2-/1). 

C.  Soit  donné  un  mouvement  s'effectuant  conformément  à  nos 
équations.  Etudions-le  à  partir  d'un  certain  moments  (ce  moment 
inclus)  pour  des  valeurs  croissantes  de  t.  Si  l'on  ne  peut  étendre 
le  mouvement  à  toutes  les  valeurs  de  t  >  i  on  peut,  comme  il  est 
facile  de  le  voir,  l'étendre  à  un  intervalle  t^  t  <<  2?  et  pas  au  delà. 
Alors  pour  des  valeurs  de  /  aussi  voisines  qu'on  voudra  de  2f,  le 
système  prendra  des  positions  aussi  voisines  qu'on  voudra  des 
limites  du  domaine  (  i  ).  En  effet,  s  il  n'en  était  pas  ainsi,  il  en 
résulterait,  d'après  le  premier  Chapitre,  que,  parmi  les  quantités 
\it'i\i  il  y  en  aurait  qui  prendraient  des  valeurs  aussi  grandes  qu'on 
voudrait  pour  des  valeurs  de  /  aussi  voisines  qu'on  voudrait  de  2f, 
et  par  conséquent  la  quantité  T  devrait  aussi  prendre  des  valeurs 
aussi  grandes  qu'on  voudrait  dans  l'intervalle  ~T- 1  <  2r  ;  mais  coin  me 
le  système  ne  prend  pas  dans  cet  intervalle  des  positions  aussi  voi- 
sines qu'on  voudrait  des  limites  dû  domaine  (i)  nous  aboutissons 
à   une  contradiction  avec  les  résultats  précédents. 

D.  Soit  maintenant  un  domaine  défini  par  les  inégalités 

(c5)  —><"*  <Yo         (i  =  i,  ?.,...,  n) 

où  le  nombre  y  >  o  ne  dépend  que  du  caractère  de  T  et  \  et  de 
plus  est  tel  que  le  domaine  (i5)  soit,  limites  comprises,  intérieur 
au  domaine  (  i  ). 

Supposons  qu'une  certaine  solution  reste  pour  /  >  tK  à  l'intérieur 
du  domaine 

/  -D<k,<D 

(  l(i)  où 

(  o  <  D  1  yq         (i—  \ ,  .  .  .  n), 

'•{  examinons  quelques  conséquences  qui  résultent  de  cette  hypo- 
thèse. 

Supposons  que  pour  /  =  tK  tous  les  u'  ne  soient  pas  nuls.  Dési- 
gnons par  v  celui  des  paramètres  u  dont  la  dérivée  pour  l  =  tt   a 


j22  


la  plus  grande  valeur  absolue  parmi  les  valeurs  des|«'|  pour  t  =  t, 
Désignons  par  <>,,  v \ ,  m'm,  .  .  .,  un{  les  valeurs  des  quantités 


.,  un 


pour  t  =  /,.  Nous  avons  \v\\  >  o,  et  pour  l  =  t0  (tn  >>  «,), 


tv 


'i  —  f'i(*o—  *i)  =  -  ^('o— 'i)2 


où  e„  est  la  valeur  de  c  pour  /  =  /0  et  pu  est  celle  de  p"  pour  une 
valeur  de  t  de  l'intervalle  t{,  t0.  En  posant 


'o  —  ^l  — 


Kl 


où  la  quantité  c'^  doit  être  prise  pour  une  valeur  de  /  différant  de  /, 

de  inoins  de  r — ,  ;  par  conséquent  de  moins  de 

Kl     '  M 

i  fïi  1) 

Des  équations  (7)  il  résulte  maintenant  que,  pour  les  valeurs 
des  //  du  domaine  (i5),  les  quantités 


du  ' 


dt 


sont  inférieures  à 


P(u'1*-t-...-Hu'/»)-t-Q 

où  l*  >>  o  est  une  constante  déterminée  par  la  nature  des  fonc- 
tions T  et  V  etQ  >  o  une  constante  ne  dépendant  (pie  de  la  nature 
de  ces  mêmes  fonctions  et  des  limites  des  fonctions  U/. 

Nous  avons  par  conséquent,  pour  une  certaine  valeur  (!<■  /  >>  /, 
et  différant  de  /(  de  moins  de 

i  v7"  I> 


(17) 


P(u'1*  +  ...  +  «'„i)+Q> 


.',«!> 


Montrons  maintenant  qu'on  ne  peut  avoir 
D< 


"'  I 


/'-+- 


Q 


-  123  — 
où 

car  si  cette  inégalité  était  vérifiée,  nous  aurions 

4TDP-F^=I-^         (^>°)- 
Or,  d'après  la  relation  (17),  nous  avons 

4  /i  u 
où  les  Mj-2  désignent  les  valeurs  des  u[  pour  une  valeur  £2  de  £  plus 
grande  que  tt  et  différant  de  /,  de  moins  de On  a  donc,  en 


posant  s-2  =y/;/'12,  H-. .  .-h  u'*s, 


>  <-DP        Ps? 


et  par  conséquent 


d'où  52>oet  s;j>»s^.  Partant  maintenant  de  £2  et  s2  nous  obtien- 
drons, pour  une  certaine  valeur  t3  >>  /•>  et  différant  de  l2  de  moins 

*i  !  Q 

4>T77dp-F7I>,+/,; 

par  conséquent  -f  >  1  -f-/>,  etc.  En  définitive 

$>0  +  />)'"-  -' 


les  w-„t  étant  les  valeurs  des  m|.  pour  /  =  /,„  >  /,  et  différant  de  tK 
de  moins  de 

4  t/n D  4  v/^D  4  v/«D  4  y/n D 


par  conséquent  aussi  de  moins  de 
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donc  52=  f /,2  H- . . . -f-  u'*  prendrail  dans  l'intervalle  /(  </  •<  tt  -\-  /* 
do  valeurs  aussi  grandes  qu'on  voudrait,  ce  qui  ne  peut  être. 
\\ant  de  poursuivre  L'exposé  de  nos  remarques  préliminaires, 

introduisons  les  quantités  />.  </.  formées  à  l'aide  des  uy //.. 

u\ ,  ....  u'n  comme  les  quantités  /?,  q  du  Chapitre  II  sont  formées 
à  l'aide  de  .r1?  ....  x„.  Le  tableau  des  quantités  a  es!  ici 

o,         o. 


08) 


o, 


o. 

G  12, 

G,,, 


0, 

I, 

o, 

•  i      o, 

o, 

0, 

1,     • 

.,      0, 

0, 

o, 

o, 

-,    », 

Cj/i, 

o, 

0, 

.  ,      0, 

C,,, 

o, 

0, 

•  ) 

.,     o, 
. ,     o, 

'  •//  m 

o. 

1). 

.  . ,      o. 

[  Cm,     C„2, 

Il  existe  évidemment  //  quantités/)  el  //  quantités  «7.  Les  quan- 
tités //|,  ...,  k„  soni  des  fonctions  des/;,  </  linéaires  homogènes  à 
coefficients  constants  ue  dépendant  que  de  la  nature  des  fonc- 
tions T  ci  Y.  [Nous  désignerons  ces  fonctions  des/?,  </  par 

<?i</>.  q) 'in(p,  q  )• 

K.  Nous  allons  démontrer  que  les  déterminants 

''r  i 
dq~n 

ày* 
0(/„ 


>9) 


el 


(•20) 


dqa 

ào„ 

0(jx 

àqi 

àpt 

dpx 

dcp2 

dpt 

àp\ 

dp» 

àqn 

àpR 

do, 
<>/>„ 

àpn 


ne  s'annulent  pas  (  '  ). 


(')  Nous  savons  que  les  C  ont  des  valeurs  telles  que  l'équation  (io)  n'a  que  des 


—  m  - 

A  cet  effet,  formons  le  système  suivant  d'équations  auxiliaires 

ClCC  |  ,  Cl  OC  ii  j 

—  =xlt         . ..,         -^-  =xn, 

dx' 

—±  =  Cna?i H- C12a?2 -+-...-+-  Ci»#», 

(21)  {    a* 


-j-  =  G«ia?i-+-  G/l2a72-f-. 


Désignons  ensuite  par  P,,  ...,  PB,  Q,,  ...,  Q«,  les  quantités 
formées  avec  x,,  ...,  xn,  x'n  ...,  a;^  à  l'aide  du  tableau  (18) 
comme  les  p,  q  (Chap.  II)  sont  formées  avec  #,,  x2,  ••-,  xa.  Des 
équations    (21)  on  déduira  des  équations  en   P  se  partageant  en 

systèmes  du  type 

dp,         . 


OÙ  II  >>  o. 

Si  le  déterminant  fonctionnel  (19)  était  nul  on  pourrait  trouver 

une  quantité 

Y  =  /-,a;1+  /-2j-2-f-.  •  .H-  >'«^« 

qui  soit  fonction  linéaire  et  homogène  des  P  seuls,  /•( ,  ...,  /•„ 
n'étant  pas  tous  nuls. 

On   pourrait  alors,  les  a?t,   ...,  xn  étant  les  éléments  de  l'inté- 
grale générale  des  équations  (21),  mettre  Y  sous  la  forme 

(22)  ?i(t)e'l,t  +  ?-i{t)ellJ  -+-.  .  . 

où  les  p,,  p2,  • . .  sont  des  fonctions  entières  et  rationnelles  de  /  et 
//,,  h,,  .  .  .  sont  des  quantités  h  positives  différentes  entre  elles.  En 
effet,  pour  une  quelconque  des  quantités  p  de  la  suite  p,,  .  .  .,  Pp., 
on  a  p  =  p(l)cht,  où  a(t)  est  une  fonction  entière  et  rationnelle  de  /. 
Or,  si  Xi(l),   ...,  x„(t)  sont  les  éléments  du   système  de  so- 

racines  réelles,  non  nulles,  le  nombre  «le  racines  positives  étant  égal  à  celui  de 
racines  négatives.  Nous  ne  nous  servirons  pas,  clans  celle  démonstration,  d'autres 
propriétés  des  quantités  C. 
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lutions  des  équations  (21),  il  en  est  de  même  de  xt( —  t),    .  .  ., 

(7.3)     r,a7,(— 0  -t-...  +  raxn(—t)  =  pi(  —  t)e   *•'+  P*C —  t)e->','-h. . .. 

Mais  le  premier  membre  peut  être  représenté  d'une  façon  ana- 
logue à  (22),  d'où  p1(£)  =  p2(j)=. .  .  =  0  et,  par  conséquent, 
r(xl-\- .  .  .-\-  J-Ilx„  =  o.  Or  cette  relation  ne  peut  avoir  lieu, 
puisqu'on  peut  trouver  des  éléments  de  la  solution  xt,  .  ..,  x„ 
qui  prennent  des  valeurs  arbitraires  pour  une  valeur  choisie  de  t. 

Par  conséquent  le  déterminant  (19)  ne  s'annule  pas  et  il  en 
est  «le  même  du  déterminant  (20). 

Arrivons  maintenant  aux  résultats  que  nous  avions  en  vue. 

Nous  utiliserons  dans  ce  qui  suit  les  résultats  du  n°  17  en  nous 
plaçant  dans  le  cas  où  t  est  arbitraire.  Choisissons  à  cet  ell'et  trois 
nombres  S,  >>  o,  82  >  o,  S3  >>  o  de  telle  façon  que  les  hypothèses 


<  o,,  <  o2,  y  <  o3 

ï 


entraînent  comme  conséquences  celles  du  n"  17  (<?0  est  la  valeur 
de  ;  |)ourx,  =. .  .  =  xn  =  o).  On  peut  considérer  les  nombres  ô,, 
o2,  o3  comme  ne  dépendant  que  du  tableau  des  quantités  a  et  de 
la  nature  des  fonctions  çp,-(a1 M*,  *'i,  •••,  *'/)■ 

Revenons  maintenant  au  cas  que  nous  examinons  ici  et  dési- 
gnons par  fi(Wi tc,;,  p ,  ptt)  les  fonctions  fi(p,  q)  dont  il  a 

été  question  plus  haut  et  dans  lesquelles  nous  écrivons  wty  ...,  w,n 
vt,  ...,«•„  à  la  place  de p(1  ...,/>„,  c/,,  ...,<y«.  Dans  une  certaine 
région  autour  (lu  point  o,  .  .  .,  O,  o,  .  .  .,  o,  elles  satisfont  aux  con- 
ditions imposées  aus  fonctions  <*/(«,  <,N)  dans  le  n"  17.  Choisissons 
cette  région  d'une  façon  quelconque  mais  en  ne  la  faisant  «le 
pendre  que  de  la  nature  des  fonctions  T  et  \  .  <  >n  peut  alors  COU- 
sidérer  les  '^(n-,  <*)  comme  fonctions  caractérisées  par  T  el  \  . 

Introduisons  maintenant  «les  nombres  Dj,  Da,,  Da  t«>iis  positifs 
et  correspondant  au  tableau  (18)  el  aux  fonctions  'fin',  ci  de  la 
même  façon  que  les  nombres  8|,  82,  Bs  correspondent  au  tableau 
des  quantités  a  el  aux  fonctions  f,<  ".  f).  On  peut  encore  consi- 
dérer I),.  Dj.  Dj  comme  nombres  déterminés  par  la  nature  des 
fonctions  T  el   \  , 

Soit  ensuite  10     ■  0  la  quantité  correspondant  au  tableau  (  18)  el 
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aux  fonctions  »((v,  v)  de  la  même  façon  que  la  quantité  a-  corres- 
pond au  tableau  des  quantités  a  et  aux  fonctions  'fi(u,  v).  La 
quantité  U)  peut  aussi  être  considérée  comme  définie  par  la  nature 
des  fonctions  T  et  V. 

Déterminons  maintenant  un  nombre  y(  tel  qu'on  ait  o<<yl<0'o5 
y,  <<  D3  et  tel  déplus  que,  dans  le  domaine 


(24)        —  Yi<«*<Yi, 
on  ait 


Yi<  u'i<  Y>         (»"=  ri  2> 


n), 


d\\. 


du^ 


< 


àR, 


du[j 


< 


On  peut  considérer  le  nombre  y,  comme  ne  dépendant  que  de  la 
nature  des  fonctions  T  et  V. 

Clioisissons  ensuite  un  nombre  y2  tel  qu'on  ait  o<<y2<;y,  et 
tel  que,  pour  des  valeurs  des  u  et  u'  appartenant  au  domaine 


(  25  )  —  Y2  <  Ui  <  Y2>  —  Y2  <  U'i 

on  ait 


Ys 


(»=  i,  2,  ...,  n), 


(26) 


2  'M*  <  aï2'      2^v  q*  >  — 


'jr 


où  les  quantités oL,  /v,  o  correspondent  au  tableau  (18)  de  la  même 
façon  que  les  quantités  de  mêmes  noms  considérées  dans  le  Cha- 
pitre II  correspondent  au  tableau  des  quantités  a.  On  peut  con- 
sidérer y2  comme  nombre  ne  dépendant  que  de  la  nature  des  fonc- 
tions T  et  V. 

Enfin,  choisissons  une  quantité  (\  satisfaisant  aux  inégalités 


«>< 


< 


»[-|] 


La  quantité  j)  peut  être  considérée   comme  déterminée   par  la 
nature  des  fonctions  T  et  V  et  par  les  limites  des  U/. 

Nous  pouvons,  d'après  ce  qui  précède,  choisir  le  degré  de  peti- 


dU/ 


duk 


tesse  des  quantités 


le    domaine    (a4)  \-r^- 

^     f/  [Ou,, 


dU; 


du\ 


<*■ 


|U"|  de  telle  façon  qu'on  ait  dans 

\d_St  <d1j  |S£j      D>  ,rindice  Q 
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indique  les  valeurs  pour 

B,  =  .  .  .  =  un  =  u\  =.  .  .=  u'„  =  o). 

Supposons  ce  choix  fail  ainsi. 

D'après  le  n"  17,  nous  savons  qu'à  tout  point  du  domaine 

(27)  —  w<Ui^m        (*  =  »,  2,  ...,  n) 

et  à  toute  valeur  tK  de  /  correspond  un  poinl  du  domaine 


(28)  ^^/'a      r'0"-  2/v?v 


û«s 


et  un  seul  tel  que  les  coordonnées  du  premier  point  soient  préci- 
sément les  valeurs  <\f>  fonctions  //,  en  ce  point  />,  </  et  tel,  de  plus. 
que  la  solution  dont  les  éléments  ont  ces  valeurs  /'.  7  pour  /  =  it, 
reste  dans  le  domaine  (  28)  pour  /  >  /,.  Comme  il  est  facile  de  le 
voir,  le  nombre  positif  U'  est  inférieur  à  1. 

La   solution   restant   dans  le   domaine  (  28)  pour  t     /,    reste  pour 
ces  mêmes  valeurs  de  /  aussi  dans  le  domaine 

(29)  -0O/<9,         —  8<u'i<B         (*'=  1,  ?.,....//  1. 

Étant  donnés  un  point  du  domaine  1  ■>-  1  et  une  valeur  quelconque  /t 

de  /,  il  existe  donc  une  solution  au  moins  restant,  pour  /  ,/|,  dans 
le   domaine 

(30)  —  g  <  "/  <  9        (»=  1»  2,  ...,  n) 

el  ayant,  pour  t  =  /,  comme  système  partiel  de  valeurs  initiales,  les 
coordonnées  u,  de  ce  point.  Nous  allons  prouver'  qu'il  n'existe 
qu'une  seule  solution  de  cette  nature. 

A  cet  effet,  remarquons  d'abord  que  pour  une  solution  de  cette 
nature  on  ne  peut  avoir,  pour  aucune  valeur  de  /     /,. 

car  si  jamais  cette  relation  était  vérifiée  on  aurait,  d'après  le  théo- 
rème démontré  plus  haut. 


,.[r 

ce  qui  est  en  contradiction  avec  ce  qui  précède. 


—  129  — 

Par  conséquent,  pour  des  valeurs  de  l>t(1  les  u'  restent  dans  le 
domaine  —  "f2<  ûi<C  Y2  («  ==  i,  . .  . ,  «).  Donc  la  solution  en  ques- 
tion reste  pour  tyt{  dans  le  domaine  (25)  et,  par  conséquent, 
aussi  dans  le  domaine  (26).  Or,  il  résulte  du  n°  17  qu'à  tout  point 
du  domaine 

(3i)  —  »Yi=m./=»Yi        («  =  i,  2,  ...,  ») 

et  à  toute  valeur  de  t  correspond  un  point  du  domaine  (26)  et  un 
seul  tel  que  les  coordonnées  du  premier  point  soient  les  valeurs 
des  fonctions  «/en  ce  point/?,  q  et  tel,  de  plus,  qu'étant  pris  comme 
point  initial  pour  la  valeur  considérée  de  t,  la  solution  correspon- 
dante reste,  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes  de  £,  dans  le 
domaine  (26).  Mais  le  point  u  du  domaine  (27)  dont  nous  sommes 
partis  est  en  même  temps  un  point  du  domaine  (3i),  il  s'ensuit 
qu'il  existe  bien  une  solution  de  la  nature  considérée  et  une  seule. 

Je  dis  maintenant  qu'il  existe  une  solution  restant  dans  le 
domaine  (3o)  pour  toutes  les  valeurs  de  t.  En  effet,  il  existe  une 
solution  restant  pour  toutes  les  valeurs  de  t  dans  le  domaine  (28)  ; 
elle  reste  aussi  toujours  dans  le  domaine  (29).  C'est  là  l'unique 
solution  restant  pour  toutes  les  valeurs  de  t  dans  le  domaine  (3o). 
En  effet,  toute  solution  restant,  pour  toutes  les  valeurs  de  t,  dans 
le  domaine  (3o)  reste  aussi  dans  le  domaine  (26)  pour  toutes  les 
valeurs  de  /.  Or,  il  n'existe  qu'une  seule  solution  répondant  à 
celle  dernière  condition. 

Deux  solutions  restant  pour  /  >>  tx  dans  le  domaine  (3o)  s'ap- 
prochent asymptoliquement  quand  /  =  -+-  00,  comme  cela  résulte 
immédiatement  du  fait  qu'elles  restent  dans  le  domaine  (26). 

Nous  avons  ainsi  démontré  le  théorème  suivant  :  A  tout  point  u 
du  domaine 

—  mu  %  i<i  m      ( i  =  1 ,  '■*,  . .  ,  n) 

et  à  toute  valeur  t0  de  t  correspond  une  solution  et  une  seule 
parlant  de  ce  point  u  pour  t  =  t0  et  restant  pour  l>t0  dans  le 
domaine 

(32)  —  fl<tti<j        (*'  —  »,  a,  ...,  n). 

Il  existe  une  solution  et  une  seule  restant  dans  le  doinaiio 
pour  toutes  les  valeurs  de  t.  Deux  solutions  restant  pour  des 
xxxviii.  9 
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valeurs  suffisamment  grandes  de  t  'la us  le  domaine  \  '>•>  i  s'ap- 
prochent asymptotiquement  pour  t  =  +  go.  Dans  cet  énoncé, 
le  nombre  tti  >>  o  ne  dépend  que  de  la  nature  des  fondions  T 
et  V  et  le  nombre  J)  >  o  ne  dépend  que  des  limites  des  U,  et  de 
la  nature  des  fonctions  T  et  V. 

Kianl  donné  un  nombre  I)  >>  o  et  ^j),  les  solutions  correspon- 
dant (dans  le  même  sens  que  ci-dessus)  aux  points  du  domaine 

(33)  —ml)     //,     iut)         (s  =  i,2,  ...,n) 

restent  dans  le  domaine 

(34)  —$<Ui  <b,         —  (j<«'(<A        (t  =  1,  2,  . ..,  n) 


(35)  nr<D*- 

En  effet,  à  Loiit  poinl  du  domaine  (33)  el  à  toute  valeur  de  /.  on 
peut  faire  correspondre  un  point  du  domaine 


(36)  2<M*    *Pi        ^/v7-: 


ôt,- 


11  =  1 


donnant     une    solution    <pn    reste,     pour    toutes    les    valeurs    plus 

grandes   de   /,   dans   le   domaine  (36).    Elle    reste   aussi    dans   le 

domaine  1  3  j  ). 

La  condition  (35)  sera  remplie  si  nous  nous  réservons  le  droit 
de  déterminer  le  degré  de  petitesse  des  quantités  |l:"|  non  seule- 
ment à  l'aide  des  données  Indiquées  plus  haut,  mais  aussi  à  l'aide 
du  nombre  I).  Si  U"=  o  (i=  1 ,  2,  .  .  .,  n),  la  condition  (35 

toujours  remplie. 

Si  la  condition  (35)  çsl  remplie,  la  solution  (pu  reste  toujours 
dans  le  domaine  1  •'» 2  |  reste  d'ailleurs  dans  le  domaine  (34). 

Examinons  encore  le  cas  où  tous  les  l  ,  seraient  nuls.  Les  con- 
ditions relatives  au  degré  de  petitesse  dont  il  est  question  dans  les 
hypothèses  ainsi  que  les  relations  (35)  sont  alors  \crilices.  Nous 
obtenons  donc  le  théorème  suivant  : 

Supposons  vérifiées  les  hypothèses  du  type  (H)j  supposons 

ensuite  que  les  fonctions   l  ,  disparaissent  des  euuutuuis  |   j  1  et 
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avec  elles  les  hypothèses  qui  les  concernaient.  Alors  étant  donné 

un  nombre  \)  quelconque  satisfaisant  à  la  condition  o<  l)<3, 

où  3>°  désigne  un  certain  nombre  ne  dépendant  que  de  la 

nature   des  fonctions  T  et  V,   il  existe,  pour  tout  point  du 

domaine 

—  mlj  5  Ui^  vo\f        (i  =  i ,  2,  . . . ,  n) 

et  pour  toute  valeur  t.,  de  t,  une  solution  restant  pour  t  >>  tt 
dans  le  domaine 

—  •)<»/<!),        —  &<"'/<!>        (i=  i,  2,  ...,  n) 

et  ayant  comme  système  partiel  de  valeurs  initiales  pour  t  =  tt 
les  coordonnées  uï  de  ce  point.  C'est  d'ailleurs  l'unique  solution 
restant  pour  t^>  t{  dans  le  domaine 

(37)  —h<m<h        (*  =  i,  2,  ...,  n) 

et  répondant  à  ces  conditions  initiales.  L'unique  solution 
restant  dans  le  domaine  (3~)  pour  toutes  les  valeurs  de  t 
est  u,=..  .=  uu  =  o.  Pour  toute  solution  /estant  dans  le  do- 
maine (3^)  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  t,  on  a 

I i  m  m  =  o        liai  u"i  =  o        (  i  =  i ,  2,  . . . ,  n). 

t  =   00  /  —  X 

On  peut,  bien  entendu,  énoncer  des  propositions  analogues  aux 
précédentes  en  remplaçant,  dans  ce  qui  procède,  les  relations  l^>  t, 
et  t  =  &   par  les  relations  t  <<  t,    et  t  =  —  00. 

Je  remarquerai,  en  terminant,  que  j'ai  été  conduit  aux  recherches 
de  ce  paragraphe  par  le  travail  d\i  professeur  Kneser  ('). 

28.  L'anneau  de  Saturne.  —  De  la  question  traitée  dans  les 
trois  derniers  paragraphes  passons  maintenant  à  un  cas  particulier. 

Soit  donné  un  système  mécanique  formé  de  deux  corps  solides 
dont  l'un  csi  une  sphère  de  masse  S  el  l'autre  un  anneau  de  masse  R 
el  (|uc  nous  désignerons  respectivement  par  Saturne  el    inneau 


(')  A.  Kneser,  Studien  iiber  die  Bewegungsvorgànge  in  der  Umgebung  insta- 
biler  Gleichgewichtslagen  (  Journal  fiir  die  reine  und  an  gewandte  Mathematik . 
Bd.  <A\,  p.  3o8,  et  B*  GXVIII,  p.  186). 
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de  Saturne  (  '  I.  Nous  ferons,  au  sujet  de  ces  corps,  les  hypothèses 
suivantes  :  l'anneau  de  Saturne  est  un  corps  de  révolution  ayanl 
un  plan  de  symétrie  E  perpendiculaire  à  l'axe  de  révolution.  Si  on 
le  coupe  par  un  plan  E'  passant  par  l'axe  et  qu'on  choisisse  dans 
ce  plan  comme  axes  de  coordonnées  rectangulaires  x  et  z  la  droite 
d'intersection  de  E  et  E'  et  l'axe  de  révolution  respectivement,  la 
section  par  le  plan  E'  n'occupe  pas  le  voisinage  de  l'origine  de  ces 
coordonnées  (centre  de  l'anneau)  et  se  trouve  dans  la  partie  du 
plan  comprise  entre  les  droites  X  +  y/2Z  =  O,  X —  y23  =  0  et 
contenant  l'axe  des  x.  La  distribution  des  masses  de  l'anneau  est 
symétrique  par  rapport  à  Taxe  de  révolution  et  par  rapport  au  plan 
de  symétrie  Ë.  Enfin  nous  supposerons  le  rayon  de  Saturne  infé- 
rieur à  celui  de  la  sphère  qu'on  pourrait  placer  à  I  intérieur  de 
l'anneau  en  faisant  coïncider  le  centre  de  la  sphère  avec  celui  de 
l'anneau.  Enfin  la  distribution  des  niasses  de  Saturne  est  concen- 
trique (-). 

Nous  examinons  les  positions  de  Saturne  OÙ  son  centre  est  dans 
le  plan  de  symétrie  E  et  sa  sphère  entièrement  à  l'intérieur  de 
l'anneau,  de  sorte  que  les  niasses  de  Saturne  se  trouvent  en  dehors 
des  masses  de  l';inne;iii.  Le  potentiel  mutuel  (:i)  P  des  deux  corps 
est  égal  alors  à  celui  de  l'anneau  relativement  à  la  masse  II  sup- 
posée concentrée  au  centre  de  Saturne.  Soit  un  système  d'axes  de 

coordonnées  rectangulaires  /.  r  situé  dans  le  plan  E  et  axant  son 
origine  sur  l'axe  «le  révolution.  Dans  un  certain  voisinage  du 
point  ./•  —  o.  y  —  (»,  IVst  une  fonction  de  x, y  (coordonnées  du 
centre  de  Saturne)  ayanl  des  dérivées  premières  et  secondes  qui 
sont,  ainsi  (pic  la  fonction  I'.  des  fonctions  continues  de  x  et  y,  et 
l'on  a 

(IL)  =  (*L) 


(')  Par  16  nous  n'affirmons  cependant    rien  au   sujet   il«'  l'anneau  de  Saturne 
existant  ré(  llement. 

\  ces  hypothèses  il   faul  en   ajouter  encore  une,  de  caractère  général,  rela- 

livemcnl  .1  la  distribution  des  masses,  afin  d'assurer  l'exactitude  des  remarques 

qui  vont  suivre  el  qui  reposent  sur  les  éléments  de  la  théorie  du  potentiel    Nous 

renvoyons  .1  la  théorie  du  potentiel  pour  l'énoncé  de  ces  conditions  générales  '•! 

uffisantes. 

N > > n -  nous  appuyons,  dans  ce  qui  -mi,  sur  la  loi  de  Newton. 
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(l'indice  o  désigne  la  valeur  pour  x  =y=o).  Les  quantités  du 
second  ordre,  c'est-à-dire 

prennent  la  forme  A  (x- -\-  ) '-)  où 

S    />2  —  3e2    , 

\  =  —    I  ■ : dm, 

4  J         pa 

p  désignant  la  distance  d'un  point  de  l'anneau  à  son  centre,  scelle 
d'un  point  de  l'anneau  au  plan  de  symétrie  E  et  dm  un  élément  de 
masse  de  l'anneau  et  l'intégrale  étant  étendue  à  l'anneau.  Des 
hypothèses  relatives  à  la  l'orme  de  l'anneau  il  résulte  que  V  est  >>  o. 
En  choisissant  dans  le  plan  de  symétrie  E  un  système  d'axes 
de  coordonnées  rectangulaires  dont  l'origine  coïncide  avec  le 
centre  de  Saturne,  P  s'exprimera  de  la  même  façon  en  fonction 
des  coordonnées  M,  v  du  centre  de  l'anneau. 

Etudions  maintenant  le  mouvement  de  notre  système  en  l'ima- 
ginant assujetti  à  des  forces  provenant,  d'une  part,  des  actions 
réciproques  de  l'anneau  et  de  Saturne  et,  d'autre  part,  d'autres 
causes  quelconques.  Désignons  ces  dernières  forces  par  forces 
extérieures.  Nous  nous  bornons  à  des  mouvements  pour  lesquels 
le  plan  de  symétrie  E  garde  une  position  déterminée  tandis  que  le 
centre  de  Saturne  reste  dans  le  plan  E  et  la  sphère  à  l'intérieur  de 
l'anneau.  Supposons,  de  plus,  les  forces  extérieure^  symétriques 
par  rapport  au  plan  E. 

Considérons  un  système  d'axes  de  coordonnées  (x,  y,  z)  fixes 
dans  l'espace  et  dont  le  plan  (x,  y)  est  parallèle  au  plan  E,  et  dans 
ce  dernier  plan  deux  axes  de  coordonnées  parallèles  aux  axes  x,  y 
du  précédent  système  et  dont  l'origine  coïncide  a\ec  le  centre  de 
Saturne.  Soient  //,  e  les  coordonnées  par  rapport  à  vr  dernier  sys 
tenu'  du  centre  de  l'anneau.  En  désignant  par  S\,  S^  ,  R.E,  KM 
les  projections  sur  les  axes  fixes  de  la  force  extérieure  totale  appli- 
quée à  Saturne  et  à  l'anneau,  nous  aurons 

/  d^u  _  R+  S  ùV_      M  _ 
dt*   ~'      KS      du  "t"-~  '  ' 

(') 

!   dr-        ks    dv 
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ÎSous  nous  ramènerons  à  un  cas  particulier  delà  question  traitée 
dans  les  n"s  25  à  27,  en  introduisant  l'hypothèse  que  les  quan- 
tités  H —  X,  H — Y  sont  des  fondions  de  /,  u .  e,  //',  v'  satis- 
faisant à  des  conditions  qui  correspondent  aui  hypothèses  faites 
dans  le  n"  20'  au  sujet  de  La  fonction  U/.  Ces  hypothèses,  comme 
nous  le  saxons,  onl  été  intraduites  sous  deux  formes;  elles  con- 
sistaient à  admettre  que  certaines  fonctions  étaient  données  dans 
certains  domaines,  que  certaines  dérivées  existaient,  que  certaines 
fonctions  étaient  continues,  que  certaines  quantités  étaient  com- 
prises (dans  le  cas  correspondant  I  entre  des  limites  finies  et,  enfin, 
qu'un  certain  degré  de  petitesse  était  donné.  Avant  de  formuler 
les  hypothèses  relatives  aux  quantités  S  —  X  et  H  —  Y,  il  faut 
introduire  des  domaines  jouant  dans  notre  cas  le  même  rôle  que 
celui  des  domaines  (  i  )  et  (3)  ou  (  i  )  dans  le  n"  25. 

Les  recherches  des  nos  2o-27  révèlent  alors  d'une  part  une  in- 
imité de  mouvements  pour  lesquels  il  ne  se  produit  point  de  chocs 
entre  Saturne  el  L'anneau  lorsque  /  croît,  et  d'autre  part  un  mou- 
vement pour  lequel  ce  choc  ne  se  produit  jamais.  Pour  la  démons- 
tration nous  renvoyons  aux  paragraphes  précédents. 

Laplace  (')  a,  comme  on  sait,  étudié  Le  mouvement  (dans  un 
plan)  du  système  formé  par  Saturne  et  l'anneau,  en  supposant  ce 
dernier  réduit  à  une  ligne  homogène  avant  la  forme  d'une  circon- 
férence. Laplace  affirme  que  les  forces  pertubatrices  doivent 
toujours  avoir  pour  effet  Le  choc  entre  Saturne  et  l'anneau.  Cette 
proposition  n'est  pas  tout  à  fait  exacte,  comme  nous  venons  de  le 
reconnaître. 

29.  Sur  une  certaine  équation  différentielle.  —  Comme 
dernier  exemple,  étudions  l'équation  différentielle 

(i)  2jf -[«  +  ?(')]  *  =  <KO- 

où  <p(/)  el  <l>  (/)  sont  données  comme  fonctions  continues  pour 
toutes  les  valeurs  de  t  et  contiennent  /  sous  forme  trigonomé- 
trique.  Cela  signifie  que  <p(*)  et  ty(t)  se  déduisent  des  $(u< uw), 
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W(ut,  . . . ,  um)  par  la  substitution  w,  =  —  >  ■  •  • ,  um  =  — >  $  et 
lF  étant  données  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  u  comme 
fondions  continues  et  périodiques,  de  périodes  égales  à  l'unité. 
a,,  ...,  v.m  sont  des  quantités  non  nulles  et  telles  qu'entre  leurs 
inverses  il  n'existe  point  de  relations  linéaires  homogènes  à  coef- 
ficients entiers.  Soit  a  une  constante  positive  et  supposons 
que  |^(0|  a'1  un  certain  degré  de  petitesse  déterminé  à  l'aide  de  a 
et  que  nous  nous  réservons  le  droit  de  choisir  plus  loin. 

Nous  allons  donner  la  solution  générale  de  l'équation  (i).  Com- 
mençons par  une  certaine  solution  particulière. 

Remplaçons  (  i  )  par  le  système  suivant 


(2) 
L'équation 


dz  _ 
dt  _Ç' 


dt 


=  txz-+-®(t)z-\-ty(t). 


ou  u)2=a  a  deux  racines  -h  y/a  et  —  y/a  réelles  et  non  nulles. 
Soient  A,  et  A2  les  nombres  positifs  dont  il  a  été  question  dans 
l'Introduction,  ers  nombres  correspondant  au  tableau  des  quan- 
tités a  qui  est  ici 


Supposons  maintenant  |'f(*)|  <  A,.  Puisqu'on  peut  choisir  un 
nombre  y  >  o  de  telle  façon  qu'on  ait  |'j*(0|  <  À2Y  nous  obtenons 
le  résultat  suivant  en  nous  basant  sur  la  proposition  citée  dans 
l'Introduction  :  l'équation  (1)  admet  une  solution  et  une  seule  pour 
laquelle  z  reste  entre  des  limites  finies.  Pour  cette  solution  on  peul 
développer  ;  en  série  trigonomé trique  uniformément  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  /  et  ayant  la  forme  caractérisée  dans 
l'Introduction.  Si  <1>  el  M*  admettent  des  dérivées  continues  par 
rapport  aux  u  jusqu'à  un  ordre  suffisamment  élevé,  on  peul  déve- 
lopper z  en  série  trigonométrique  absolument  et  uniformément 
convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  /  et  ayant  la  forme  de  séries 
ordinaires  de  Fou  ri  er  à  plusieurs  variables  {voir  Introduction). 
Vous  désignerons  cette  solution  par  <L. 
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Passons  maintenant  à  l'étude  de  l'équation  différentielle 

(3)  ^  -[a-t-  ?(0]  =  o. 

Faisons  d'abord  une  remarque  dont  l'exactitude  peut  être  facile- 
ment prouvée  et  qui  esi  d'ailleurs  connue. 

Soit  X  une  fonction  continue  de  <,  donnée  pour  toutes  les 
valeurs  de  t.  Si  alors  deux  fonctions  v  et  w  de  t,  définies  pour 
toutes  les  valeurs  de  /,  satisfont  aux  équations 

(4)  ^+*       X  =  o,        —  -„-^\  =  o 

et  diffèrent  entre  elles  pour  une  valeur  au  moins  de  /,  elles  d if— 
fèrenl  pour  toutes  les  valeurs  de  /.  En  posant  L  =  -  (e  —  <v),  les 
fonctions 

i         /    ■■'"  i        -J    ''" 

représentent  des  solutions  indépendantes  de  l'équation 

(6)  £  +  X«— ■ 

Formons  l'équation 

(7)  '-j-t  =  -  2v/^X-X*-t-(p(/) 

et  désignons  par  o,,  Sa  des  quantités  correspondant  à  — a  y/a  de 
la  même  façon  que  les  aombres  A,.  A.,  de  l'Introduction  corres- 
pondent au  tableau  des  quantités  a.  Choisissons  ensuite  un 
nombre  g  ne  dépendant  que  ^\c  y.  el  satisfaisant  aux  relations 

Enfin  supposons  qu'on  ait  |ç(f)|  <1  &ag>  (Nous  avons  le  droit  de 
faire  cette  hypothèse,  d'après  ce  qui  précède.) 

Il  existe  une  solution  de  l'équation  -  el  une  seule  s'élendant 
à  toutes  les  valeurs  de  t  el  restant  dans  le  domaine  :'<À<(i,'. 
Cette  solution  peut  être  développée  en  série  trigonométrique  uni- 
formément convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  /  el  avant  la 
forme  précisée  dans  I  Introduction,  Si  $  admel  des  dérivées  con- 
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tinues  par  rapport  aux  a  jusqu'à  un  ordre  suffisamment  élevé,  on 
peut  développer  cette  solution  en  série  trigonométrique  absolu- 
ment et  uniformément  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et 
ayant  la  forme  de  séries  ordinaires  de  Fourier  à  plusieurs  variables. 
Désignons  par  X  cette  solution.  On  a  toujours  |X|<;y/a.  Formons 
ensuite  l'équation 

(8)  ^  =  2v/«{1_fJl»+(p(f). 

De  même  que  pour  l'équation  (7),  il  résulte  de  la  théorie  générale 
que  si  |'f(^)|  a  un  certain  degré  de  petitesse  déterminé  à  l'aide 
de  a,  il  existe  une  solution  w.  de  l'équation  (8)  s'étendant  à  toutes 
les  valeurs  de  t,  satisfaisant  à  la  relation  |  jjl |  <  y/a  et  qui  est  déve- 
loppable  dans  des  conditions  analogues  à  celles  que  nous  avons 
énoncées  tout  à  l'heure  pour  le  développement  de  X. 
Nous  avons  maintenant 

d  (  J a.  -4-  \  )  /  ,-      ,  \„  .  . 


dt 

d{ —  y/ a  -+-  jjt) 
dt 


=  —  ( —  y/a  -t-  ;jt)2  -+-  a  -+-  <p(0- 


Par  conséquent  y/a  -f-  X  et  —  y/a  -+-  y.  satisfont  à  la  condition 
(9)  ^=-V-H«  •+•?(*) 

et,  par  conséquent,  les  quantités  y/a  +  X  et  — y/a  -f-  u.  diffèrent 
entre  elles,  puisqu'on  a  2y/a  >  p.  —  X  et  par  conséquent 

y/a  -+-  X  >  —  y/a  -f-'  [ju 

Posons  maintenant 

■»T  =  ?.  y/a  -(-  X  —  {ji. 

Alors  T  est  >  o.  Ensuite,  on  peut  développer  T  en  série  trigono- 
métrique  uniformément  continue  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et 
ayant  la  forme  caractérisée  dans  l'Introduction.  Si  *I>  admet  des 
dérivées  continues  par  rapporl  aux  //  jusqu'à  un  ordre  suffisam- 
ment élevé,  T  esl  développable  en  série  trigonométrique  absolu- 
ment et  uniformément  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de   / 
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et  ayant  la  forme  d'une  série  ordinaire  de  Fourier  à  plusieurs  va- 
riuhles. 

La  solution  générale  de  l'équation  i  i  I  peut,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, être  représentée  sous  la  forme 


■f.ii 


:/> 


8      Ci     —  =-        '■,  — — — , 

/T  y  T 

où  C|,  c-j  et  a  sont  des  constantes  arbitraires. 

Nons  aurions,  d'ailleurs,  pu  étudier  l'équation  (3)  en  partant  de 
la  remarque  suivante  : 

Si  la  fonction  u  donnée  pour  toutes  les  valeurs  de  /  satisfait  à 
l'équation 

u* (  u"  ■.   \  u  )  —  c        (c  =  const.)  (c    o), 

où    \   esl    une  fonction  donnée    pour  lotîtes    les    valeurs   de  /.  les 
expressions 

-Ç'>!L         -s-f'-Ii 

ur       •'""".      ne  *'""  , 

dans  le  cas  r  <  o  el 

'"'-(  v^/     %)>     ««n(  •Sjf    £  ) 

dans  le  cas  c       o  sonl  des  solutions  de  l'équation 

Plus  importante  que  l'équation  (i)  esl  celle  qui  a  même  forme 
mais  où  d  esl  négatil  i  '  i,  les  hypothèses  restant  d'ailleurs  ana- 
logues aux  précédentes.  Pour  ce  cas,  on  n'a  pas  obtenu  de  résultats 
correspondant  à  ceux  établis  dans  le  présent  paragraphe.  Cepen- 
dant, l'équation  que  nous  avons  étudiée  peul  aussi  trouver  son 
applicat  ion  en  Mécanique. 


(')  Voir  \.  Lindstbdt,  Beitrag  zur  Intégration  der  Differentialgleichungen 
,/<■/■  Storungstheorie,  |>.  17  (S. uni  Pétersbourg,  i883).  Poincarb,  Les  méthodes 
nouvelles  de  la  Mécanique  céleste \  1.  il.  p    177. 
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SUR  LA  DÉFINITION  DE  L'AIRE  D'UNE  SURFACE  COURBE; 
Par  M.   E.  Goursat. 

1.  On  a  proposé  plusieurs  définitions  de  l'aire  d'une  surlace 
courbe.  Celle  que  j'ai  adoptée  dans  mon  Cours  d'Analyse  sup- 
pose implicitement  que  la  condition  suivante  est  remplie  :  on  peut 
décomposer  la  portion  de  surface  considérée  S  en  un  nombre  fini 
de  portions  c,,  <r2,  . . .,  a-,,,  telles  que  si  l'on  projette  l'une  de  ces 
portions  07  sur  le  plan  tangent  en  un  point  quelconque  mi  de  07, 
cette  projection  ne  se  recouvre  pas  partiellement  elle-même,  de 
telle  façon  que  la  projection  du  contour  de  07  ne  présente  aucun 
point  double. 

En  d'autres  termes,  toute  droite  joignant  deux  points  quelconques 
de  la  portion  57  n'est  jamais  parallèle  à  la  normale  en  un  autre 
point  de  la  même  portion  de  surface.  11  est  clair  que  cette  condi- 
tion est  satisfaite  pour  les  surfaces  que  l'on  considère  habituelle- 
ment, mais  on  peut  aussi  démontrer  que  cette  propriété  est  une 
conséquence  des  hypothèses  qu'on  fait  dans  la  théorie  classique 
des  surfaces. 

On  suppose  les  coordonnées  rectangulaires  (x,  y,  z)  d'un  point  M 
de  S  exprimées  en  fonction  de  deux  paramètres  variables  (?/,  v) 

(1)  x  =  f(u,i>),         jk  =  ?0,<'),       .  z  =  <\>(u,i>), 

les  fonctions  y,  <p,  -i  étant  régulières,  c'est-à-dire  continues  ainsi 
que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dans  une  région 
bornée  R.  du  plan  (a,  c)  qui  correspond  point  par  point  à  la 
surface  S.  Nous  supposons  de  plus  que  les  trois  jacobiens 

Dp,  s)        DU,  x)        D(.r,y) 
\)(u,  v)'      ï)(u,  v)'       D (  a ,  r ) 

ne  sont  jamais  nuls  à  la  lois  pour  un  point  (u,  v)  de  cetle 
région.  Soit  C  la  courbe  du  plan  (u,  r)  qui  limite  la  région  R; 
à  ((■lit1  courbe  C  correspond  la  courbe  r  qui  limite  S.  Pour 
éviter  toute  difficulté  relative  à  cette  frontière,  nous  admet- 
trons <pie  les  conditions  précédentes  sontremplies  dans  une  région 
\V  du  plan  |  //,  r  1,  un  peu  plus  grande  (pie  R,  limitée  par  un  non- 
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veau  contour  C,  qui  renferme  le  contour  C  à  son  intérieur;  cela 
revient  à  prolonger  un  peu  la  surface  S  au  delà  de  la  courbe  V.  ce 
qui   peut  évidemment,   se   faite  d'une  infinité  de  manières.    Nous 
appellerons  S'  la  surface  ainsi  prolongée 

Soit  m  un  point  quelconque  de  S,  correspondant  à  un  point 
(//„,  c0)  de  la  région  li.  Imaginons  qu'on  rapporte  la  surface  à  un 
nouveau  système  d'axes  de  coordonnées  rectangulaires,  l'origine 
étant  au  point  m  et  l'axe  m'A  éianl  la  normale  en  ce  point.  Les 
formules  (i)  sont  remplacées  par  les  suivantes 

(2)  X=F(k,  i>),        Y=*(m,  v),        Z  =  W(u,v), 

les  fonctions  F,  <I>,  W  étant  aussi  régulières  dans  IV.  Dans  ce  nou- 
veau système  d'axes,   le  plan  langent  à  l'origine  est  le  plan  Z  =  o, 

,        ,  ..         D(X,Z)    D(Y,Z)         ,         , 

ci   par  suite   les  deux    lacobiens  K 1  ,-c- :  sont    nuls    pour 

1  •'  D  (  u,  v)     D  («,  v  )  ' 

i  •       D(X,Y)     ,  ,  , 

u=u0,  v  =  va.   Le  lacobien  , n  esl    donc  p;is  nul  pour  ce 

J  D  (w,  v )  ' 

système  de  valeurs.  Il  suit  de  là,  d'après  la  théorie  des  fonctions 
implicites,  que  les  deux  équations 

X  =  F(u,i>),        Y  =  *(«,«>) 

admettent  en  (u,  c)  un  système  de  solutions  et  un  seul  tendanl 
vers  Uq  el  p0  respectivement  lorsque  X  et  Y  tendent  vers  zéro; 
ces  fonctions  u  =  tz (X,  Y),  c  =  tt,  (X,  Y)  sont  régulières  dans  le 
domaine  à  défini  par  la  condition 

X*+Y«<p«, 

o  étant  un  nombre  positif  convenablement  déterminé. 

La  portion  de  ï,  ou  de  S',  voisine  du  point  m,  qui  se  projette  Mil- 
le plan  tangent  en  ///  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  p,  décrit  du 
point,  m   pour  centre,  esl   représentée    par   une   équation    de    la 

forme 

/.       f(X,Y), 

l,i  fonction  -T  étant  régulière  dans  ce  cercle. 

\  chaque  point  ///  de  S  correspond  ainsi  un  nombre  positil  p; 
il  nous  suffira  de  démontrer  que  (a  borne  inférieure  de  p  est  un 
nombre  positif  p0,  lorsque  le  poinl  ///  décrit  la  surface  ï.  La  pro- 
priété admise  plus  haut  pour  ï   s  en   déduit    immédiatement  ;    il 
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suffira,  en  effet,  de  décomposer  S  eu  portions  assez  petites  (Tour 
que  la  distance  de  deux  points  quelconques  d'une  même  portion 
soit  inférieure  à  p0. 

2.  Nous  n'avons  pour  cela  qu'à  reprendre  la  démonstration 
classique  du  théorème  d'existence  des  fonctions  implicites  (Cours 
d'Analyse,  t.  I,  2e  édition,  p.  g4),  en  précisant  l'énoncé  dans 
le  cas  particulier  considéré  ici.  Prenons  d'abord  un  système  de 
la  forme 

(    u  —  u0—  x  -+-  g(u,  ('), 

(   v  —  v0  =  y  -±-  h(u,  c), 


(3) 


les  fonctions  £■  (u,  c),  h  (a,  v)  étant  nulles,  ainsi  que  leurs  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  pour  u  =  u0,  p  =  p0,  et  régu- 
lières dans  le  voisinage.  Choisissons  un  nombre  positif  c  tel  que 
Ton  ait 

|  g'u  |<  K,        |  g[,  |<  K,        |  h'u  |<K,        |  K  |  <  K, 

pourvu  (pie  |  u  —  U0  |  et  |  P  —  c0  |  soient  inférieurs  à  c,  K  étant  uu 

nombre  positif  inférieur  à  -•  D'après  la  démonstration  du  théorème 

d'existence,  les  équations  (3)  admettent  un  système  de  solutions 
et  un  seul  tendant  vers  u0  et  p0  respectivement,  pourvu  que  |  x 
et  \y\  soient  inférieurs  à  c  (i  —  2  K.).  Si  l'on  suppose  par  exemple 

qu'on  ait  pris  K.=  ~,  les  fonctions  u  et  v  définies  par  les  équa- 
tions (3)  et  qui  se  réduisent  à  u0  et  c0  pour  x  =  y  =  O,  sont 
régulières  tant  que  |  x  |  et  \y\  restent  plus  petits  que  -,  et  par 
conséquent  dans  le  domaine  o  défini  par  la  condition 

S/ 'x*  -h  y"-  <  — 

Revenons  aux  formules  (2);  elles  peuvent  s'écrire 

1   X=  %{x  —  a?0)-+    ${y—  7o) -H  Y(«  —  *o)  =  F(m,  f), 

(4)  j  Y=a'(a?  — a7o)-Hp'(r— 7o)H- Y'C-5  — -so)=*("'(')' 

(  Z  =  cf(x  -  a?0)  +  P"(7  -  Jo)  4-  Y*(~  -  -0)  =  *?(«,  P  I, 

x0,y0,  z0  étant  les  coordonnées  du  point  /»  par  rapport  aux  an- 
ciens axes,   et  a,  Jii,  y,   ...,   les  neufs  cosinus   directeurs.  On   en 
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déduit,  par  un  calcul  facile,   en  supposant  que  les  deux  trièdres 
ont  la  même  disposition, 

UfX,Y)  =    -  D(^.-z)    ,    „,  D(s,*)    ,    ..J^r.  y) 
D(m,  «;)  D(a,  p)        '     D(a.i>)        '     D(«,  f>) 

Les  six  dérivées  partielles  des  fonctions^',  ©,  di  étant  continues 
dans  le  domaine  R',  à  tout  nombre  positif  e  on  peut  faire  corres- 
pondre un  autre  nombre  positif  p,  lel  que  pour  deux  points 
quelconques  (m,  p),  (u' .  p')  du  domaine  R'  satisfaisant  aux  deux 
conditions 

\u  —  K'|lp,        |p  —  f'I^pi 
on  ait  aussi 

!/•(«,  0-/i(»'.OI<« 

et   cinq    inégalités    analogues,    (pie    l'on    obtiendrai I    en    rempla- 
çant^ («,  p)  par  les  autres  dérivées.  En  outre,  les  valeurs  absolues 

de  ces  six  dérivées  ont   une  borne  supérieure  DU  dans  R',  el  enfin 
l'expression 

a  pour  borne  inférieure  un  nombre  positif  u?.  Les  deux  premières 
équations  |  j)  peuvenl  s  écrire  en  posant 

a  =  r;,  i  it0,  o0),      b  =  f;.<  u9]  r,,),      c  =  'i>;,  i  u0,  o0),      d  =  <i\',o„,  c0), 

A.(«   _u0)-(-B(v  — c0)  =  X       F(u,v)-hA(u-  u0)  +  B(t> —  v0), 
C(a—  //„)  -+-  D(p  —  p0)  =  Y  — '!•(  u,  v)  -+-  G(«  —  "o)  -+-  D(p  —  r„  », 

ou  encore 

D\  — in 
M-"'=Al)-BC---f(,/-'- 
n       rx 

A'         (A         ni 

-^AD-m:-^'1"' 

en  posant 
rf  N  _    D[A(m—  iQ  +  B(r  -r»)  -  [■-(«,>■)!       B|C(»  -  »„)-+-  D(r  — r„»       *(«,  p)] 

31  ("»")-  ad  -  ik:  —  : 

...              A.[C(k  —  a0)-»-D((       p0)      ■'■  ■•   i  'I       C[A(u      k«)       Im«       ,,,      F(a,  i»)l 
«  '  "• p)  =  AH -ne 

Les  deux  fonctions   J(tt,  p)  el  n(u,  p)  sont  nulles,   ainsi  que 
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leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre  pour  u  =  «0,  ç  =  çQ. 
D'autre  part,  d'après  les  formules  (4),  et  la  façon  dont  on  a  défini 
le  nombre  p,  les  différences 

F'u(u,o)  -  F'a(u\  v'),         FJ(u,  p)  -  F;(it',  p'), 
*«  (»,c)-  *«  (  «')  «>')>         *£(«,<>)  —  *£(«'»  O 

sont  moindres  en  valeur  absolue  que  3  e,  pourvu  que  \u  —  u' \ 
el  |  v  —  v'  |  soient  plus  petits  que  p.  Or  on  a 


JL(u,  p)  = 


D[F'tt(un,  Pq)  —  F'm(m,  o)]  —  B[4»;,(m0,  p0)  -  <fr^M,  v)] 
AD  — BG 


et  trois  relations  analogues  pour  les  autres  dérivées  Â\, ,  Çj^,  (,'[,. 
Observons  encore  (pie  les  valeurs  absolues  des  coefficients  A,  B, 
C,  D  sont  inférieures  à  ,')IL,  quel  que  soit  le  point  (u0,  <'0)  et  que 
la  valeur  absolue  de  AD  —  BG  est  supérieure  à  p.,  car  on  a  la  rela- 


tion générale 


rD(x,Y)-i»     rD(Y,Z)-|«     p(z,X)i2 
eg-F2-LdkpTJ  +  [WS^)\  +[d(^tJ  ' 

et  les  deux  derniers   jacobiens  sont   nuls  pour  u  =  u0,  v  =  P0.  Il 
s'ensuit   que  les  valeurs  absolues   des  dérivées   partielles  §Uj  rT'„, 

0«i  Çu»  sont  inférieures  à  — — -  lorsque  les  valeurs  absolues  des  dif- 

1 

férences  u  —  u0,  v  —  ^0  sont  inférieures  à  p. 

Le  nombre  positifs  étant  arbitraire,  supposons  qu'on  ait  clioisi 

,       ,    c               cou  s     .   .  c,  .       ,i  . 

ce  nombre  de  façon  que  soit  intérieur  a  -,  par  exemple  que 


l'on 


ail   pris  e 


6  011e 


est  alors  égal  à  -•  Nous  désignerons 


1 8  dïi  '      [x 
maintenant  par  p  le  nombre  positif  qui  correspond  à  cette  valeur 

de  c.  Si  les  valeurs  de  X  et  de  Y  sont  intérieures  à  -r^r->  on  voit 


immédiatement  qu'on  aura  aussi 


DX  -  BY 


AD  -  BC 


W-  BX 


M»       BC 


p 


el  par  conséquent,  dans  le  domaine  défini  par  la  condition 


_  iu  — 


les  fonctions  u  el  v  de  X  el  de  Y  définies  par  les  équations  (5), 
qui  se  réduisent  à  w0  et  v0  pour  X  =  Y  =  o,  sont  régulières.  Or  le 
rayon  de  ce  domaine  est  indépendant  de  (w0,  v0)  dans  le  domaine  R, 
ce  qui  démontre  la  proposition  que  nous  avions  en  vue. 


ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  ET  ÉQUATIONS  INTÉGRALES; 
Pab  M.   Emile  Cottojt. 

Ktant  donné  un  système  d'équations  différentielles,  résolu  par 
rapport  aux  dérivées  des  fonctions  inconnues,  on  lui  (ail  corres- 
pondre un  système  d'équations  intégrales,  en  intégrant  les  deux 
membres  des  diverses  équations  donl  il  est  composé.  Cette 
remarque  bien  simple  paraît  cependant  avoir  servi  de  guide  pour 
l'étude  des  équations  intégrales. 

J'indique  ici  une  méthode  plus  générale  pour  établir  une  pareille 
correspondance  (nos  I,  2),  et  je  donne  quelques  propositions  con- 
cernani  l'existence  et  la  détermination  approchée  des  solutions 
des  systèmes  d'équations  intégrales  d'un  type  analogue  à  celui  de 
Vollerra,  mais  où  les  facteurs  des  noyaux  ne  sonl  pas  linéaires 
par  rapport  aux  fonctions  inconnues  (n"s  3,  I,  6,  7).  La  méthode 
employée  est  celle  des  approximations  successives,  dont  M.  Picard 
a  montré  la  grande  fécondité  dans  l'étude  des  équations  différen- 
tielles el  des  équations  aux  dérivées  partielles.  Les  déterminations 
les  plus  avantageuses  (nos  0,  1)  d'un  intervalle  de  convergence 
pour  ces  approximations  font  intervenir  des  équations  intégrales 
de  comparaison  linéaires;  quelques  lignes  sont  consacrées  aux 
équations  de  ce  type  particulier  (n°  5). 

Enfin,  l'application  des  résultats  obtenus  au  cas  des  équations 
intégrales  correspondant  à  des  systèmes  d'équations  différentielles 
permet  (n"8)  de  retrouver  et  de  compléter  un  peu  les  proposi- 
tions que  j'ai  données  antérieurement  P)au  sujet  <le  l'intégration 
approchée  de  ces  systèmes. 

(')  Ce  Bulletin,  i  XXXVI,  rgo8.  Les  renvois  à  ce  travail  sonl  désignés  ici  par 
l,i  lettre  lî.  La  méthode  suivie  dans  le  présent  article  amène  •>  le  rapprocher 
d'un  Mémoire  inséré  dans  le  Tome  \\\1  des  Acia  mathematica,  p,  <»-. 
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1.  Rappelons  que  la  solution  générale  d'un  système  d'équations 
différentielles  linéaires  non  homogène 

dz 
(i)  -jr-  —  AiiZi-*-...  —  Ainzn=Bi(t)         (i  =  1,2,  ...,n) 

est  donnée  par  les  formules  (') 

(2)  s*=DA(l)-t-<f     yB((a)ipA«(<,*)*         (/c  =  i,2,  ...,«), 

où  D,(f),  .  .  .,  D„(£)  constituent  la  solution  générale  du  système 
homogène  correspondant  à  (i),  c'est-à-dire  de 

(3)  -~  —  kiKz<,  —  ..  .— kinzn  —  o        (i  =  i,  2,  ...,  n), 

et  où  les  fonctions  Za=  <pA/(^  a),  9ue  nous  appellerons  les  noyaux 
correspondant  aux  systèmes  (3)  ou  (5),  considérées  comme  fonc- 
tions de  t,  vérifient  le  système  (3)  et  satisfont  aux  conditions 

<P«(«»  «)  =ij         ?*/(«»  a)  =  o(k  je.  i). 

2.  Nous  donnerons  alors  au   système  différentiel  à  étudier  la 
forme  pseudolinéaire 

(4)  —jj-  -Aa(0»i-.  •  •—  A/«(«)arn=  A,-(«,  a?l5  ...,  #„)  (t  =  i,  2, ...,  re) 
et  nous  vovons,  d'après  ce  qui  précède,  que  les  solutions 

de  ce  système,  vérifient  le  système  d'équations  intégrales 

gk{t)  =  D*(0+  /     2\fki(t,u)hi[*,  gt(*),  ...,gn(«)]d« 

(5)  <  •//i   ^ 

(/  =1,2,  ...,  re), 

où  D((/),  .  ,.,Dn(/)  constituent  le  système  de  solutions  de  (3) 
satisfaisant  aux  mêmes  conditions  initiales  que  les  solutions  cher- 

(')   Voir  B.,  n»  <J. 

wvvui.  10 
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chées, c'est-à-dire  que 

Di(/0)  =  ^i('o).         •  •■,        D«(«o)  =  ffn(to). 

On  peut  mettre  un  système  différentiel  sous  la  forme  pséudo- 
linéaire  d'une  infinité  de  façons,  et  utiliser  les  arbitraires  que  com- 
porte celte  transformation  pour  n'avoir  affaire  qu'à  des  fonctions  h 
qui  restent  petites  et  varient  lenlemenl  (au  voisinage  d'une  courbe 
intégrale  approchée  connue)  (').  Ceci  est  avantageux  pour  les 
renseignements  qu'on  en  peut  déduire  sur  la  courbe  intégrale 
exacte  comme  aussi  pour  la  rapidité  de  la  convergence  des  déve- 
loppements, donnant  les  solutions  exactes,  fournis  par  la  méthode 
des  approximations  successives. 

Quant  à  l'intérêt  (pie  présente  la  transformation  d'un  système 
différentiel  (4)  en  un  système  d'équations  intégrales  (5),  il  s'ex- 
plique  par  la  facilité  avec  laquelle  on  peut  évaluer,  d'une  façon 
approchée,  une  Intégrale  définie  et  estimer  l'approximation  corres- 
pondante (-). 

3.  IN o 1 1 >  considérerons  maintenant  un  système  d'équations  inté- 
grales (5)  comme  donné  a  priori;  les  fonctions 

«H  /•  v.  I,     h(  /,  ./', vn),      l»(/  i 

sont  connues  (:t);  nous  Nouions,  en  nous  limitant  aux  éléments 
réels,  établir  l'existence  des  solutions  bien  déterminées  pour  ce 
s\  stème  dans  un  intervalle 

/„    i    /,,-t-û 

Lorsque  les  conditions  suivantes  sont  remplies. 

Dans  un  do  in  ai  ne  I)  de  la  multiplicité  (/,  ./", C«)  compre- 
nant à  son  intérieur  le  point  /„,  D,(£0),  ....  D„(t0):  les  fonc- 
tions h (t}  X{,  .  .  .  ,  ./'/,)  sont  finies,  continues,  et  satisfont,  par  rap- 
port aux  variables   ./•,   à   certaines   conditions  de   Lipschitz.  Enfin, 


(  '  )  Voir  I?,  Introduction  el  a"  s  el  10. 

i   i  oir  B,  d     H  <■'  I  -.  el  plus  loin  o°  8 
(3)  Les  fonctions  -  et    D  n'ont  pas  nécessairement  entre  elles  dans  la  suite  les 
relations  qu'elles  ont  dans  le  cas  particulier  du  n"  2. 
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pour 

(6)  fu<a<<<<0+T, 

les  fonctions  D  (£)  et  ©(£,  a)  sont  finies  et  continues  (  '  ). 

4.  Nous  donnerons  d'abord  une  démonstration  rapide  de  cette 
proposition,  donnant  un  intervalle  de  convergence  plus  restreint 
que  celui  que  nous  obtiendrons  ultérieurement.  Cette  démonstra- 
tration  s'applique  aux  systèmes  de  la  forme 

j  gk{t)  =  D*(0  -t-  f  F*[*,«,^(a),  ...,g>u(*)]da 

\     /     )  I  W„ 

'  (k  =  1,2, /i), 

qui  comprennent  connue  cas  particulier  les  systèmes  (5). 

Nous  admettons  que,  lorsque  (t:  x,.  ...,xn)  reste  dans  un 
domaine  D  et  que  les  inégalités  (6)  sont  vérifiées,  les  fonctions 

F/U,  oc,.r,,  . ..,  .?•„  j 
sont  continues  et  satisfont  aux  inégalités 

(8)  |FZ(*,  a,  #„...,*„)  |<  M 
et  aux  conditions  de  Lipschitz 

( 9 )  I  F«(  t,  a,  xu  . . . ,  xn  )  —  Fi(t,x,  x\ ,  . . . ,  x'„  )  \ 

<  Kj  |  a?t — a/i|  ■+--..-+-  K.,|a?»— a?'„|        (i'  =  i,2,  ...,«). 

Ces  hypothèses  sont  bien  vérifiées  dans  le  cas  des  systèmes  (5), 
en  vertu  des  suppositions  du  n°  3.  Nous  poserons,  en  outre, 

(io)  |F*[f,«,  Dt(«),  ...,D„(a)]|<M0. 

Employons  la  méthode  des  approximations  successives  en  pre- 
nant comme  premières  approximations 

(H)  fft(t)  =  D1(t),         ...,         g%(t)  =  Dn(t), 


(')  Le  cas  où  T  est  infini,  el  celui  ou  quelques-unes  des  fonctions  I)  et  cp  le 
deviennent,  peuvent  présenter  un  grand  intérêt  pratique  et  méritent  nue  étude 
spéciale. 
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el  calculant  les  suivantes  par  les  formules 

(I2)  ^+1(0  =  D*(0+y   F,[(,a,sMa),...M?„(a)]rfa 

f  (A  =  1,2,  ...,n). 

(Comparons  aux  approximations  analogues  relatives  au  système 

M        r  ' 

03)     Yi(0  =  Y*(*)  =  ...=Y»(0=-^L+  /     [Klïl(a)-+-...+  K,(ï/1(a)]rfa, 

(  Wi  =  Ki  -+-  K2  +  ...-)-  K„  ), 
pour  lequel  les  approximations  de  rang/?  +  i  sont 

04)  rt(o---tfco-£r«+*(«-»)+...+*;(f-t'),'i- 

lH    L  1.2.../)         j 

On  voit  de  proche  eu  proche  que,  quels  que  soient  les  indices  i 

dp, 

('•>)  kfco-^r'coKiïfo-Yr'oi. 

et  l'on  en  conclut  que,  si  0  esl  assez  petit  pour  que  8_T  et  que  les 
points  intérieurs  à  la  gaine 

(i(i)     l0<t<t0-hB,     |*/_D/(«)|£^(e8C(*-w  —  i)     (i  =  i,2,  ...,«), 

soient  aussi  Intérieurs  au  domaine  I),  toutes  les  approximations 
successives  g1- (t)  sont  bien  définies  et  tendent,  lorsque  p  aug- 
mente indéfiniment,  vers  des  limites  g{\  I  i  vérifiant  le  système 
d'équations  intégrales  (t).  On  démontre  aisémenl  que  ce  sys- 
tème de  solutions  esl  unique  (  '). 

'.).    En   procédant    encore  comme  on    le   fait   dans    l'étude    des 
équations  différentielles,  nous  allons  examiner  le  cas  particulier, 

(')  La  démonstration  précédente  esl  une  extension  immédiate  d'une  démonstra 
Mon  donnée  par  M.  Lindelôf  (Journalde  Mathématiques,  1894)  de  la  convergenci 

des  approximations  successives  de  M.   Picard  dans  le  cas  «1rs  équal s  différée 

tielles.  Dans  son  intéressante  Thèse  (Journal  de  Mathématiques,  1908  |,  M.  Lalesco 
donne  une  démonstration  (  n°  12)  analogue  à  celle  de  M    Picard  l  Traité  </'  Inalj  se, 
1.  II)  et  <i«ii  conduit  à  des  résultats  qu'on  déduit  de  ceux  du  texte,  en  j  rempla 
çanl  la  gaine  l  16)  par  la  gi • 
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important   pour  la   suite,   des  systèmes  d'équations  intégrales 
linéaires  ou  systèmes  d' équations  de.  Volterra  ('). 

Nous  appelons  ainsi   les   systèmes   (7)  où    les  F   sont  fonctions 
linéaires  des  variables  x. 

Soit 

t  n 
(l/)     £7,(0  =  D/,(0+  f  2<MM)£7(«)«k  (k  =  1,2,  ...,«) 


un  tel  système.  Admettons  que  les  fonctions  D(£),  >l(t,y.)  soient 
continues  lorsque  les  conditions  (6)  sont  remplies;  nous  voyons 
immédiatement  que  le  système  (17)  admet  un  système  de  solu- 
tions bien  déterminé  dans  V intervalle  t0  <  t  ■<  t0-\-  T. 

Remarques.  —  i°  On  peut  déterminer  le  système  de  solutions 
d'un  système  (17)  par  approximations  successives,  en  prenant  les 
premières  approximations  gl(t)  toutes  égales  à  zéro,  car  les 
approximations  ainsi  obtenues  ne  sont  autres  que  les  précédentes 
déplacées  d'un  rang. 

2°  Les  conditions  (6)  étant  remplies,  supposons  que  dans  le 
système  (17)  les  fonctions  D(£)  soient  positives  et  croissantes,  les 
fonctions  <li(£,  a)  soient  positives,  les  solutions  de  ce  système  sont 
manifestement  dans  l'intervalle  t0  <  t  <  t0  -f-  T  des,  fonctions  posi- 
tives et  croissantes  de  t.  On  vérifie,  en  effet,  de  proche  en  proche, 
qu'il  en  est  ainsi  pour  toutes  les  approximations  successives. 

3°  Si  l'on  considère  deux  systèmes  de  la  forme  (17),  le  premier 
construit  avec  des  fonctions  D*(£),  tyjrf(t,  a),  le  second  avec  des 
fonctions  D^(£),  '\'hi{t,  a)  dominant  les  précédentes,  c'est-à-dire 
telles  qu'on  ait  (pour  toutes  les  valeurs  de  k  et  i) 

D'*(Oâ|D*(o|,       «&(*,  «)>|«J/W(t,c0|; 

les  solutions  g',x.{t)  du  second  dominent  les  solutions  correspon- 
dantes gk{t)  du  premier  (2) 

l**(0|  >**(')■ 


(')   Voir  le  ir  1 '1  de  la  Thèse  de  M.  Lalesco. 

(-)  La  proposition  analogue  concernant  les  équations  différentielles  linéaires 
est  due  à  M.  Goursat  {Annales  de  l'École  Normale  supérieure,  1906,  p.  \l\&).  Je 
ne  connaissais  pas  cette  partie  du  Mémoire  de  M.  Goursal  lorsque  j'ai  donné  el 
Utilisé  celte  proposition  (  B,  n01  3  à  8). 
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0.   Revenons  aux  systèmes  d'équatioas  intégrales  du  type 

\  gk(t)  =  DA(t)+  f   V?H(M)M«,ft(«).  ...%gn{a)]da 

\  (k  =1,2,  ...,/i), 

considérés  an  début  du  n"  3.  Nous  compléterons  à  leur  sujet 
les  résultats  antérieurement  obtenus  en  employant  comme  pre- 
mières approximations  des  jonctions  quelconques,  et  en  utili- 
sant comme  équations  de  comparaison  des  équations  intégrales 
linéaires. 

Vd  m  étions  qu'on    ait,   dans   le  domaine   D,  comprenant   à   son 
intérieur  le  point  £0,  l),(/0),  .  .  . ,  Dn(t0),  '<!S  inégalités 

(18)  |  A|(*,*|,  ...,*»)!      "1.1/    . 

(19)  \hi(t,Xi,  ...,x„)  —  /il(t,x\, x'n)\ 

Scii(t)\xl  —  x\  |  -+-.  .  .+  cin{t)\xn  —  x'„  |         (i  =  1,  a n), 

les  (onctions  c(t)  étant  positives,  el  que  pour 
(6)  /    :x<<<f0-t-T, 

on  ait,  quels  que  soient  k  cl  /, 

(20)  \f/ct(t,  a)  |  £***(*,«). 

Soient   maintenant    Vi(/t .r»(0  des  fonctions  continues 

définies  dans  l'intervalle 

<o    /     t0  +■  T, 

telles  que  les  points  /,,,  x, ,  .  .  . ,  xlt  dont  les  coordonnées  \  éri fient 
les  inégalités 

(21)  I-'-,  -  D/(<0)|    »u(*o)        (/->.•' n), 

où  les  r,,.  i/o  1  sont  des  nombres  supérieurs  <>u  égaux  aux  modules 
des  différences   t  ,  1  /„  |       I  >,•(  /„  i,  soient  tous  intérieurs  ;'•  D. 
Nous  poserons 

|,v/i-o,(n|   ijtCi),       ...,      |  v„t/)-r>„./'|    ni»(0*. 

les  seconds  membres  des  inégalités  (22)  étant  égaux  à  ceux  des 
inégalités  (21)  pour  t  -  /„. 
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Employons  la  méthode  des  approximations  successives  de 
M.  Picard,  en  prenant  comme  premières  approximations 

(23)  *?(0=.ri(0.       ••-.       g%(t)  =  y„{t), 

et  déterminant  les  suivantes  par  la  loi  de  récurrence 

r'  " 
°  1=1 

(7. ■  =  I,  2,  ...,«). 
Posons  alors 
(25)  X*(*)  =  1*(0-+-  /    y]^A/(?,a)ni/(a)«ia, 

et  sojV  //  ;//?  nombre  inférieur  à  T  /<?/  </«<?  éoms  les  points  de  la 
gaine 

(G)        fo=*  =  f6+A|         \xi,—  y,,{t)\<1\,,{t)        (#  =  f,2,  ...,») 

soient  intérieurs  à  D. 

En  reprenant  avec  M.  Lalesco  le  raisonnement  classique  de 
MM.  Picard  et  Lindelôf,  on  établit  que  dans  l'intervalle 

(I)  *o=f  =  '•+&, 

les  approximations  successives  g'l(t)  sont  toutes  bien  définies.  On 
démontre  ensuite  leur  convergence  uniforme  en  la  comparant  à  la 
convergence  des  approximations  du  système  linéaire 

r'  n 

(26)     Y/,(o=x/,(o+  /  y  y*«(M)c//(«)T;(«)^ 

i"  i=i  /=i 

déterminées  en  prenant  les  premières  approximations  y£(0  toutes 
nulles. 

On  conclut  de  là  que  les  solutions  de  (5)  existent  dans  /'in- 
tervalle (I)  et  que  les  erreurs  gk(t)  —  V/i(t)  sont  inférieures  en 
valeur  absolue  aux  fonctions  positives  )./,(/)  définies  par  les 
équations  i  25  i. 

7.  Mais  on  peut  aussi  déterminer,  en  procédant  comme  M.  Lin- 
delôf, un  autre  intervalle  el  d'autres  limites  pour  les  erreurs. 


l>->  — 


Posons  (  ') 


(27) 


4t(0i 


(A:  =  1,2,  ....  7i). 


Considérons  les  fondions  it-(t)  solutions  du  système  linéaire  de 
comparaison 


(28) 


Pk(t)=  \,J/) 


'- 1  1  ,=1 

(A  =  1,2,  .  ..,/l)i 


el  les  approximations  successives  [^(t)  correspondant  aux  pre- 
mières approximations  'fl(t)  toutes  nulles.  En  comparant  à  la 
convergence  de  ces  approximations  et  celle  des  fonctions  g%(t) 
définies  par  les  relations  (23)  et  (24),  on  voit  d'abord  que  toutes 
ces  fonctions  g''{t)  existent  et  convergent  uniformément  dans  l'in- 
tervalle (1|)  qui  va  être  défini  ci-dessous,  et  l'on  obtient  ensuite  le 
résultat  suivant  : 

Soit  /i{  un  nombre  inférieur  à  T  tel  que  tous  les  points  de  la 

gaine 

(<;,)     /„   /    /o  +  /'i.       [xk—yk(t)\    -x/,(o      </.-  =  1,  ■>.,...,  n) 

soient  intérieurs  et  l). 
Dans  l'intervalle 

(Ii)  h    t     «o-hAj, 

les  suintions  de  (5)  existent  et  les  erreurs  g>(  0  — y*(t)  corres- 
pondant aux  solutions  approchées  yk{t)  sont  inférieures  en 
valeur  absolue  aux  fonctions  positives  V-k(t)  solutions  du  sys- 
tème (28). 

Imaginons  un  système  1  18)  <>ù  les  fonctions  AA(/)  soient  arbi- 
traires.  On  vérifie  aisément  que  les  solutions  [**(*)  d'un  tel  sys 
tème  peuvent,  dans  un  intervalle  donné  /„    /     /„  -i   h  cire  rendues 
aussi  petites  qu'on   veut   son-,  la  seule  condition    que    les  A/,(/) 


(')  On  peut  dire  que  les  fonctions  A4(0  dominent   lr->  erreurs  sur  les  équa- 
tions correspondant  aux  solutions  approchées  yt{t). 


-  153  — 

soient  suffisamment  petites  dans  le  même  intervalle.  On  en  con- 
clut que  : 

Pottr  que  des  fonctions  ne  présentent,  par  rapport  aux  solu- 
tions exactes  d'un  système  d'équations  intégrales  (5),  que  des 
erreurs  inférieures,  dans  un  intervalle  donné  t0^t%t0-{-  h,  à 
des  nombres  donnés,  il  suffit  qu'elles  soient  assez  près  de  satis- 
faire aux  équations  du  système  ('  ). 

Il  est  alors  facile  de  voir  que  la  méthode  de  Cauchy-Lipschitz 
est  applicable  à  la  détermination  de  solutions  approchées,  aussi 
voisines  qu'on  veut  des  solutions  exactes,  pour  un  système  d'équa- 
tions intégrales  du  type  (5). 

8.  Appliquons  les  résultats  précédents  au  cas  où  les  équations 
intégrales  (5)  correspondent  à  un  système  différentiel  (4).  Posons 

(29)  -jfî-—k-nyi—...-^kinyn  =  pi(t)        (i  —  1,  2,  . . .,  n); 
nous  pouvons  écrire 

(30)  yn=D'k(t)-h  f  Y  ï*/(«,  a)Pi(a)da        (k  =  1,  •>.,...,  n), 

D'(,  .  .  .,  J}'k  étant  les  solutions  du  système  homogène  (3)  prenant 
pour  t0  les  mêmes  valeurs  que  yt,  .  .  .,  yn. 

Remplaçant  dans  (27)  les  y  par  leurs  expressions  (3o)  et  admet- 
tant que  pour  t0^.  <<t0  +  Ton  ait 


(3i) 


|*i  [t,yi{t)t  ...,yn{t)}—pi{t)\<Bi(*), 
|D,(*)—  DK*) |<«/(0        (»  =  ii *>  •••,*), 


on   transforme   les    équations    intégrales  (28)   dans   les  équations 
suivantes  : 


(32) 


MO  =  6,,i 


(0+/  2  **<(',«)   B<(a)+2  *//(*)  [*;(«)<*« 


(*  =  l,  ...,»). 


(l)  Voir  <4cta  mathematica,  1.  XXXI,  p.  n5,  n°"  7  à  12. 
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Dans  le  cas  particulier  où  les  y  vérifient  exactement  les  condi- 
tions initiales  et  où  les  <I>  sont  déterminés  comme  les  noyaux  cor- 
respondant à  un  système  linéaire 

(33)  ^-«IW.*i-...-«JW„*„  =  o        (»  =  i,a,  ...,n), 

on  peul  substituer  aux  équations  (3a)  les  équations  linéaires 

\    ITT l'"  (*!  —  •••—  ^°in  P-«  =  <"'i  p.»  -*- .  .  .  -+-  C/fl  (X„ 

(  (i  =  i.a,  ....  «)• 

O/?  retrouve  ainsi  un  résultai  donné  antérieurement  i  T>.  n°  I  ->>  i; 
mais  il  est  clair  qu'il  peut  être  plus  avantageux  de  déterminer  les 
fonctions  \J-(i),  dominant  les  erreurs  correspondant  aux  solutions 
approchées,  par  un  système  d'équations  intégrales  tel  que  3 ■•  I 
OU  (r>-8).  Il  est  hou  d'observer  aussi  que,  dans  le  cas  actuel,  les 
hypothèses  sur  les  fonctions  /<(;,  .r,,  .  .  . ,  x„)  sont  plus  larges  que 
celles  faites  alors  (B,  n"  5). 

Pour  retrouver  la  proposition  donnée  dans  P>,  n"  11,  écrivons 
les  équations  (5)  à  l'aide  des  identités  (3o)  sous  la  forme 

/  A./,(/)  =  7,(/)  +  D/,(0-DA.(0 

i  /  " 

(35,     ;  -4-  /     Y<p«(M)lM«,*i(«)>--»*n(«)l-/>'(«)lda 

\  (/    «I,  S "  |. 

Appliquons  à  ce  système  (35)  la  proposition  du  n°6;  prenons 
pourTji,  .  ..,vi/j  les  fonctions  0,,  ...,  6„  (iguranl  dans  les  inéga- 
lités 31  :  et  supposons  (pie  pour  les  points  /, ,  ,r, , cn  de  I  >  on  ait 

\ht(t,xu  ...,*„)  — />/(*)  I     P/(0, 
nous  obtenons 

\gk{t)-yk{t)\    X*(*)  =  M<)-+-  /    2* *'(''  ■)?*(«)*■ 

'  '•   1=1 

()n  a  bien   le  résultai  annoncé,  loi -(pie  les  conditions  initiales 

étanl   exactement    remplie-,   on   peul    prendre 
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GÉNÉRALISATION   DUNE   PROPRIÉTÉ  DE  LA  SPHÈRE; 

Pab  M.   L.  Raffy. 

I.  Si  x,  y,  Z  désignent  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  de  l'espace,  on  vérifie  aisément  que  toute  coordonnée  iso- 
trope de  ce  point  peut  être  mise  sous  la  forme 

(i)  £  =  —  l-(x  -h  iy)  -+-  mi(x  —  iy)  -+-  ilmz, 

où  l  et  m  sont  deux  constantes.  Appliquons  ce  résultai  à  la  sphère 
de  rayon  i  dont  l'équation  est 

(2)  a"-  -+■  62  -4-  c2  =  1 
et  pour  laquelle  on  a 

.,        —  2a3  -2  at  H-  fi 

(3)  a  -+-  10  —  y-,  a  —  10  =  -,  c  =  )-• 

a  —  p  a  —  [3  a  —  p 

L'expression  précédente  devient 

k       2/2ap  +  2im(ï+P)H-2»(  - 

;=  ~^P  ' 

ce  qu'on  peut  écrire 

,        (Xa-4-tx)(XB-t-n) 
(,)  Ç-  ^ ' 

en  remplaçant  l\!z  et  ths/t.  par  A  et  [a.  Or,  l'élément  linéaire  de 
la  sphère  considérée  est 

(a  —  P)i 

On  voit  que  si  on  le  divise  par  le  produit  de  \  et  d'une  autre 
coordonnée  isotrope 

on  obtient  un  produit  de  deux  différentielles  exactes 

de-  4  d-j.  d$ 


Sfo  (Xa-+-  f*)(X,a  -t-  [X|)(Xp  +  |A)(X,(i-+-  f*i) 
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Celte  conclusion  subsiste  évidemment,  quel  que  soit  le  système 
de  coordonnées  curvilignes  auquel  la  sphère  est  rapportée.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

L'élément  linéaire  d'une  sphère  devient  un  produit  de  deux 
différentielles  exactes  quand  on  le  divise  par  le  carre  d'une 
coordonnée  isotrope  quelconque  ou  par  le  produit  de  deux 
coordonnées  isotropes  quelconques  de  cette  sphère. 

2.  Nous  allons  généraliser  celle  proposition  et  déterminer 
tous  les  éléments  linéaires  qui  deviennent  des  produits  de  deux 
différentielles  exactes  quand  on  les  divise  par  le  cari  é  d'une 
coordonnée  isotrope  de  l'une  des  surfaces  auxquelles  ils  appar- 
tiennent. Rapportons  ces  éléments  linéaires  aux  paramètres  des 
lignes  minima  ;  l'un  d'eux  sera 

(7)  rf*ï=4cpî(«,  $)dad$. 

Si  Ç  est  la  coordonnée  isotrope  considérée,  l'expression 

est,  par  hypothèse,  un  produit  de  deux  différentielles  exactes, 
c'est-à-dire  que  le  quotient  m  :  £  est  de  la  forme  A(a)  B((3).  Mais, 
en  choisissant  convenablement  les  paramètres  a  et  (3,  on  peut 
prendre  (j  =  o.  Or,  l'équation  d'Ossian  Bonnet,  à  laquelle  satisfait 
toute  coordonnée  isotrope  ;  (Tune  surface  admettant  l'élément 
linéaire  (7),  n'est  autre  que 

( 8  )  (rt  —  *« )<p  —  a  rq  ?'p  -  2  tp <?'a 4- 1  pg yjp  =  o, 

si  l'on  pose 

d\  —  p  d<x  ■+-  q  d$,         dp  =  r  da.  =  s  dfi,  dq  =  s  dz  -|-  /  r/(3. 

Nous  avons  à  écrire  que  cette  équation  est  vérifiée  quand  on 
\   remplace  cp  par  ç  :    nous  obtenons  ainsi  l'équation  du   problème 

(9)  (rt—  s2)f  —  >.q-r  —  -ip^t  ■+■  t\pqs  —  o. 

Avant  de  l'intégrer,  remarquons  qu'elle  admet  comme  solution 
une  fonction  arbitraire  de  a  -+-  j3,  ce  qui  nous  apprenti  que  la  pro- 
priété considérée  appartienl  à  tout  élément  linéaire  de  surface  de 
révolution   :   on   vérifie,   en   effet,   trè^   facilement    que    l'élément 
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linéaire  d'une  surface  de  révolution  (■)  dont  la  méridienne  tourne 
autour  de  l'axe  des  z  devient  un  élément  linéaire  de  développable 
quand  on  le  divise  soit  par  (x  -\-  iy)2,  soit  par  (x  —  iy)'1-,  soit 
par  x2-\-  y'1. 

3.    Pour   eileetuer    l'intégration    de    l'équation    (y),   il  est  com- 
mode d'employer  la  transformation  de  Legendre,  en  posant 

(io)  X=y?,  Y=q,  Z  =  pec^qfi  —  \, 

d'où  résulte,  comme  on  sait, 

(ii)  «  =  P,        fi  =  Q,        S  =  PX  +  QY-Z, 

r  s  l  i 

('2)  ~    = 


T        —S        R        RT— S2 

L'équation  (g)  prend  alors  la  forme  linéaire 
(i3)  2RXS4-4SXY  +  2TYÏ—  PX  — QY  +  Z  =  o. 

Les  équations  des  caractéristiques  admettant  deux  combinaisons 
inlégrables,  on  arrive  à  l'intégrale  intermédiaire 

(«4)  2(PX+QY)-Z  =  X<p(|), 

d'où  l'on  déduit  facilement 

(15)  Z  =  X/.(|)+/X4'(y)' 

les  deux  symboles  y  et  <{/  désignant  des  fonctions  arbitraires.  Telle 
est  l'intégrale  générale  de  l'équation  transformée  (i3). 

On  peut  aussi  remarquer  que  celte  équation  rentre  dans  le  type, 
étudié  par  M.  Laisant  (Bull.  Soc.  math,  de  France,  1892,  p.  1 17), 
des  équations  auxquelles  satisfait  ia  somme  de  plusieurs  fonctions 
homogènes  de  degrés  différents.  Si  Z  est  la  somme  d'une  fonction 
homogène  de  degré  m  et  d'une  fonction  homogène  de  degré  n, 

(')  Four  les  surfaces  dont  l'équation  est  de  la  forme 

x1  ■+-  y-  -+-  ~?  -  y.  (  x  ■+-  iy  ), 

(surfaces  quasi  de  révolution  de  M.  Demoulin  )  l'élément  linéaire  devient  aussi 
un  produit  de  deux  différentielles,  quand  on  le  divise  par  (x  4-  iy)2. 
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elle  vérifie  l'équation 

(16)     RX«H-2SXY-t-TY8—  (/n-i-/i  —  i)(PX       QY)  +  mraZ  =  o. 

En  identifiant  celle  dernière  avec  noire  éqtialion  (i  3),  on  trouve 

m  =  i ,        2  n  =  i , 

ce  qui  vérifie  l'intégrale  (io)  donnée  ci-dessus.  Pour  exprimer  %. 
fj  et  !j  en  X  et  Y,  nous  en  lirons  par  differenlialion 

■l  Y  y'  Yib'  d/' 

d'où   résulte 

(18)  |  =  PX  +  QY-Z=-^|i. 

Par  suite,  l'élément  linéaire  devient 

ds*  -  4  'f  d%  d'p  =  \  \--  rfP  rfQ  =  \  Y  (  j?  )  rfPrfQ. 

Pour  simplifier  l'écriture,  nous  poserons 

(iq)  /%= — , 

Alors  y  el  '!>  seront  des  fondions  arbitraires  de  v,  el  il  viendra 

(L 

(20)  £=  —  y-,         P  =  /.  —  </' .._,/,.!,_  •.,.,■  .y  i,        Q  =  x' -H  2  a«|«'. 

1  " 

On  déduit  de  là 

,      .        4  ds*  ,///■ 

(21)  -^  =a<V(+       m-!,  ,_ 

■+■  J2a[^(+     4»"!'')  — +'•]     /  •'-      <i  I 


Y 


11"- 


[*U*yU  m    l    ;         »/'rV-r     ji'ry'^r/'ïlL!!:, 

On  \oii  que  cel  élément  linéaire  dépend  de  deux  fonctions  arbi- 
traires de  p,  savoir  •!/  el  y",  tandis  que  la  coordonnée  isotrope  l 
dépend  seulemenl  de  ■!>.  En  conséquence,  à  tous  les  éléments 
linéaires  dans  lesquels  y  a  la  même  expression  correspondent  des 


—  159  — 

surfaces  qui  admettent  la  même  coordonnée  isotrope  Ç,  quelle  que 
soit  la  fonction  arbitraire  y . 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  fait,  prenons 


ce  (iui  donne 


ty(t>)  =  '2  fi' 


ds^=~dPdq,       p  =  x-pX',       Q  =  x' 


fi 


De  là  résulte 


ds? 


/jdPdQ 

(Q-/.72Î 


or,  P  peut  être  considérée  comme  une  fonction  arbitraire  de  y'; 
ou  est  donc  en  droit  d'écrire,  en  changeant  les  notations, 

4A(a)o?ad8 

On  reconnaît  là  L'élément  linéaire  dune  classe  de  surlaces 
réglées  à  génératrices  isotropes,  rapportées  à  leurs  lignes  minima 
(voir  mon  Étude  sur  les  surfaces  imaginaires  de  Monge  à 
/ignés  de  courbure  confondues,  publiée  en  1908  dans  le  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France). 

Ces  surfaces  jouissent  donc  de  la  propriété  que  leur  élément 
linéaire  devient  celui  d'une  développable  quand  on  le  divise 
par  le  carré  d'une  de  leurs  coordonnées  isotropes. 

Revenant  aux  notations  primitives  et  remplaçant  vy"  par  —  V, 
on  obtient  l'élément  linéaire 

_  V[%v  du  -  (V  -4-  u)  dv]  dv 


a-  \/v 

el  l'on  voit  que,  quelle  que  soit  la  fonction  arbitraire  V,  on  peut 
prendre 

fi 
■i  a 

pour  expression  d'une  coordonnée  isotrope  d'une  surface  qui 
admettra  eei  clément  linéaire  el  scia  déterminée  par  trois  qua- 
dratures de  différentielles  exactes^ 
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SUR  L'INTÉGRATION  DE  CERTAINES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES; 
Par  M.   Gh.    Bioche. 

Soit  l'équation 

y  y" —  m  y'-  -+-  A//+  By*-r-  Cy'"^1  =  o, 

où  m,  A,  B,  C  sont  des  constantes;  la  méthode  classique  d'inté- 
gration consislc  à  la  ramener  tout  d'abord,  en  posant  y'  =/>,  à 
une  équation  du  premier  ordre  en  p  et  y.  Il  est  plus  avantageux 
de  ramener,  par  un  changement  de  variable  simple,  l'équation 
proposée  à  une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  cons- 
tants. Je  pose 

y  =  a«, 

a  étant  une  constante  arbitraire,  que  je  déterminerai  de  façon  à 
faire  disparaître  le  terme  en  m'2  dans  l'équation  obtenue;  on  trouve 

qu'on  doit  prendre 

i 

a  =  , 

i  —  m 

et  l'équation  qui  détermine  u  peut  s'écrire 

u"  -+-  A  u  -+-  B  (i  —  m  )  u  -+-  G (  i  —  m  )  =  o. 

Ce  qui  précède  suppose  m  ,-  i  ;  si  l'on  a  m  =  1 ,  le^  deux  der- 
niers termes  de  L'équation  considérée  étant  semblables,  celle-ci 
peut  s'écrire 

yy* —?*•*-  ^. )-/■+-  B/'-=o. 

En  posant 

y  =  r", 

on  obtient  pour  déterminer  n  l'équation  linéaire 

u"  -t-  A  «'-h  B  =  o. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SEANCE    DU    9    MARS    1910. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BRICARD. 

Co/n/n  u n  ica lions  : 


M.  A.  Lévj  :  Sur  certains  nombres  premiers. 
M.  Bricard  :  Sur  la  géométrie  des  feuillets. 
M.  Raffy  :  Sur  les  couples  de  surfaces  qui  se  déduisent  d'une 
jonction  analytique  d'une  variable  complexe. 


SEANCE  OU  16  MARS  1910. 

PRESIDENCE    DE    M.    BRICARD. 

Communications  : 

M.  Bricard  :  Sur  un  problème  de  géométrie. 

M.  Fontejvé  résume  une  étude  sur  les  surfaces  telles  que  les 
coordonnées  de  chacun  de  leurs  points  el  celles  du  plan  tangent 
eu  ce  point  vérifient  une  relation  de  la  forme 

f( t.  y.  z,  t)  Fi  i/,  v.  w.  r  i 

-  const. 


oùf=  o  et  F  =  o  sont  les  équations  ponctuelle  et   tangentielle 
d'une  quadrique  et  où 

u0x  -+-  vay  ■+-  w0z  -t-  /■„/,         x0u  -hjov  +  z0(v  -h  t0r  =  o 

sont  les  équations  respectives  d'un  plan  tangent  et  de  son  point  de 
contact. 

Si  l'on  emploie  des  coordonnées  cartésiennes  et  si  l'on  fait 

u=*p,         t>  =  q,         w=  —  \,        t  =  —  i, 

de  sorte  qu'on  a 

/•  =  px  -+-  qy  —  z, 

XXXVIII.  i  l 
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on  obtient  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
pour  la  fonction   z. 


SÉANCE    DU    13    AVRIL    1910. 

PRÉSIDENCE   DE  M.    BRICARD. 


Communications  : 

M.  P.  Lévy  :  Sur  une  équation  intégrale. 

M.  Halphen  :  Sur  les  surfaces  orthogonales  homothé tiques. 


SÉANCE    DU   27    AVRIL    1910. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    BRICARD. 

Communication  : 

M.  Raffv  :  Sur  une  propriété  de  certaines  surfaces  réglées. 


SÉANCE    DU    11    MAI    1910. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    l'ONTliNÉ. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société  :  M.  Travnard, 
présenté  par  MM.  Eïumbert  el  Painlevé. 

Communications  : 

M.  li.ilh  .  Sur  certaines  surfaces  réglées. 

MM.  Car  tau,  Chazy,  Marc  us  présentenl  quelques  observations 
au  sujet  «le  celle  communication. 

M.  Pontené  :  Sur  le  lieu  des  points  (hait  la  sphère  pédale  est 
tangente  à  la  deuxième  sphère  des  douze  points  d'un  tétraèdre 
orthocentrique. 
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SÉANCE    DU   25   MAI    1910. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    RRICARD. 

Communications  : 


M.  Marcus  :  Sur  une  équation  différentielle  qui  s'intègre  à 
la  façon  des  équations  homogènes. 

M.  P.  Lévy  :  Sur  les  équations  différentielles  non  linéaires. 


SÉANCE    DU   8   JUIN    1910.    . 

PRESIDENCE    DE    M.    BRICARD. 

Communications  : 

M.  Bioche  :  Sur  un  modèle  de  surface  du  troisième  degré 
admettant  deux  cubiques  gauches  comme  lignes  asymptotiques. 
(Modèle  construit  par  M.  Caron.) 

M.  Bricard  :  Sur  une  propriété  du  cylindre  de  révolution. 

M.  Fabry  :  Sur  V ordre  des  points  singuliers  d'une  série  de 
Taylor  sur  son  cercle  de  convergence. 


SEANCE    DU   22   JUIN    1910. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BRICARD. 

M.  le  Président  fait  part  à  la   Société  de  la  mort  de  M.  Raflj, 
secrétaire. 

La  séance  est  levée  en  signe  de  deuil. 


SÉANCE    DU    13   JUILLET    19  10. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BBICARD. 

Communications  : 

M.Traynard  :  Sur  une  surface  hyperelliptique  du  quatrième 

degré . 
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M.  Marcus  :  .S'///-  une  expression  différentielle  et  son  appli- 
cation à  V intégration  de  quelques  équations  aux  dérivées 
partielles. 

M.  Halphen  :  Sur  les  mouvements  dans  lesquels  les  accélé- 
rations de  divers  ordres  dérivent  d}  une  fonction  de  force. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


SYSTÈME  DIFFÉRENTIEL  ATTACHÉ  A  LA  COÏNCIDENCE  PRINCIPALE 
D'UN  CONNEXE; 

PAB    M.    <•■     FoNTENÉ. 


1.   —  Caractéristiques  et  développables  caractéristiques. 

1.  Soient,  en  coordonnées  tétraédriques,  .r.  i\  z,  /  les  coor- 
données d'un  point  M,  et  u,  f,  iv,  /•  les  coordonnées  d'un  plan  m. 
[ lue  équal ion  de  la  forme 

i  i  i  F|  ./■,   r.  s,  /.  u.  r.  w,  r  i       c 

homogène  en  x,  y,  z,  t  d'une  pari,  en  (/,  v,  o\  /•  d'autre  part, 
représente  ce  qu'on  appelle  un  connexe;  en  particulier  l'équation 

(•>.  )  u  .r ->r-  v y  -+-  «•  z -\-  rt  =  o, 

qui  exprime  que  le  poinl  M  esl  dans  le  plan  m.  ou,  comme  nous 
dirons,  que  le  point  et  le  plan  sont  associés,  est  dite  représenter 
Je  connexe  identique.  L'ensemble  de  deux  équations  telles  que  (  i  ) 
représente  ce  qu'on  appelle  une  coïncidence]  en  particulier,  I  en- 
semble des  équations  (  i  )  el  (2)  esl  <lii  représenter  la  coïncidence 
principale  du  connexe  (1  i;  nous  appellerons  élément  d'une  telle 
coïncidence  un  ensemble  de  valeurs  des  quantités  i\  y.  z,  /.  //,  c, 
w,  r  satisfaisant  aux  équations  (1  )  el  (2),  ou  encore  l'ensemble 
d'un  poinl  el  d'un  plan  associés  appartenant  au  connexe  (  1  ). 
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2.  Nous  appellerons  surface  intégrale  de  la  coïncidence  prin- 
cipale du  connexe  toute  surface  pour  laquelle  le  point  courant  et 
le  plan  tangenten  ce  point  appartiennent  au  connexe  ;  si  l'équation 
ponctuelle  d'une  telle  surface  est 

f(x,y,z,  t)  =  o, 

on  a  pour  les  coordonnées  du  plan  langent  en  un  point  M 

«  =  */£,         v  =  kfv         *>=kf'Mi        r  =  kfi; 

l'équation  langentielle  étant 

<p(u,  <•>,  w,  r)  —  o, 

on  a  de  même  pour  les  coordonnées  du  point  de  contact  d'un  plan 
langent  m 

œ  —  ky'm        y  =  k<ç'„,        z  =  ky'„,         t  =  kf'r. 

Y,  . .  .  donnent  en  effet  les  rela- 


Ces  valeurs  < 

de  w,  v,  .  .  . ,  d( 

lions 

(3) 

a  dx  -t-  v  dy 

(4) 

x  du  -+-  y  dv 

•  dz   -+-  r  dt  =  o, 
;  dw  -+-  t  dr  =  o, 

équivalentes  en  vertu  de  la  relation  (2). 

3.    Avant  d'aller   plus  loin,    nous   ferons  la  remarque  suivante: 
Prenons,  comme  on  le  peut, 

t  =  —  1,         w  =  —  i, 

ce  qui  n'oblige  d'ailleurs  pas  à  l'emploi  de  coordonnées  carté- 
siennes; au  point  de  vue  de  la  notation,  on  remarquera  qu'on  fait 
jouer  des  rôles  analogues  aux  deux  éléments  associés  d  el  G  de  la 
figure  de  référence,  de  même  aux  deux  éléments  associés  D  el  c. 
En  ce  qui  concerne  la  recherche  des  surfaces  intégrales,  si  I  on 
prend  comme  variables  x  et  j',  comme  fonction  g,  on  écrira 

c'est-à-dire  (pie  a  el  v  seront  les  dérivées  partielles  de  z  :  nous 
les  désignerons,  comme  d'ordinaire,  par  p  el  7;  la  relation   (3) 
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donne  d'ailleurs 

dz  =  p  dx  -+-q  dy. 

La  quanl  ité  r  est  définie  le  plus  simplement  par  la  relation  (2), 
qui  donne 

(5)  px  ■+-  qy  =  z  -+-  /•; 

l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  est  p\  -j-  q  Y  —  Z  =  /■.  On 
a  ainsi,  en  conservant  le  symbole  F,  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre 

/  F(x,y,z,p,q,r)  =  o, 

(6)  dz  dz 

{P  =  d^'         <J=oy'         r=px  +  qy-z; 

c'est  une  relation  entre  les  coordonnées  ./•,  r.  z  d'un  point  M 
d'une  surface  intégrale  et  les  coordonnées  p  et  *y  du  plan  ni  tan- 
gent en  ce  point. 

Si  l'on  prend  comme  variables  />  et  q  (transformation  de  Le- 
gendre),  comme  fonction  la  quantité  r  définie  par  la  relation  (5), 
la  différentiation  de  celle  relation  donne 

dr  =  x  dp  -+-  y  dq, 

ce  qui  est  d'ailleurs  la  relation  (4),  et  l'on  a  l'équation  aux  dé- 
rivées partielles 


(7) 


c'est  une  relation  entre  les  coordonnées  p,  q,  r  d'un  plan  m  tan- 
gent à  une  surface  intégrale  et  les  coordonnées  x  et  y  du  point  de 
contact  M. 

Je  rappelle  que  les  hypothèses  t  =  —  1 ,  w  =  —  1,  sont  relatives 
au  plan  d  el  au  point  C,  non  opposés. 

4.  Le  système  (1 ,  a),  quand  on  en  considère  les  surf, nés  intégrales, 
est  comparable  à  une  équation  aux  dérivées  partielles.  Il  existe 
donc  des  suites  d'éléments  fonctions  d'une  variable  s,  suites 
déterminées  par  un  seul  élément,  el  telles  qu'une  intégrale 
contient  tous  les  éléments  de  la  suite  dès  qu'elle  en  contient  un. 


Pi  '•,.>%  *i  p,  q,  '■)  =  0, 

àr 

x  =     -, 
dp 

dr 

y  =  —  ,            z  =  p  r 
J         dq                        f 
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Géométriquement,  une  telle  suite  comprend  {Jîg.  i)  une  carac- 
téristique ponctuelle  (P),  lieu  des  points  M  qui  appartiennent  aux 
éléments  de  la  suite,  et  une  caractéristique  tangentielle  (T), 
courbe  admettant  comme  plans  oscillateurs  les  plans  m  qui  appar- 
tiennent aux  éléments  de  la  suite;  au  lieu  de  parler  de  cette 
courbe  (T),  il  est  d'usage  de  parler  de  la  développable  caractéris- 
tique (D)  qui  est  l'enveloppe  des  plans  m,  développable  dont  les 

Fis.     i. 


génératrices  sont  les  tangentes  à  la  courbe  (T)  :  cette  représen- 
tation fait  mieux  image,  et  elle  est  d'ailleurs  la  seule  possible 
lorsque  les  développables  caractéristiques  sont  des  cônes  (').  Une 
surface  intégrale  qui  passe  par  un  point  d'une  courbe  (P),  cl  qui 
est  tangente  en  ce  point  à  une  développable  caractéristique  cor- 
respondante^), contient  la  courbe  (P)  tout  entière  et  est  inscrite 
à  la  développable  (D)  le  long  de  la  courbe  (P).  La  question  de 
savoir  si  la  courbe  (P)  détermine  la  développable  (D)  et  inver- 
sement sera  traitée  plus  loin. 

5.  Cela  posé,  cherchons  à  obtenir  le  système  différentiel  qui 
détermine  les  suites  d'éléments  (M,  m),  les  ensembles  formés 
d'une  courbe  caractéristique  (P)  et  d'une  développable  caractéris- 
tique (D)  avec  correspondance  des  points  de  la  courbe  et  des 
plans  tangents  à  la  développable. 


(')  Les  points  de  la  développable  (D)  ont  pour  analogues  les  plans  tangents  a 
la  courbe  (P),  les  génératrices  de  (D)  ont  pour  analogues  les  tangentes  à  la 
courbe  (P),  les  plans  tangents  de  (D)  ont  pour  analogues  les  points  de  la 
courbe  (P). 
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Si  l'on  se  donne  un  point  M,  l'équation 

(S,)  F(x,y.z,  t,  U,V,W,  R)  -  c 

dans  laquelle  x,  y,  z,  I  sont  les  coordonnées  du  point  fixe  M, 
taudis  que  U,  V,  W,  Il  soûl  1rs  coordonnées  courantes  d'un  plan 
variable,  esl  l'équation  langentielle  d'une  surface;  si  l'on  y  adjoint 

l'équation 

tV       j  \    i -...-  ... 

on  a  le  cône  de  sommet  M  circonscrit  à  la  surface.  De  même,  si 
l'on  se  donne  un  plan  m  de  coordonnées  u,  v,  \v,  r,  l'équation 

(S«)  F(X,Y,Z,  T,  u,  i>,  w,r)  =  o 

représente  une  surface;  si  l'on  y  adjoint  l'équation 

on  a  la  section  de  celte  surface  par  le  plan  m. 

Si  l'on  se  donne  un  point  M  et  un  plan  m  dont  les  coordonnées 
vérifient  les  relations 


(i) 
(a) 


'  y,  z,t,  u.  r.  u\  /■  i       o, 

Il   f      |      V   )■      |     ...  0, 


la  surface  S,  qui  correspond  au  point  M  admet,  le  plan  m  comme 
plan  langent;  el  les  coordonnées  du  point  de  contact  M'  sont 
F'a,  F'„,  .  .  .  ,  la  droite  MM'  {Jig.  2)  est   la  génératrice  de  contact 


Fie.  2. 


avec  le  plan  ///  du  cône  de  sommet  M  qui  (par  ses  plans  tangents 
associés  au   point   M)  l'ait  partie  du  connexe.   La  surface  Sa  qui 
correspond  au   plan   m    passe    au    point  M,    el    les   coordonnées   du 
plan  />/  tangent  en  ce  point  sont  lr( ,  F'  ....  ;  la  droite  (m,wi 
la   tangente  en   M  à  la  courbe  plane,  située  dans  le  plan  m,  nui 
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(par  ses  points  associés  au  plan  m)  fait  partie  du  connexe.  Ainsi 
se  trouvent  définies,  pour  chaque  élément  (M,  m)  appartenant 
à  la  coïncidence  principale  du  connexe,  deux  droites  remar- 
quables MM'  et  (/>?,  m'). 

Cela  posé,  si  l'on  se  donne  un  tel  élément  (M,  m),  il  existe  une 
caractéristique  et  nue  développable  associées  telles  que  la  carac- 
téristique passe  en  M  et  que  la  développable  ait  comme  plan 
tangent  en  M  le  plan  m.  Et  l'on  a  ce  théorème,  dont  l'exactitude 
apparaîtra  plus  loin  comme  conséquence  de  la  théorie  des  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  mais  que  je  suppose  ici  établi  géo- 
métriquement : 

Théorème.  —  La  tangente  en  M  à  la  caractéristique  (P)  est 
la  droite  MM'  génératrice  de  contact  avec  le  plan  m  du  cône  de 
sommet  M  qui  {par  ses  plans  tangents  associés  au  point  M) 
fait  partie  du  connexe.  Corrélativement,  la  génératrice  de  la 
développable  (D)  issue  du  point  M,  ou  la  tangente  à  la  carac- 
téristique tangentielle  (T)  pour  le  plan  oscillateur  m,  est  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  plane,  située  dans  le  plan  m.  qui 
{par  ses  points  associés  au  plan  m)  fait  partie  du  connexe. 

On  en  conclut,  pour  l'ensemble  d'une  caractéristique  et  de  la 
développable  correspondante,  le  système  différentiel 

d./-      tly      dz      <lt 

I 

F' 


(Ai) 


F'„ 


y     z 

F'     F' 


(A,) 


du     dv     dw     dr 


F'      F'v     F'      Fi. 


par   lequel   on   exprime    que  chacun   des  deux  groupes   de   trois 
équations 


U  dx  -+-  V  dy  -t- . 

■  =  <>, 

\  du  -+-1  dv 

Ux    +V/    -i-.. 

•  —  °» 

Xu       ;    Vr 

UF'U    hVF'„  +.. 

•  =  o, 

xf;,    hYF' 

o. 


se   réduil   à  deux   équations  distinctes,   ou  encore  que  tout  plan 
passant  par  MM'  contient   la  tangente  en  M  à  la  caractéristique, 
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que  lout  point  situé  sur  la  droite  (m, m')  est  sur  la  génératrice  de 
la  développable  issue  du  point  M. 

n     r  •  x      y      z       u       v       r  ■  ..«  ,  ■  , 

b.   Les  six  rapports   -,    -,   -,    —  ,    —  ,    —  ,    relatifs   aux   élé- 
11  t       t       t      w      w      w 

ments  (M,  m)  des  ensembles  (P,D),  sont  liés  par  quatre  rela- 
tions (A,),  (A2),  et  il  en  faut  une  cinquième  (A8). 

Or,  les  quatre  relations  (A,)  et  (A2)   équivalent  aux  six   rela- 
tions 

dx    dy     ...         du  dv 

x      y      ...         X  u  \v 

!••;,    n    ...    -fiFi    -^ 

avec  deux  indéterminées  X  et  u.  Si  l'on  multiplie  les  éléments  de  la 
première  colonne  par  F'u ,  les  éléments  de  la  cinquième  co- 
lonne   par    F„, ...,    I(!>   éléments    de   la    première    ligne   ont    une 

somme  nulle 

F'x  dx  -+- . . .  +  F'M  du  -+- . . .  =  o; 

les  éléments  de  la  seconde  ligne  ont  également  une  somme   nulle 
(xF'x  +  ...)  +  \{uF'm-h...)  =  o; 

les  éléments  de  la  troisième  ligne  doivent  donc  avoir  aussi  une 
somme  nulle,  ce  (pu  donne  [jl  =  1 .  On  a  donc  le  système  de  six 
relations  : 

dx      dy      ds      dt         du 

x        y       z        I         X  m 

'Il        "  V       'il'        '    /•  ' 

(Miiic  lesquelles  on  doit  éliminer  X. 

Finalement,  en  faisant  jouer  dans  l'écriture  un  rôle  spécial  aux 

variables  t  et  »r,  on  a  les  cinq  relations 


dv 

<A\- 

dr 

Xe 

X  ir 

Kr 

'•> 

-  F'z 

-Fi 

dr           dl 

du       dw 

X               t 

U                   H' 

F'u           K 

_/S_3- 

.r              t 

\    U             W 

ou  encore 

/  dx  —  r  <lt 

'  V'                      tF'u-xF'F  ~ 

/  dv  -  y  dt 

t  dz  —  z  dt 
tV'xv-zV'r 

u'  du  —  //  dw 

(»■  dv       r  dw 

W  df  -      /•  dw 

-(wF'x-uF't)        -(wF'y-vF';         -(wF',-r\      ' 
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au  point  de  vue  des  constantes,  il  faut  d'ailleurs  tenir  compte  des 

relations 

(a)  F  =  o,         ux  -+-  vy  -+- . . .  =  o. 

Observons  encore  que  l'on   peut   écrire,  avec  deux  indétermi- 
nées h  et  A-,  les  sept  relations 

dx  dy  dz  dt 

Ffu  -h  hoc  ~      F'„-f-  h  y  F'lv,+  hz       ~  F'r-f-  ht 

du  di>  dw  dr 


-(F'a  +  A«)        -(F'y+kv)       _(Fl+A-(v)       _(FJ-H*r) 

7.   Si  l'on  fait  £=  —  i  ,  w  =  —  i,  ce  qui  donne  l'équation  aux 
dérivées  partielles 

F0,  y,  z,  P,  <h  '")  =  °.  px-+-qy  =  z  -h  r, 

on  a  le  système  différentiel 

dx  dy  dz 


(B) 

/7«  /7/7  /7/* 

S  C?S, 


F;,+  .rF'r  F'7  +  rF;.         fw  +  ^f; 

r//>  c^  é//- 


-(F^h-^FI)        _(F;.+  ^F1)        _(Fi+rFl) 

S  représentant  une  fraction  de  la  variable  auxiliaire  s;   au  point 
de  vue  des  constantes,  il  faut  d'ailleurs  tenir  compte  des  relations 

(b)  F  —  o,  px-+-qy  =  z  +  r. 

En  ce  qui  concerne  les  notations  F',,,  F^ ,  on  rend  la  relation  F  =  o 
doublement  homogène  en  remplaçant 


x 

y 

z 

X, 

y, 

par 

u 

~7' 

V 

—  —  J 

t 

r 

u, 

p, 

r 

par 

J 

w 

sauf  à  faire  ensuite  t  =  —  i ,  w  =  —  i  . 

On  peul  encore  écrire,  en  tenant  compte  de  la  relation  F  =  o 
pour  transformer  le  système  différentiel, 

dx  dy  dz 


F'p+xF'r  F'q  +  yF'r  (pF'p-+-qF'll+rF'r)-hzF'l 

dp  dq  ^r^  _ 


—  t  P'x  +  l>  F'z )        —  (  F;  ■+-  q  l'z  )        —{x  V,       .1  I  ' ,    \-z  F'z  )  -  r  F'z 
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(c)  F  =  o,         px  -+-  qy  =  z  -4-  r, 
au  point  de  vue  des  constantes. 

8.  Si  l'on  remplace  r  par//.r   }-  y  r  —  3,  de  manière  à  écrire 

/'(./■,>-,  z.  />.  q)  -  o, 

le  système  (C)  donne  le  système  classique 

(D)     dr  =  dy  dz  (lE. = il Zds 

K   )    /;>     A     pfp+qfq     -iJl  +  p/z)     -<J'y+qfk)     ^    ' 

les  cinq  variables  x,y,  z,  p,  q  élanl  ainsi  liées  par  quatre  rela- 
tions; au  point  de  vue  des  constantes,  il  faut  d'ailleurs  tenir 
compte  de  l'équation 

(d)  /=o. 

Corrélativement,  si  l'on  remplace  z  par  px  -f-  qy —  /•,  <!<•  ma- 
nière à  écrire 

?(/>)  <l-  r,x,y)  =  0, 

le  système  (C)  donne 

dp  d(i  dr  dx  dy  „    . 

|  V.  )  ~-    =    *-r    =    ; r-    =    -; r    =    -; - r    =  S  (h, 

avec 

(e)  cp  =  o 

au  point  de  vue  des  constantes. 

9.  Une  même  équation  aux  dérivées  partielles  étant  écrite  -tui- 
les deux  formes 

f(x,  y,  z, p,  q )  =  o,         (p(/>,  7, /•.  .r,  r  )       o, 

où  les  deux  premiers  membres  sont  supposés  Identiques  eu  égard 

à  la  relation 

px   i    qy       z  +-  /•, 

le  système  différentiel  «pu  détermine  les  caractéristiques  el  les  dé- 
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veloppables  caractéristiques  peut  s'écrire 

dx  _  dy  _  dz  dp  dq     _  dr  _  „    , 

'       l\.~j^i~  l>S'p+<tfq  ~  — ?x  _  —t'y  ~    —(*°'J:-+-J"?'y)  ~ 

avec 

(/)  /=o     ou      tp  =  0,  px-hqy  =  3  4-/-, 

au  point  de  vue  des  constantes. 

La  possibilité  d'employer  simultanément  les  fonctions  y  et  <p  est 
liée  au  fait  suivant.  Dans  le  système  (A),  les  trois  premiers  déno- 
minateurs peuvent  être  calculés  en  regardant  r  comme  une  fonc- 
tion des  autres  variables  définie  par  la  relation  ux  -\-  .  .  .  =  o  : 
pour  le  premier,  par  exemple,  le  premier  terme  devient 
t(F'H -F'r)  et  'e  second  terme  disparaît;  les  trois  derniers  dé- 
nominateurs peuvent  de  même  être  calculés  en  regardant  z  comme 
une  fonction   des  autres  variables,  définie  par  la  même  relation. 

10.   Dans  le  cas  d'une  écpiation  linéaire 
ï>-t-Q?  —  R  =  o, 


S  ds, 


Si  la  transformation  de  Le gendre  fournit  une  équation  aux  déri- 
vées partielles  qui  soit  linéaire,  soit 

Xx-hYy  —  Z  =  o, 
X,  Y,  Z  étant  des  fonctions  de  p,  q,  r,  on  aura  de  même 

(«')  ^a^«^ sa, 

(6")  Xx  +  Yy—  R  =  o. 

Considérons  l'équation 

/.!  a\  x  ■+■  bxy  -+-  C]  z  -t-  d\  )  -+-  q(a2x  -K..)  -+-  (axx  -+-...)  -h  r(a>tx  h-...)  =  o, 

OU 

a?(a,  p   :   OjÇ  ■+■  a3  4-  a*r)  ■;   ri A,  />+...)  -4-  z  (ci/?  -t-...)  -h  (d}p  +...)  =  o, 


on  a  le  système 

(B') 

dx 
P 

dy        dz 

Q          R 

(*') 

iV  +  Q?- 

-R  = 

=  o. 
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qui  peut  prendre  les  deux  formes 

]>p  +  Qr/_  R  =  0,  Xrr  +  Yj— Z  =  o; 

les  deux  premiers  membres  étant  supposés  identiques  quand  on  a 
égard  à  la  relation  px  +  qy  =  z  -+-  r,  on  a  le  système  différentiel 

S  ds, 


(H'") 

dx 

dy 

'  Q 

= 

dz 
"R 

= 

dp 

—  X 

dq 

dr 
—  Z 

avee 

(à'") 

l> 

+ 

Q? 

-  R  = 

o 

ou 

\ 

!  a?  -+- . . . 

= 

o, 

au  poinl  de  \  ue  des  constantes.  (On  remarquera  que  P,  Q,  li  con- 
tiennenl  des  termes  du  second  degré  en  x,  y,  s,  etc.) 

11.  Le  système  (F),  que  sa  forme  concise  rend  mnémonique^ 
permet  de  retrouver  les  autres  systèmes.  Pour  le  système  clas- 
sique (D),  <»n  calcule  <d'x  en  considérant  _/'(./',  y,  z,  p,  q)  connue 
nue  fonction  composée  dans  laquelle  z  représente  p  x  -\-  qy  —  /", 
puisque  la  fonction  cp  contient  seulement/*,  q,  /•,  x,y;  on  a  de 
même  le  système  (E)- 

On  passe  aisément  du  système  (F)  au  système  (0);  si  l'on  part 
du  système  (D),  le  dénominateur  de  dp  est,  au  signe  près, 

{F'x  +  pF>r)  +  p(F'z-F'r)        ou        Fx  +  pF'x. 

On  peut  enfin  remplacer  le  système  (G)  par  le  système  (B),  qui 
conduit  au  système  (A.).  L'interprétation  géométrique  des  rela- 
tions (A,)el(A2)  donne  le  théorème  du  n"  o,  qui  se  présente  ainsi 
comme  une  conséquence  des  relations  classiques  (D);  c'est 
d'ailleurs  par  celte  voie  que  je  suis  arrivé  à  ce  théorème. 

12.  L'ensemble  d'une  courbe  caractéristique  et  d'une  dévelop- 
pablc  caractéristique  qui  lui  est  associée  dépend  toujours  de  trois 
paramètres;  le  système  (A),  par  exemple,  en  donnerait  cinq,  mais 
les  relations  ((()  les  réduisent  à  trois.  Il  ja  toutefois  plusieurs 
cas  à  disl  inguer  : 

i"  En  général,  les  courbes  caractéristiques  dépendent  de  trois 
paramètres,  et  il  en  est  de  même  des  développantes  caractéris- 
tiques, courbes  et  développables  se  correspondant  une  à  une. 
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2°  (a)  Si  l'équation  aux  dérivées  partielles  est  linéaire,  les 
courbes  caractéristiques  dépendent  seulement  de  deux  paramètres, 
et  à  chacune  correspondent  des  développables  caractéristiques  en 
nombre  simplement  infini  :  ces  développables  sont  généralement 
en  nombre  triplement  infini.  On  le  voit  en  considérant  le  sys- 
tème (B'),  dont  les  deux  premières  égalités  déterminent  les 
caractéristiques  indépendamment  des  développables  caractéris- 
tiques. 

2°  (6).  Si,  en  appliquant  la  transformation  de  Legendre,  on 
tombe  sur  une  équation  aux  dérivées  partielles  qui  soit  linéaire,  les 
développables  caractéristiques  de  l'équation  primitive  dépendent 
seulement  de  deux  paramètres,  et  à  chacune  correspondent  des 
courbes  caractéristiques  en  nombre  simplement  infini  :  ces 
courbes  sont  généralement,  en  nombre  triplement  infini.  On  le 
voit  en  considérant  le  système  (B"). 

3°  Si  l'équation  donnée  est  linéaire,  et  si  la  transformation  de 
Legendre  conduit  encore  à  une  équation  linéaire,  les  courbes  ca- 
ractéristiques dépendent  seulement  de  deux  paramètres,  et  il  en 
est  de  même  des  développables  caractéristiques,  chaque  courbe 
caractéristique  correspondant  à  une  infinité  de  développables,  et 
inversement.  On  le  voit  en  considérant  le  système  (B"')  qui  dé- 
termine séparément  les  caractéristiques,  les  développables  carac- 
téristiques, et  enfin  les  associe.  L'équation  aux  dérivées  partielles 
des  surfaces  de  révolution  qui  ont  pour  axe  une  droite  donnée  est 
dans  ce  cas. 

L' ensemble  d'une  caractéristique  (P)  et  d'une  développable  as- 
sociée (D)  dépendant  de  trois  paramètres,  les  éléments  (M,  m)  qui 
contribuent  à  former  de  tels  ensembles  dépendent  de  quatre  para- 
mètres ;  par  suite,  à  tout  élément  (M,  m)  satisfaisant  aux  rela- 
tions (i)  et  (a)  correspond  un  ensemble  (P),  (13),  comme  on  l'a 
dit  à  propos  du  théorème  du  n "  5. 

13.  Un  point  M  étant  donné,  il  passe  en  général  par  ce  point 
une  simple  infinité  de  caractéristiques  dont  les  tangentes  en  M  sont 
les  génératrices  du  cône  de  sommet  M  qui  (par  ses  plans  tangents) 
fait  partie  du  connexe;  à  chacune  de  ces  caractéristiques  corres- 
pond une  développable  dont  le  plan  langent  le  long  de  la  généra- 
trice  qui   passe  en  M  est  le  plan   langent  au  cône  le  long  de  la 
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génératrice  à  laquelle  la  caractéristique  est  tangente.  Corrélative- 
ment, un  plan  m  étant  donné,  il  existe  en  général  une  simple 
infinité  de  développables  (  I.)  )  tangentes  à  ce  plan,  et  les  généra- 
trices de  contact  sont  les  tangentes  à  la  courbe  plane,  située  dans 
le  plan  m ,  qui  (ait  partie  du  connexe;  à  chacune  de  ces  dévelop- 
pantes correspond  une  caractéristique  passant  par  le  poini  de 
contact  de  la  tangente  à  la  courbe  plane. 

Si  l'équation  du  connexe  est  linéaire  en  m,  y,  w,  r ,  soit 

a/iC^i.y»  'lO  +  '/i^/i'i  0 +•••  +  ••■=  °. 

s'il  s'agit  en  particulier  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  qui 
soit  linéaire,  quand  on  se  donne  x,y,  s,  /,  l'équation  du  connexe 
représente  un  point  M' de  coordonnées _/,,  /"a,  .  .  .  ,  et  le  cône  MM' 
se  réduit  à  la  droite  M  M'.  Il  passe  alors  par  ce  point  une  seule 
caractéristique,  tangente  (Tailleurs  à  la  droite  MM';  à  celte  carac- 
téristique correspondent  des  développables  (D)  en  nombre  sim- 
plement infini,  et  pour  chacune  desquelles  le  plan  tangent  le  long 
de  la  génératrice  qui  passe  en  M  est  un  plan  passant  par  MM', 
variable  de  l'une  à  l'autre. 

On  a  des  faits  corrélatifs  que  je  me  contente  de  mentionner. 

Si  l'équation  du  connexe  est  de  la  forme 

u(a:x  i  A,»  ,  ...)  ;  mi(;.i'  h...)  I  w(aaa7-H. . .)  +  r(a^x  -»-. . .)  =  o, 
de  sorte  qu'on  peul  encore  écrire 

./•i  <i\it  -i-  a%v  -+-...  )    \-y{bxu    i  ...)    ;    :fi'|!'+...)  +  '(''i"    h...) 

l'exemple  des  surfaces  de  révolution  qui  ont  pour  axe  une  droite 
donnée  montre  assez  comment  les  choses  se  passent. 


II.     —    GrOUPEMENI     DES    CARACTÉRISTIQUES    ET    DES    DÉVELOPPABLES. 

14.  Toute  surface  intégrale  est  lieu  de  caractéristiques,  enve- 
loppe de  développables  caractéristiques  dépendant  d'un  paramèl  re. 
Une  caractéristique  et  une  développable  associées  sont  détermi- 
nées par  un  de  leurs  éléments,  soit 
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et  il  s'agit  de  déterminer  l'élément  initial  (M,  m)  en  fonction 
d'un  paramètre  a. 

Donnons-nous  une  courbe  C  par  laquelle  doit  passer  la  surface 
intégrale,  et  prenons  comme  points  M  les  points  de  cette  courbe. 
Les  caractéristiques  doivent  être  telles  que  la  surface  engendrée 
par  elles  soit  inscrite  aux  développables  correspondantes,  et  il 
suffit  pour  cela  que  cette  surface  soit  tangente  en  M  au  plan  m 
qu'on  associe  au  point  M;  comme  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface 
contiendra  la  tangente  en  M  à  la  courbe  C,  le  plan  m  doit  conti- 
nuer cette  tangente  :  c'est  un  plan  tangent  au  cône  de  sommet  M 
dont  on  a  parlé  précédemment  et  passant  par  la  tangente  à  la 
courbe  C . 

Si  l'on  désigne  par  x  (  a),   ou  simplement  par  x,  la  foin  li lu 

paramètre  a  qui  exprime  la  coordonnée  x,  ...,  les  fonctions 
relatives  aux  éléments  de  départ  des  ensembles  (P),  (D)  doivent 
donc  vérifier  les  relations 

F(.r,y,  ...,u,v,  ...)  =  o, 
(■x)  ]  uae  ■+-  vy  -H. . .  =  <>, 

■ dx       -  dy 
da.  dy.  ' 

d'où  résulte  d'ailleurs  la  relation 

—  du      —  dv 

Lorsqu'il  s'agit  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  avec 
t  =  —  i,  w  =  —  i,  u  et  v  étant  remplacés  par  p  et  q ,  /•  étant 
remplacé  par  px  -+-  qy  —  z,  on  retrouve  les  relations  connues 

(/(»)/)*>/'.?)     =0, 

(P)  \  -dx      -dy       dz 

\  l  Oï        J  da        du 

inversement,  ces  relations  peuvent  conduire  aux  relations  (a). 

On  peut  suivre   une  marche    corrélative,  en   se    donnanl    une 
développable  T  à   laquelle  la  surface  intégrale  doit  être  inscrite; 
xxxviir.  12 
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cela  conduit  à  la  relation 


—  Ou 

X 

da 


Si  la  relation  donnée  est  linéaire  en  a,  v,  <v,  r,  la  courbe  C 
détermine  les  caractéristiques  sans  qu'on  ait  à  s'occuper  des  dé- 
veloppâmes. On  a  un  fait  corrélatif. 

III.    —  Intégrale  complè  i  e. 

Ce  qui  suit  ne  se  rapporte  pas  spécialement  à  l'objet  de  ce 
Mémoire;  on  y  trouvera  quelques  remarques  qui  m'ont  paru  inté- 
ressantes sur  la  question  de  l'intégrale  complète.  Je  ne  pouvais, 
d'ailleurs,  présenter  ces  remarques  sans  faire  un  exposé  rapide  de 
la  théorie. 

15.   Si,  en  intégrant  le  système  différentiel  (A),  on  obtient  trois 

intégrales   premières  don  Ion  puisse   tirer—»  — >   —  en  fonction 

1  l  w     w     w 

de  -  »  ->  -j  ou  deux  intégrales  premières  qui,  avec  la  relation  (2), 

conduisent  au  même  résultat,  ou  enfin  une  seule  intégrale  pre- 
mière qui,  avec  les  relations  (1)  et  (2),  ait  le  même  effet,  l'équa- 
tion 

//  tir       v  tl \    +■  iv  dz  -+-  r  dt  =  o, 

dans  laquelle  on  remplace  u,  V,  o\  r  par  leurs  expressions  en 
x, y,  z,  /,  est  complètement  intégrable,  et  l'on  obtient  l'une  des 
équations  <!<•>  caractéristiques  sous  la  forme 

\<.r.  r.  ;,/,  a,  b)  =  o, 

avec  deux  paramètres;  si  l'on  a  employé  trois  intégrales  pre- 
mières, ce  qui  donnerait  quatre  constantes  d'intégration,  on  doit, 
en  effet,  tenir  compte  des  relations  (1)  el  (2),  qui  laissent  seule- 

menl  deux  constantes.  <  îorrélativemenl 

Vvec  le  système  classique  <  IM,  on  cherche  à  obtenir  deux  inté- 
grales premières  d'où  l'on  puisse  tirer  />  et  q  <mi  fonction  de  .r.  1  .  s, 
ou  une  seule  intégrale  première  qui,  avec  la  relation/*:  =  o,  cou- 
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duise  au  même  résultat,  et  l'on  intègre  l'équation 

p  dx  -+-  q  dy  — dz  —  o. 

La  surface  V  =  o  contient  une  infinité  de  caractéristiques;  on 
démontre  que  c'est  une  surface  intégrale.  Elle  dépend,  non  d'une 
fonction  arbitraire,  mais  de  deux  paramètres,  c'est-à-dire  d'autant 
de  paramètres  qu'il  y  a  de  variables  indépendantes  dans  le  pro- 
blème (intégrale  complète). 

L'intégrale  générale  s'obtient,  au  point  de  vue  géométrique,  en 
cherchant  l'enveloppe  de  la  surface  intégrale  particulière  V  =  o, 
lorsque  a  et  b  varient  en  restant  liés  par  une  relation  b  =  o(a); 
on  élimine  a  et  6  entre  les  trois  équations 

dV        dV 
V(x,y,z,t,a,b)  =  o,         b  =  <f(a),         ^-  -4-  —  <p'(a)  =  o. 

La  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  V  infiniment  voisines, 
la  caractéristique  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  enveloppes,  est 
une  courbe  caractéristique  (P);  les  équations  des  caractéristiques 
se  présentent  donc  ici  sous  la  forme 


V(a?,^, 

z,  t, 

a, 

b) 

= 

0, 

d\ 

da 

-+■  c 

dV 
1b 

= 

0, 

avec  les  trois  paramètres  a,  6,  c  (qui  forment  seulement  deux  para- 
mètres   distincts   lorsque   l'équation   F  =  o  est    linéaire    en    a,  p, 

En  ce  qui  concerne  les  développables  caractéristiques,  on  a, 
d'après  ce  qui  précède,  —  >  .  .  .  ,  en  fonction  de  -  >  .  .  .  ,  ou  en- 
core/? et  q  en  fonction  de  x,  y,  2,  par  suite  /*. 

L'intégrale  singulière  s'obtient  en   éliminant  a  et  b  entre   les 

équations 

dV  dX 

V=°'  ^=°'  dô  =  °> 

cette  intégrale  singulière  est  représentée  par  une  surface  S.  Les 
caractéristiques  sont  tangentes  à  la  surface  S;  il  en  est  de  même 
des  développables  caractéristiques.  Les  surfaces  intégrales  sonl 
également  tangentes  à  la  surface  S. 
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Si  l'on  a  fait  des  calculs  corrélatifs  de  ceux  qu'on  vient  d'indi- 
quer, l'intégrale  singulière  qu'on  obtient  est  l'équation  tangcn- 
tielle  de  la  surface  2. 

16.  Il  peut  se  faire  qu'on  obtienne  une  intégrale  complète  sans 
passer  par  le  système  différentiel  qui  détermine  les  ensembles  (P), 
(D).  Par  exemple,  si  l'on  a  une  équation  aux  dérivées  partielles 
qui  soit  la  généralisation  d'une  équation  différentielle  ordinaire 
qu'on  sache  intégrer,  on  pourra,  par  analogie,  deviner  une  inté- 
grale complète  de  l'équation  proposée.  De  quelque  manière  qu'on 
ail  obtenu  une  intégrale  complète,  non  seulement  on  en  déduira 
les  caractéristiques,  mais  encore  on  pourra  lui  appliquer  la  trans- 
formation de  Legendre,  et  la  nouvelle  forme  de  l'intégrale  donnera 
les  développables  caractéristiques;  il  restera  peu  de  chose  ,',  faire 
pour  achever  l'intégration  du  système  différentiel. 

17.  Dans  le  cas  d'une  équation  linéaire,  l'ensemble  des  points 
d'une  caractéristique  (P)  et  des  plans  passant  par  les  tangentes 
à  cette  caractéristique  constitue  une  intégrale,  et  c'est  une  inté- 
grale complète.  L'équation  entre  les  coordonnées  des  plans  pas- 
sant par  les  tangentes,  c'est-à-dire  l'équation  tangentielle  de  la 
développable  formée  par  ces  tangentes  (la  développable  étant 
assimilée  à  une  surface  réglée  gauche),  est  une  intégrale  au  sens 
que  voici  :  cette  équal ion  étant 

<?(P,  7>'')  =  °, 
si  Ton  calcule  x  et  r  par  les  formules 

ùr  dr 

'r"'       '"3*' 

l'équation  linéaire  est  satisfaite;  on  considère  comme  point  de 
contact  d'un  plan  passant  par  une  génératrice  de  la  développable 
le  point  correspondant  de  l'arête  de  rebroussement,  c'est-à-dire  le 
point  correspondant  de  la  caractéristique. 

(  Corrélativement,  pour  une  équation  qui  donne  lieu  à  une  équa- 
tion linéaire  par  la  transformation  de  Lagrange,  l'ensemble  des 
plans  osculateurs  à  une  caractéristique  tangentielle  (T)  et  des 
points  situés  sur  les  tangentes  à  cette  courbe,  en  d'autres  termes  le 
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système  formé  par  les  plans  tangents  d'une  développable  caracté- 
ristique (D)  et  les  points  de  cette  surface,  constitue  une  intégrale 
complète.  L'équation  ponctuelle  de  cette  développable  est  une 
intégrale,  p  et  q  se  rapportant  au  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z), 
ou  encore  au  plan  oscillateur  correspondant  de  l'arête  de  rebrous- 
sement,  c'est-à-dire  au  plan  oscillateur  correspondant  de  la  carac- 
téristique tangentielle  (T).  La  surface  développable  est  considérée 
ici  sous  le  point  de  vue  habituel;  il  n'en  était  pas  de  même  dans 
le  cas  précédent.  . 

Ces  intégrales  anormales  sont  d'ailleurs  limites  d'intégrales 
régulières.  Si  l'on  considère,  par  exemple,  l'équation  aux  dérivées 
partielles  des  surfaces  de  révolution  qui  ont  pour  axe  une  droite 
donnée  (équation  doublement  linéaire),  elle  admet  une  intégrale 
réglée  dépendant  de  trois  paramètres,  constituée  par  les  hyper- 
boloïdes  de  révolution  à  une  nappe  qui  ont  pour  axe  la  droite 
donnée;  ces  hyperboloïdes,  en  perdant  un  paramètre,  peuvent 
dégénérer  en  des  cercles  qui  sont  les  caractéristiques,  en  des 
cônes  de  révolution  qui  sont  les  développables  (D). 

JV.   —  Exemple  d'une  intégrale  complète 

OBTENUE    DIRECTEMENT. 

18.   Considérons  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(8)  (Aa?-t-  a )/>-+-  (Bjk  +  b)q  -t-  ax  -h  $y  -+-  Cz  -t-  D  =  o; 

c'est  une  équation  linéaire  que  la  transformation  de  Legendre 
change  en  une  équation  également  linéaire 

(9)  [(A+G)/»  +  «l^+[(B      C)i+B]gj 

-+-  ap  -+-  bq  —  Gr+  D  =  o. 

Le  système  différentiel  (B"')  qui  définit  les  suites  d'éléments 
des  ensembles  (P),  (D),  est 

ds  dx  dy  dz 

s    ~kx-+-a~~\\y-Jrb~    -(aa;  +  [l/  +  C^+D) 

dp  dq  dr 

—  L(A  +  C)/>-t-aJ  =  —  [(B  +  C)j  -+-  p  J  =  ap  +  bq  —  Gr+  l/ 

L'intégration    du    système    différentiel  en  x,  y,  z  peut  se  faire 
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comme  il  suit.  Si  l'on  regarde  l'équation  donnée  comme  une  géné- 
ralisation de  l'équation  différentielle  ordinaire 

(A.x  -+-  a)-r-  H-  CU-H(aa?-+-  U)  =  o, 
dont  l'intégrale  est 

aa^  +  Cz  +  D  =  -— ^—  +M(Aa?-Ha)    A, 

M  étant  une  constante,  on  est  conduit  à  V  intégrale  complète 

a.r  -i-U  +  Cî+D î-r ^r—  -  P    ./    r 

rJ  A  -t-  G  B  +  L 

_ c  —£ 

=  M(Aa?  +  a)    A+N(By  +  6)    «, 

ou  encore 

_        a(Gar  — a)        B(Cy  — 6)       ....  .  — -r 

M  et  N  étant  des  constantes. 

Les  équations  des  caractéristiques  sont  dès  lors  (n°  15) 

±  l 
,  ,  (A^  +  a)A  (Bjk^-6)b 
<I0>     X =  |I 

P 

la  quantité   placée   dans   le  crochet  au   dernier    numérateur  peut 
encore  s'écrire 

«(Ca?  —  a)       HGy  —  b). 


s  > 


Cz-i-D-h 


A  -+-  G  B  -h  G      ' 


il  se  trouve  que  le  paramètre  s  est  celui   du   système  différentiel 
écrit  plus  liant. 

On  a  de  même,  pour  les  développahles  caractéristiques, 

i 

(II)  y 

1 

\  /  r      .n       ^l(A+G)^+al        /,[(  B  +  C)y  +  ft]  1(: 
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la   quantité    placée   dans  l'accolade  au   dernier  numérateur    peut 
encore  s'écrire 

-Cr+0  +  a<-CP-'W(-^-^. 

A  B 

Mais,  au  point  de   vue  des  constantes,  il  faut  écrire  que  la  re- 
lation (8)  est  satisfaite.  Cette  relation  peut  s'écrire 

-t-      A  +  c       +       B  +  C       +  G.  +  D  _  o, 


et  l'on  obtient  la  condition 

XAX'A  +  C  ^B^'. 


(12) 


(i3) 


A+G  B+G         r 

La  relation  (9)  donne  de  même  la  condition 
XAX'A  +  C         uBa'K+c 


A 


L'ensemble  des  relations  (  1  )  et  (2)  comprend  d'ailleurs  la  rela- 
tion px  -+-  qy  =  z  +  r. 

Les  caractéristiques  dépendent  de  deux,   paramètres  ->    ->   les 

développables  caractéristiques  dépendent  également  de  deux  pa- 
ramètres — ,  >  — •  Si  l'on  prend  p  =  1 ,  les  caractéristiques  dépendent 

des  deux  paramètres  X  et  p.;  lorsqu'on  a  cboisi  A  et  [j.,  on  a  une 
infinité    de   développables  caractéristiques  associées  à   une   même 
caractéristique  en  prenant  p'  à  volonté,  et  en  calculant  V  et  p/  par 
les  relations  (12)  et  (i3). 
On  a  supposé  C  y^  o. 
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SUR  LA  REPRÉSENTATION  TRIGONOMÉTRIQUE  APPROCHÉE 
DES  FONCTIONS  SATISFAISANT  A  UNE  CONDITION  DE  LIPSCHITZ; 

Pau   M.   Henri  Lebesgue. 

I. 

1.  Si  la  condition  de  convergence  des  séries  de  Fourier  qui  est 
due  à  Diriclilel  est,  à  juste  titre,  la  plus  célèbre,  les  conditions  de 
convergence  les  plus  utiles  pratiquement  sont  celles  qui  résultent 
des  travaux  de  Lipschitz  parce  qu'elles  présentent  une  grande  ana- 
logie avec  des  conditions  de  convergence  très  employées  des  séries 
ou  des  intégrales  cl  que,  par  suite,  on  sait  décider  facilement  le 
plus  souvent  si  une  condition  de  Lipschitz  est  vérifiée  ou  non  ('). 

Je  vais  m'occuper  ici  des  fonctions  satisfaisant  à  des  conditions 
qui  sont  énoncées  dans  le  travail  de  Lipschitz,  ou  suggérées  par 
lui  : 

i°  Condition  de  Lipschitz, 
(i)  |/(*  +  «)-/(*)|<X8  3>o); 

2°  Condition  généralisée  de  Lipschitz, 
(2)  |/<tf-t- §)-/(*)  |<XS«       (X>o,  .>a>o); 

3°  Condition  de  Lipschitz- Dini, 

(3  )  Lim8=0jLog-g[/(a7  +  8)—  /(a?)]    =  o, 

la  convergence  étanl  uniforme  quel  (pie  soit  x. 

Je  supposerai  de  plus  que  la  fonction  f{x)  a  toujours  la  pé- 
riode •>.-;  dans  ce  cas,  les  conditions  (î),  (2)  ou  (3)  sont  des  eondi- 


(')    l»;e's  00    Mémoire   de    M.    Mittag  Leffler   paru    aux  Acta  mathematica, 

t.  XXIV,  ',  p.   i3a,  en  non-  d'une  citation   de  M.  Phragmèn,  on  trouvera  sur 

L'intérêt  comparé  des  résultats  de  Dirichlet  et  Lipschitz  une  opinion  analogue  à 
colle  (|uc  je  formule  ici.  Dans  le  même  travail,  on  trouvera  certaines  évaluations 
.1.--  restes  de  séries  de  Pourier  qui  ne  soni  pas  sans  rapport  avec  celles  qu'on  lira 
plus  loin. 
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tîons  de  convergence  uniforme  de  la  série  de  Fourier  de  f{x)  ('). 
Je  me  propose  d'étudier  la  rapidité  de  cette  convergence;  il  n'y  aura 
pour  cela  rien  d'essentiel  à  modifier  dans  les  méthodes  ordinaires. 
Seulement,  tandis  qu'on  se  borne  généralement  à  démontrer  que 
la  limite  supérieure  trouvée  pour  le  reste  tend  vers  zéro,  quand 
l'indice  du  reste  augmente  indéfiniment,  il  faudra  ici  évaluer 
l'ordre  de  grandeur  de  ce  reste.  Je  vais  poser  les  problèmes. 

Les  fonctions  satisfaisant  respectivement  à  l'une  des  conditions 
(i),  (2)  ou  (3)  forment  trois  familles  G1,  G",  C111  ;  G1  dépend  d'un 
paramètre  X,  G11  de  deux  paramètres  X  et  a.  Soil/(^)  une  fonction 
de  C1  par  exemple  et  soit  Rm[f(x),  xQ  ],  ou  simplement  Rm,  le 
reste,  commençant  par  des  termes  en  (m+  i)x0,  de  la  série  de 
Fourier  de/(.r)  pour  la  valeur  x0  de  la  variable.  On  peut  se  pro- 
poser de  trouver   un   nombre  r]„  tel  qu'on   ait  toujours,  quel  que 

soit  s  >  o, 

I  *»[/(*)>  *o]|<  ^-4- s, 

et  qu'on  ait  au  contraire 

\Rm[Ax),x0]\>r\n-e, 

pour  quelques  f{x)  et  x0. 

Le  nombre  r\n  est  donc  tout  simplement  la  borne  supérieure 
de  l'ensemble  des  nombres  R,„  [/(#),  x0];  j'ai  rappelé  la  définition 
de  celte  borne  parce  que  c'est  à  l'aide  des  inégalités  précédentes 
que  je  calculerai  des  valeurs  approchées  de  rxm.  Ce  qui  nous  im- 
portera surtout  c'est  l'ordre  de  cet  infiniment  petit  r]n  et  pour 
cela  le  calcul  exact  de  ce  nombre  est  inutile. 

J'aurai  souvent  à  parler  de  quantités  infiniment  petites  avec  — ; 
par  la  notation  0(a)^0(6),  (ordre  de  a  au  plus  égala  ordre 
de  b),  j'exprimerai  que  le  rapport  —  reste  borné  quand  m  augmente 
indéfiniment.  Bien  entendu  si  l'on  n'a  pas  l'inégalité  précédente,  il 
ne  s'ensuit  nullement  que  l'on  ait  O (a)^>0(l>)  ce  qui  implique- 
rait que  le  rapport  -  tend  vers  l'infini. 


(')  f.e  Mémoire  de  Lipschitz  se  irouve  dans  le  Tome  LXIII  du  Journal  de 
Crelle;  pour  la  condition  (3),  voir  le  Mémoire  de  M.  Dini  (Sopra  la  série  di 
Fourier,  Pise,  1872).  On  pourra  se  reporter  aussi,  soit  à  un  Mémoire  que  j'ai 
publié  au  Tome  L\I  des  Math.  Annalen,  soit  à  mes  Leçons  su/-  les  séries  trigo- 
nométriques. 


—  186  — 

2.   De  la  définition  de  /•)„  on  peut  être  tenté  de  conclure  qu'on 
a  toujours 

ojR»[/(»),*,]j>o(JiA 

\E(///  I    ' 

et  parfois 

OJR»[/(*)far0]j<O[r«,B(m)]) 

quel  que  soit  ['infiniment  petit  z(m).  La  première  conclusion  esl 
parfaitement  légitime;  quand  à  la  seconde,  tout  dépend  du  sens 
qu'on  lui  attribue.  Si  elle  exprime  que,  pour  chaque  valeur  de  m, 

l     •    •       .et      \  1  i  K/// ï  Af  )-3"ol 

on  peut  choisir  /(a?)  et  x0  tels  que  le  rapport  — ^ — — — -  ail  une 

limite  infinie  pour  ///  infini,  elle  est  bien  exacte;  mais  cela  ne 
permet  pas  de  dire  que, quelle  que  soii  f(x)  fixe  choisie  dans  C1, 
on  n'a   pas,  par  exemple, 


li  m 
m  =  »t       rj    fe(m) 


pour  un  certain  infiniment  petit  e (m).  En  d'autres  termes,  pour 
chaque  fonction /"(.r),  Rm  pourrait  être  un  infinimenl  petit  d'ordre 
supérieur  à  O (/■}„)  ;  cela  ne  serait  pas  contraire  à  la  définition  de  /■'„,. 
Nous  verrons,  par  la  suite,  des  exemples  de  singularités  analogues, 
cela  montre  bien  ce  qu'il  pourrait  y  avoir  en  quelque  sorte  d'illu- 
soire dans  l'espoir  d'augmenter  la  précision  des  résultats  parle 
calcul  exact  d'un  nombre  tel  que  /)„. 

Il  y  aura  donc  lieu  de  déterminer  une  fonction   u(m)  d'ordre 

J  î  ni  H/h  I   /'(•'"))  2"ol  1 

aussi  »ran(l   qn  on  nouera  el   telle   (lue  le   rapport  — — '  tende 

1  '  '  '  '  u(jn)  e(iw) 

vers  zéro  quel  que  soit  ['infiniment  petil  e(/w)  pour  chaque  fonc- 
tion/!./) de  C1.  f(x)  ne  varie  donc  pas  avec  m;  quant  à  a?0  on 
pourrait  soit  le  choisir  fixe  (approximation  en  chaque  point)  soit 
le  faire  varier  avec  m  [approximation  dans  l'intervalle  (o,ait)l. 
C'est  la  convergence  uniforme  qui  sera  étudiée  ici  presque  uni- 
quement ;  on  prendra  donc  ./■„  variable. 

■{.   Une  autre  question  analogue  nous  occupera.   Il  va  lieu  de 
déterminer  un  nombre  t,1,,  tel  qu'on  ait,  quel  que  soit  z  >  o, 

|/(.r)-l>„,(.r)|<T';„+£, 

pour   une   suite  de    Fourier   Pm(x)  d'ordre    m    convenablement 
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choisie,  associée  à  f{x),  prise  quelconque  dans  C  et  qu'il  soil 
possible  au  contraire  de  trouver  des  f{x)  pour  lesquelles,  quel 
que  soit  Pm(x),  on  ait  pour  certaines  valeurs  de  x 

\f(x)-Pm{x)\>x\n-z- 

x)„  est  ainsi  la  meilleure  approximation  à  laquelle  on  puisse  pré- 
tendre pour  toutes  les  fonctions  de  G'  quand  on  les  représente  par 
des  suites  de  Fourier  d'ordre  m.  Il  y  a  lieu  aussi  de  rechercher 
l'ordre  de  la  meilleure  approximation  avec  laquelle  on  peut  repré- 
senter chaque  fonction  de  C  par  des  suites  d'ordre  m;  apriori cet 
ordre  n'est  peut-être  pas  0(tJ„). 

J'examinerai  les  questions  précédentes  pour  les  familles  C,  G11, 
C111  et  pour  la  famille  C  des  fonctions  dont  le  module  ne  surpasse 
pas  i . 

Dans  le  paragraphe  suivant  je  m'occupe  de  l'étude  de  l'ordre  de 
grandeur  des  coefficients  des  séries  de  Fourier,  question  intime- 
ment liée  à  celles  indiquées  ci-dessus. 

II. 

4.  Soit  f(x)  une  fonction  dont  le  module  ne  surpasse  pas  i, 
c'est-à-dire  une  fonction  de  G.  On  sait  que  les  coefficients  de  sa 
série  de  Fourier  tendent  vers  zéro  (');  cherchons  la  borne  supé- 
rieure am  de  l'ensemble  des  coefficients  du  (m-f-  i),ème  tenue.  On 
a  évidemment 

signe  [sin//i;r]  dx  =  —  • 


-f 


Ainsi  dès  le  début  se  présente  cette  singularité  qui  légitime  les 
précautions  prises  plus  haut:  pour  chaque  fonction  de  G  l'ordre 
infinitésimal  des  coefficients  est  supérieur  à  l'ordre  de  ctm. 

On   peut   rendre   cela   plus    frappant   encore.    Le   maximum   du 


(')  Cela  suppose  toutefois  que  /  soit  mesurable.  J'omets  celle  condition  parce 
qu'on  ne  sait  môme  pas  si  l'on  peut  nommer  une  fonction  non  mesurable  et 
surtout  parce  que  je  n'aurai  à  considérer  ici  que  des  fonctions  continues  <>u  ne 
présentant  qu'un  nombre  fini  de  points  singuliers,  qui  seront  de  première  espèce. 
A  condition  de  spécifier  que  C  ne  contiendra  que  de  telles  fonctions,  on  peut  donc 
supposer  que  les  intégrales  qu'on  rencontrera  sont  de  la  nature  de  celles  qu'on 
considère  dans  la  théorie  élémentaire  des  séries  de  Fourier. 
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coefficient  bm  de  sin  mx  est  atteint  pour  la  fonction  f{x)  égale  à 

signe  [sin  mx\    Or   celle    fonclion   est   la    limite  d'une   suile  de 

fonctions  continues  de  modules  inférieurs  à  i  el  l'on  peut  supposer 

que  ces  fonctions  continues  satisfont  chacune  à  une  condition  de 

la  forme  (i),  X  variant  avec  la  fonction  considérée.  Il  s'ensuit  que, 

pour  lu   famille  de  ces    fonctions,   le  nombre  analogue   à    xm    est 

4 
encore  — • 

Considérons  la  famille  G  formée  de  toutes  les  fonctions  satisfai- 
sant à  une  condition  de  Lipschitz,  A  n'étant  pas  (ixc;  c'est-à- 
dire  que  G  esl  formée  par  la  réunion  des  G1.  Aux  fonctions  de  C 
dont  le  module   ne  surpasse   pas  L  correspond    évidemment  pour 

home  telle  que  %m  l('  nombre  — >  donc  pour  la  famille  G  entière  la 

borne  est  infinie.  Cependant  on  verra  que,  pour  chaque  fonction 

de  G,  les  coefficients  tendent  vers  zéro  plus  vite  que  — 

C  est  contenue  dans  G"1,  doue  a',1,1  e^t  infini. 

5.  Ainsi,  le  théorème  de  Riemann  sur  la  décroissance  vers  zéro 
des  coefficients  ne  peut  se  déduire  de  la  considération  de  a„,  ;  à 
plus  forte  raison,  le  calcul  de  a„,  ne  permet-il  de  rien  dire  concer- 
nant l'ordre  de  grandeur  des  coefficients.  On  va  voir  que  pour 
la  famille  G  cel  ordre  n'est  pas  assignable;  en  d'autres  termes,  on 
peut  construire  une  fonction  f(x)  dont  le  module  ne  surpasse 
pas  i  et  dont  les  coefficients  de  Fourier  ne  sont  pas  d'ordre 
supérieur  à  celui  d'un  infiniment  petit  donne  u\  m)  |  '). 

Supposons  choisis  des  entiers  m i ,  ///._.,  ...  croissants  et  tels  que 

la  série  S  m  (mt)  soit  convergente  de  somme -<  —  el  que  chaque 

terme  u(nii)  surpasse  f\  fois  la  somme  de  ceux  qui  le  suivent.  On 
t 

pose  1 1       \  ^  a  (in  i).  On  \  a  définir/*  successivement  dans  (o,  lt  ), 

i 
(/,,  A>),  ...;  dans  (/,  t:),  on   prendra  /'=  o  ;  enfin  on  définira  y 
partout   par  les  égalités 

/(*)=  +  /(-  *)  =/(*-+■    ' 
(')  n(m  )  est  supposée  n'être  jamais  croissante. 
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r1' 

Soit,  M,  un  entier  supérieur  à  ///,  el  tel  que  /     |<os  M,. /■  | /-/./•  sur- 
passe  -u(m{),  ce  qui  est  évidemment  possible  car  /     |  cos mx | dx 

d  a 

tend  évidemment,  pour  m  infini,  vers  -(b  —  a).  Dans  (o,  l{)  on 
prendra  f=  signe  [cosM,  x~\. 

I   r'1 

Soit  M2  un  entier  supérieur  à  m2  tel  que      /     f(x)  cosM2^^ 

I   d0 

soit  inférieur  à  -  u(m2)  et  que  /  | cos M2a;\da: surpasse-  u (/w2); 
dans  (/,,  l2)  on  prendra  y*  =  signe  [cosM2x]. 

Soit  M3  un  entier  supérieur  à  m3,  tel  que      /    f(x)  cosMsxdx  \ 

soit  inférieur  à  -u(m3)  et  que  /     |  cosm3#  |  û?.z  surpasse  -  u(m3); 

dans  (4,  /3)  un  prendra  y  =  signe  [cosM3.r],  et  ainsi  de  suite. 

Le  coefficient  am  du  terme  en  cos///./'  dans  la  série  de  Fourier 
de/(.r)  vérifie  l'égalité 

-r  «m,  —  —  (    f        -+-  /     )  [/(*)  C(JS  M/aJ  <te]  ■+•  —   /     I  c°s  M^a?  |  ^. 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  de  module  inférieur 
à  m  (m,-),  le  second  est  de  module  inférieur  à  -(/ —  //),  le  troi- 
sième surpasse  3w(m;),  donc  on  a 

it2 .        .  ^   _     .      .  .      .       %     .      .       u(irii) .  a  (M/) 

■j  I  «m,  |  >  3  «(m;)  —  ifr(mj)  —  -  «(/».■)  >  -y^  è  — 3-^- 

La  proposition  est  démontrée. 

En  remplaçant  les  fonctions  signe[cosM,.r],  comme  précédem- 
ment, par  des  fonctions  continues  suffisamment  approchées  on 
aurait  pu  faire  en  sorte  que y(.r)  soi l  continue  el  l'on  aurait  montré 
que  le  théorème  de  Riemann  sur  la  décroissance  vers  zéro  des 
coefficients  de  Fourier  d'une  fonction  continue  ne  peut  être 
précisé,  en  ce  qui  concerne  i 'ordre  de  grandeur  de  ces  coeffi- 
cients (')  si  l'on  sait  seulement  que  la  fonction  est  continue. 


(')  A  d'autres  points  de  vue,   il    peut    être   complété]    puisque    par   exemple, 
lier,,  -h  b\  )  est  convergente,    il   résulte  de  là  qu'il  y  a  toujours  nue  infinité  de 
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().  Pour  les  classes  C,  Ç",  C"  le  calcul  de  l'ordre  de  grandeur 
des  coefficients  se  fait  ordinairement  grâce  au  raisonnement  même 
de  Riemann.  Désignant  par  w(o)  le  maximum  de  l'oscillation 
de  f(x)  dans  un  intervalle  quelconque  d'étendue  S,  on  a 


d'où 


I  "m   | 

I  bm  | 


K-î=)-/(-^)] 

///        /  1C  \       /•"    .  .  2        /  *  \ 

—  U>      —  /         Slfl  DIX  ax  =   —  CD  (  • 


sin  ///.r  dx\ 


On  voil  ainsi  que  |  <V/«  |  Ri  |  ^/«  |  tendenl  vers  zéro  au  moins  aussi 

vite  que  w(  -  ]•  Nous   pouvons   aussi    déduire  de   là  des  limites 

supérieures  des  nombres  aj„,  oc",  ajjf;  nous  ne  gagnerons  rien  de 
sérieux  à  cela;   la  considération   de  a"1  dont  nous  ne  occuperons 
plus,  el  < 1 1 1 1  est,  <>n  le  sait,  infini,  ne  permet  même  pas  de  conclure 
à  la  décroissance  de  am  el  bm  ver--  zéro. 
On  a 

•/'         y"        . 

'"         ///  '"        t-I     ^  ///3C 


Il  esl  facile  de  vérifier  que   les  seconds  membres  font  connaître 
exactemenl  l'ordre  infinitésimal  de  a'„,  a".  Considérons,  en  effet, 

la  fonction  f  égale   à  h — tof—  J  ou w("~)   ;mx   points   où 

si n  mx  esi  respect  ivemenl  égal  à  +  i  et  —  i  el  supposons/  linéaire 
entre  ces  points  et  continue  partout. 


valeurs  de  "  pour  lesquelles  on  a  à  la  fois  |  a„ j    ;  —  el  |  b„\  <.        ;  c'est  .'i  cause 

\  "  \  "  ' 

de  propriétés  de  cette  nature  que  noua  bvods  dû  ne  considérer  lea  coefficients  am 
que  pour  1rs  valeurs  n écutives  M   de  m. 


—  19  i 
Pour  /*,  on  a  évidemment 


4  m      \m       r-m      .  4      (k\ 

bm  = /        x  sin  mx  ax  =  —  w    —  ) 

71  Tt  J  TC2         \/,?./ 


d'où,  en  particulier, 

«i  >i2L,      an>    -*x      (i). 

Il  est  facile  de  voir  que  a!„  est  exactement  égal  à  —  •  Soit  en 
effet  G  la  courbe  y  =f(x);  soient  A0,  A! ,  A2,  . . ,  les  points  de 

cette  courbe  dont  les  abscisses  sont  o,  —  ?  —  >  •  •  •  •   Par  les  points 

mm  ' 

d'indice  pair  menons  des  droites  de  coefficient  angulaire  A, 
par  les  points  d'indice  impair  menons  des  droites  de  coefficient 
angulaire — À.  La  ligne  polygonale  circonscrite  à  C  ainsi  formée 
a  une  équation  y  =  o[x)  et  pour  <p(#),  qui  fait  partie  de  G1,  le 
coefficient  bm  surpasse  le  coefficient  correspondant  de  J'(x).  La 
recherche  du  maximum  de 


.( 


27t 

f{x)  sin  mx  dx, 


pour  les  fonctions  de  C' se  ramène  donc  de    suite   à  un    problème 


(')  .le  me  permets  de  signaler  ici  une  singulière  maladresse  de  rédaction  qui  se 

retrouve  dans  plusieurs  Traités  français  et  étrangers.  A.  les  lire,  il  semblerait  que 

2  X 
de    L'inégalité    a1,,,  <  —  .on  ail  le  droit  de  conclure  que,  pour  les  fonctions  de  C1, 
'"  -  m 

la  convergence  des  séries  de  Fonder  n'est  pas  en  général  absolue.  Ce  fait  résulte 
d'exemples  très  simples,  mais  ne  saurait  être  déduit  d'une  limite  supérieure  de  aj„ . 

Il  y  a  plus,  la  limite  inférieure  dea'm,  ^ — >  ne  nous  permettrait  pas  de  conclure 

plus   rigoureusement;    c'est    la    remarque    sur   laquelle    j'ai    d.jà    plusieurs  fois 
insisté;  on  va  voir  en  effet  que,  pour  C',a,„et  bm  sont  toujours  d'ordre  supérieur 

àO(  — )•   Ce  fait  s'explique  comme  je  l'ai  déjà  dit  :    la    fonction  /„,(a?)   pour 

laquelle   le   coeflicienl  am  atteint  son    maximum   n'esl    pas  celle  pour  laquelle   !<• 
coefficienl  a    atteinl    l"  sien.   Même  il  arrive  que,  p ■  <•'.  les  coefficients  de  la 

fonction  désignée  par  fm(x)  sont  de  l'ordre  de  — ->    cela  résulte  de  la  dé  ter  mi 
nation  de  cette  fonction. 


—   Ii»2  — 
d'Algèbre  < l<i n i  la  solution  esl  d'ailleurs  immédiate.  Posons 

L'inlégralc  à  étudier  s'écrit 

TC 

t./j,„—   I      F(:c)  sinmx  dx, 
■  o 
et  l'on  a 

|  F(#  -i   h  )       Ff»|    :  im\h. 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  !<•  maximum  de  celte  intégrale  est 
obtenue  pour  y  =  I' 'i ./ ')  représentant  un  système  de  deux  droites 
de  coefficients  angulaires  égaux  à  >/>//,  el  :>.////..  Mais  à  cette 
fonction  I  1  1  1  correspond  nécessairement  une  fonction  f{x)  pour 
laquelle  C  esl  une  ligne  polygonale  formée  comme  il  a  été  'lii  el 
telle  que  la  partie  comprise  \,  1  <■!  À/+)  admette  \,  pour  centre. 
Par  suite,  tous  les  points  \,  sonl  en  ligne  droite  el  comme  les 
ordonnées  de  \„  el  V..,,,  sonl  égales,  tous  ces  points  onl  l;i  même 
ordonnée;  la  fonction /"  esl  égale  à  une  constante  plus  la  fonction 

de  période  — -  considérée  précédemment,  c'est-à-dire  égale  à 


de 

\  "'   / 

el  a 
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_xL_<2£±I>«|     de     (-^ -*-■>*     à     <^  +  3>*     (•) 
7.    xprès  avoir  étudié  le  maximum  des  coefficients  am  el  fej 


La  forme  trouvée  pour  la  solution  d'un  problème  du  calcul  des  variations 

étonnera   moins  si    l'on   c pare   la  question  proposée  à  la  suivante  :  trouver  \n 

ligne  la  plus  courte  joignant  deux  points  d'un  plan,  certains  domaines  D„  D 

ne  devant  pas  être  traversés.  On  trouve  évidemment  comme  solution  une  ligne 

formée  de  seg 1-  rectilignea  el   d'arcs  de  frontière  des  domaines  l>,.  D 

Dans  la  question  étudiée  dans  le  texte,  la  solution  esl  formée  tout  entière  .1 
l'aide  de  parties  de  frontières  du  domaine  fonctionnel.  Il  en  est  encore  de  même 
dans  le  cas  de  C"  ;  mais  là,  1rs  choses  Boni  m<  ins  simples. 

,<-  lonlente  d'affirmer  que  -1  l'on  considère  l;i  famille  des  fonctions  pour 

laquelle <  itisfaisanl   à  certaines  conditions  qui  sont  celles 
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pour  toutes  les  fonctions  de  C1,  C"  on  Gm,  étudions  l'ordre  infini- 
tésimal de  am  ou  bm  en  tant  que  fonction  de  m  pour  chaque  fonc- 
tion de  C,  C11,  G1".  Tout  d'abord,  cet  ordre  est  au  moins  respec- 
tivement celui   des  nombres  a'     a",  a"1,  donc  au  moins  0(  — )  et 

0( — )  pour  les  fonctions  de  C1  et  Cn.  Une  limite  supérieure 
précédemment  trouvée  pour  am  et  bm  montre  que  pour  les  fonc- 
tions de  C"  cet  ordre  est  supérieur  à  O  (  - )  •  Je  vais  faire  voir 

\Logm/ 

que  ces  limites  ne  peuvent  être  élevées.  D'une  façon  plus  précise  : 
œ(8)  étant  une  fonction  satisfaisant  à  des  conditions  qu'on  va 
indiquer,  je  vais  construire  une  fonction  f^x)  dont  le  maxi- 
mum M (8)  de  l'oscillation  dans  un  intervalle  8  ne  surpasse 
jamais  »(8)  et  telle  cependant  que  bmj  par  exemple,  ne  soit 
pas  d'ordre  supérieur  àO  s(m)o  -I  ;  s  (m)  étant  un  infi- 
niment petit  arbitrairement  donné. 

(o(S)  pour  une  fonction  continue /(.r)  jouit  évidemment  de  la 
propriété  d'être  continue,   non  décroissante  et  telle  qu'on  ail 

w(8tH-  82)  =  <o(8i)  -4_  to(o2), 

et  inversement  toute  fonction  satisfaisant  à  ces  conditions  sera  la 
la  fonction  w(8)  pour  une  infinité  de  fonctions  continues  f{x). 
Je  supposerai  que  ©(8)  satisfait  en  outre  à  la  condition  d'avoir, 
pour  8>o,  une  dérivée  continue  ne  croissant  jamais;  ce  qui 
n'interviendra  ici  que  par  celte  conclusion  :  on  a 

©(Ko)^Kœ(o)         pour         o  <  K  <  i . 

.,.,,.  ©(Ko)  ^  ©(8)  ©(6)  r 

L.eci    s  cent   encore    '  ,.  „ —  d   '  ;       et    -=-s —  est   une  ronchon   non 
Ko      —      o  o 

croissante  de  8. 

indiquées  dans  le  texte  un  peu  plus  loin,  le  maximum  de  bm  est  atteint  pour  une 
fonction  f{x)  pour  laquelle  C  a  encore  la  forme  d'une  sinusoïde;  on  peut  supposer 

7T 

que  les  points  A„,  A,,  ...  sont  tous  d'ordonnée  nulle  et,  de  o  à  ,    la    courbe 

1  r  "      '  2/n 

y  =  f(x),  qui  part  de  y  =  o  pour  arriver  à  y  —  -  ©  (  —  ) ,  est  l'enveloppe  des 
courbes  y-(-/(X)  =  ©(a?-f-^).  Pour  Cn,  on  trouve  y  —  i"-  '  \x"-,  d'où 

T. 

h     2i+a/?iA   r-'"      . 

et     = /         x'  s\nmx  dx. 

xxxvin.  i3 
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Ces   propriétés  étant  supposées  appartenir  à  o  on  raisonnera  à 
peu  prés  comme  précédemment. 

Je  détermine  des  entiers  croissants  ///,,  m.2, tels  que  la  série 

V  s  (m»)  soit  convergente  de  somme  l  inférieure  à  -  et  que  chaque 
terme  surpasse  deux  fois  la  somme  des  termes  qui  le  suivent.  Puis 

sur  (o,  7t)je  marque  les  points  /,-=  ^  £(/M<)-  On  prendra/con- 
tinue, de  période  2-,  impaire,  et  nulle  dans  (l,  n). 
Dans  (/,_(,  //)  on  prendra 


/-T'd;)^" 


M;  étanl  un  entier  supérieur  à  i  dont  Ja  détermination  sera    laite 
plus  loin  et/,,,  étanl  la  fonction  égale  a  x dans 

[<  !/'-')—  »  (4/» -t-0  — 

et  égale  à  —  #  +  (2/?  -+-  1)—  dans 

[(.j/j-t-i)  — ,  (4^  +  3)—  I- 
L    '  »  01  2/11  ] 

Cependant,  pour  que  y  soi I  continue,  on  prendra^"  nulle  au  com- 
mencement el  à  la  fin  de  (//_,,  li)  «le  façon  qu'elle  ne  soil    fournie 

par  la  formule  donnée  que  depuis  un  point  de  la  forme  -±L-  jusqu'à 

un  poini  de  la   même  forme.   Enfin,   on  fera  en  sorte  qu'à    la  lin 

de  (/,_(,//)  l'intervalle  dans    lequel  /'  est    nulle   ail   au    moins    une 

longueur  égale  a  «■=-  • 

Pour  préciser,  on  peul  convenir  que  les  intervalles  dans  les- 
quels  f  sera  nulle  seronl  aussi  petits  que  possible  toul  en  salis- 
faisan  l  aux  condil  ions  précédentes. 

On  Supposera  que  ;    m)  esl  Un  infini  m  eut   petit  d'ordre  inférieur 

à  —  et,  dans  ces  conditions,  la   partie  À,  de  (^  1,  //)  dans  laquelle 

/"n'est  pas   nulle  esl   un  111  lin  1  in  en  I   pelil   équivalent  à  Z{  ///,  )  pourv  11 

que  M,  soit  au  moins  ég  il  à  ///,. 
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Je  dis  que  pour /' on  a  bien 

w(3)£?(o). 

En  effet,  supposons  les  M;  non  décroissants  et  soit  o  compris 
entre  tj-  et  ^ — ;  alors,  dans  S,  l'oscillation  de  f  est  évidemment 
égale  ou  inférieure  au  plus  petit  des  deux  nombres 

*(ïb)  et  ¥ 


Mi-i 


1VI/-1 


qui  sont  tous  deux  au  plus  égaux  à  œ(S). 

Supposons  que,  quel  que  soit  g,  M/  soit  un  multiple  pair  de  M,_ ,  ; 
alors  dans  l'évaluation  du  coefficient  bit.  il  n'y  a  pas  à  tenir  compte 
de  (o,  li_i  )  et  l'on  a 

6m,  =  —    /     fix)  sinMj-a?  dx  -+-  —    /    f(x  )  sin  Mix  dx. 

La  première  partie  est  égale  à  2_i  ©  /        j ,  Je  calcul  est  identique  à 
celui  fait  précédemment.  La  deuxième  partie  est  au  plus 

donc  au  plus  — ^  cp  (  —  j  et  par  suite  feM.  n'est  pas  d'ordre  supérieur 

.  \  •  \  1   tj  I      7T        \  ,  ,  !   .  , 

a  celui  de  — - ep  hrr    >  c  est-a-dire  a 

■k3    I     \  M  /  / 

0[e("">T(i)]=0[e<M,)î(s;! 


On  satisfera  par  exemple,  à  toutes  les  conditions  indiquées,  en 

prenant 

M,  =  i'  mi  m2m3  .  .  .  mj. 

Ainsi,  les  limites  supérieures  O  I  ),  0( — -)>  O  |  - — - — )  trou- 
vées pour  les  ordres  de  grandeurs  des  coefficients  am  et  bm  des 
fonctions  de  O,  Cn,  Cl"  ne  peuvent  être  élevées;  mais  il  resterait 
à  voir  si  ces  limites  peuvent  être  atteintes.   On  sait  qu'il   n'en  est 
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rien  dans  le  cas  de  C?u;  M.  I'.  Falou  (4)  a  montré  que,  dans  le  cas 

de  G1,  l'ordre  de  am  et  bm  surpasse  toujours  l'ordre  de  —  •  Son 

raisonnement  est  liés  simple;  tou  le  fonction  de  C'est  l'intégrale 
indéfinie  d'une  fonction  sommal>le  dont  les  coefficients  de  la 
série  de  Fourier  sont  mbm  el  — mam;  donc  mam  ei  mbm  tendent 

i 


vers  zéro  avec 


III 


8.  La  somme  S „,[/(#),  x0],  ou  simplement  S,„,  des  m  +  i  pre- 
miers termes  de  la  série  de  Fourier  de  f(x),  est  donnée  pour  la 
valeur  x0  de  la  variable,  par  la  formule 


a  i  S 


i    r     ' 
S,„=  -   /         ./('o+  ->-t) 


sini  2  />*  ■+-  \)% 

sin  / 


,//. 


Donc,  pour  les  fonctions  de  C,  |/\  •''  ' f     ij  le  maximum  de  S, 


<'s| 


i       /"  "  |  sin  i   <  m    \    \)t  \ 

P"«  —  ~   \     : — : 

1  t.     i  sin/ 


,//. 


Le    maximum    /•„,    du    reste    l>„,   esl    par   suite    i    |- p,„;    il    est 
atteint    pour   x0  =  o   el    pour    la    fonction    égale   dans   (o,aR)  à 

signe     sin  (  a/w       '  ^ '-     saul  à  l'origine,  où  l'on  prendra  y = —  i. 

Il  en  résulte,  comme  précédemment,  que  ces  limites  pm  et  /•„,  sont 
iiussi  celles  relatives  à  la  famille  des  fonctions  continues  el  de 
module  inférieur  ;'i  i .  Et  ;uissi  il  s'ensuit  que  les  limites  analogues 
pour  l;i  famille  (  lul  sont  infinies. 

L'expression    de    pm   esl    assez    compliquée  (-  .   (  îe   qui    nous 
importera,  c'esl  son  ordre  de  grandeur. 


(')   Séries   trigonométrigues   et  séries   de    Taylor  |   uta   math.,    t.    \\\. 
p. ii  lie,  n 
|.    raisonoemenl    de    M.    Fa  tou    prouve   d'ailleurs    que  le  fait   qu'on    ne   peut 

abaisser  la  limite  O  |    -  |  en  ce  qui  conceroi    I  '  esl  une  séquence  du  fail  qu'on 

ne  i ••■  M  i  Hier  l'ordre  de  am  el  bm  pour  1rs  fonctions  d    l 

Cependant    M.    Féjer  .i   montré  qu'elle  était  susceptible  d'une  expression 
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On  a 

[f2&m+i)       r1  I  /|  Bin(2/n  +  i)t\    . 

2(2/«  -H  11    J 

Dans  la  première  intégrale,    l'élément  d'intégration    ne    surpasse 
pas  (2m  -f-  \)dl  ;  donc  la  première  partie  ne  surpasse  pas  1.  Dans 

la  deuxième  intégrale,  l'élément  d'intégration  ne  surpasse  pas-: — , 

donc  la  seconde  partie  ne  surpasse  pas 

71  r  7T  2    , 

Log  tans =  —  Log/n  -+-  r, 

71  est  infiniment  petit  avec  — 
r  m 

Partageons  l'intervalle  (  — - — ,  -)  en  intervalles  i  dans  les- 

0  \  2  (  :>.  m  -+■  1  )     2  / 

quels  |  sin(2 m -+- i)é|  surpasse  -  el  en   intervalles  y  dans  lesquels 
cela  n'est  pas.  Il  est  évident  que  la  contribution  de  chaque  inter- 


asymptotique  simple  (Journal  de  Crelle,  Bd.  138,  H.  1), 

7t 

p„  =     '-log/n+A,    /       (  — -)  dt -h  2    I      lo2T(  t )cosit*  dt  +-  s  ,, 

t:-  ltV|       \»«n<         V  J0 

sm  étant  un  infiniment  petit. 

Je  signale  encore  une  jolie  expression  analytique  de  pm  qui   m'a  été  commu- 
niquée aussi  par  M.  Féjer.  On  a 

7t 

v  =  0°     tangv 

T    .      ,  ,  X\  I  Ï1     2  2  in  +  I 

sitrne    sin  (  2  m  -t-  1)  —     = h-    > cosva?, 

2  J        2m  +  i        ^  7t  v 

v  =  i 
donc 

71  7t 

v=mlaiigv v  =  0°    tangv  — 

2  m  -+- 1  2       v^  2  //t  ■+- 1 


1  2    v~*  2  m  -t- 1  2       v^ 

Pm  = 1"    -      7       = / 

2  m  +  I  7t    —  V  7t         — i 

V  =:  1  V  =  ira  -*- 1 

La  série  de  Fourier  de  la  fonction  sisne  I  sin  (2 m  +  1)  —  |  a  déjà  été  considérée 

par  Berger  \  Sur  le  développement  de  quelques  fonctions  discontinues  en 
séries  de  Fourier  (Nova  Acta  Iietfi<c  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis, 
3e  série,  t.  XV,  fasc.  2,  1895)]. 

Je  l'ai  trouvé  citée  dans  l'Ouvrage  Modem  Analysis  de  M.  Whittaker,  lequel 
m'a  aimablement  fourni  la  référence  bibliographique. 


valle  i 
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/  ri  f 

— — surpasse   la  contribution  de  l'intervalle  / 

qui  le  suit.  Donc,  la  contribution   des   intervalles  i  dans  l'inté- 
grale précédente  surpasse  -  Logm  +  -•  Mais  la  contribution  d'un 

intervalle  i  dans  l'intégrale  considérée  est  inférieure  au  double  de 

n 

•i       •         i          v                        m      i           C1           |sin(>/n  -i-  \)t\    , 
la  coritribuiion  du  même  intervalle  dans  /  r— ai, 

J         71  s 


i  '    i  1 

donc.  o,„  surpasse  —  Log  ni  -\-  -■ 

1  '  2  ~  | 

Par  suite,  au  moins  à  partir  d'une  valeur  ïj  de  ni  qu'il  serait 
facile  de  déterminer,  on  a 

—  Logm  <  p„,  <  -  Logm. 

Pour  ce  qui  suit,  il  sera  commode  de  faire  correspondre  à 
chaque  intervalle  i  ou  j  de  l'axe  des  t  un  intervalle  I  ou  J  de 
l'axe  des  x  parla  transformation  zt  =  x.  On  désignera  par  <bm  (x) 
une     fonction      impaire,    de     période      aie,     continue,     égale     à 

signe     siu(am-|-i)-     dans  les  I  el   linéaire  dans  les  .1  ain^i  que 

dans  l'intervalle  ( — >  -j-   — - — )•  Ces  conditions  sont  con- 

\        ■>.  //<  -l-  i  >.  /»  +  i  / 

tradictoires  en  ce  qui  concerne  le  voisinage  du  point  ./•  =  -;  on 
conviendra  que  <\>m  (ir)  =  o  et  que  <l„,  (x)  est  linéaire  dans  le  der- 
nier des  intervalles   I.   Alors,  comme  la  contribution  du    dernier 

intervalle  /  dans  p™  tend  vers  zéro  avec  — »  dès  que  ni  est  assez 

grand 

S ,„|  •},„(.' ■),  oj  =—  R«[<|;»(a?),  o] 

P/n  '  Pin 

surpasse  J ou  même  i 

1  a         a  >. 

Cela  ne  sera  utilisé  que  plus  tard  ;  revenons  aux  limites  trouvées 
pour  om.  Elles  montrent  que  o,„  esl  de  Tordre  de  Logm;  mais  on 
n'en  peut  pas  conclure,  -.m>  raisonnements  nouveaux,  qu'il  existe 

des   fonctions  de   C  dont    les  séries  de   boulier  ne  convergent  pas: 

ce  sérail  tomber  dans  une  erreur  an, dogue  à  celle  que  je  critiquais 
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précédemment  en  note.  J'ai  montré  ailleurs  (')  comment  on  pou- 
vait se  servir  des  nombres  p,„  pour  construire  une  fonction  f(x) 
continue  et  faisant  partie  de  C  telle  que  Rm[f(x),  x0]  ne  tende 
pas  vers  zéro,  soit  qu'on  prenne  x0  fixe  (divergence  en  un  point), 
soit  qu'on  prenne  x0  variable.  Ce  second  cas  n'est  intéressant  que 
parce  qu'on  peut  faire  en  sorte  que  Km  tende  cependant  vers  zéro 
en  tout  point;  il  y  a  donc  convergence,  mais  convergence  non  uni- 
forme. 

Il  résulte  bien  entendu  de  là  qu'on  ne  peut  pas  fixer  l'ordre 
de  grandeur  de  l\m  pour  les  fonctions  de  G.  On  pourrait  se 
demander,  il  est  vrai,  si,  pour  toutes  les  fonctions  de  G  dont  la 
série  de  Fourier  converge  uniformément,  cet  ordre  n'est  pas 
limité.  Mais  on  vérifiera  facilement  qu'il  n'en  est  rien,  en  modifiant 
légèrement  les  constructions  de  fonctions  que  je  viens  de  rap- 
peler (2).  Je  n'insiste  pas,  et  je  passe  à  l'étude  des  classes  G1,  G",  G111. 

9.  Pour  les  fonctions  de  G1,  il  résulte,  du  raisonnement  clas- 
sique de  Dirichlet,   que  R,„  est  au  moins  de  l'ordre  de  — —  •  La 

ym 
méthode  que  j'ai  indiquée  pour  l'étude  de  R,„  (3)  va  nous  fournir 

un  résultat  meilleur. 

Posons 

<o(t)  =  /(a?0-+-  *t)  -hf(x0—-it)  —  2/(a?0); 

on  trouve 

•R 

sin  (2  m  -+-  i)t 


Rm[/(*),3\>]=  —  -     /      ?(0 


sin  t 


Jl. 


Gette   forme   rapproche    R,7Î  d'un  coefficient  de   Fourier,  mais 

relatif  à  la  fonction   ±—  qui  n'est   pas  nécessairement  sommable. 
sin  t   '  ' 

C'est  seulement  au  voisinage  de  l'origine  que  cette  fonction 
est  singulière;  on  pourra  donc,  l'origine  mise  à  part,  essayer 
d'imiter  le  raisonnement  de  Riemann.  Désignons  par  1 1  -h  i  l'entier 

(')  Comptes  rendus,  17  novembre  igo5.  —  Leçons  sur  les  séries  trigonomé- 
triques,  n"'  45,  46,  47  ;  Sur  les  intégrales  singulières,  n°*  22,  27,  33  (  Annales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  3e  série,  t.  I,   1909). 

(2)  Cela  résulte  d'ailleurs  'le  ce  qui  est  ilii  tout  à  la  fin  du  paragraphe  12  de 
ce  travail. 

(3)  liecherches  sur  la  convergence  des  séries  de  Fourier  {Math.  Ann., 
Band.  LXI). 
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impair  m  ou  m  —  i,  on  écrira 


I    fim  +  i       r1        \  r         sin(2m-Hi)<   .1 

%Rmss[l    +L     l?(0 — s-*    AJ 

<p(Q  _  2 m  +  i  ' 

I    sin< 


-^i    /  sin  (2  m  -f- 1) ^ 


2  /«  ■+-  i 

A  -+-B-H  G. 


On  a 


f  |T(0|A<(ai»-n)/  4*"**  =  am^.,' 

0  *   0 

car  |'f(0|  ne  surpasse  pas  f\\l.  Il  en  résulte  que,  dans 

2 OU-  1       2  J 

|  i    /  1 1  ne  surpasse  pas  4^  -"  et  par  suite  on  a 


(2  1  +  317C 


B|  <jf  "  '    NX»m  +  .)^  x  4X=       (aI' 

■^21  +  llU  sjn  i 1_ 


2 


x  1 X  - 


<^  (■)• 


•}.  m   i-  1               a      .     (  m.  —  1  )  tc  m 

sin 


L'ensemble  de  ces  deux  parties  esl  moindre  que 


|C|! 


6Xir 


- 


sin  (  t     : ) 

L        V  2  m  -t-  i  / 


I  m    '    I 
,2 


sin  /    I 

■ii/M-.{X0 

s|,l/    -+.    f).    

l_  a  ///  -+■  1  -J 


(')  [ci  et  il. ins  la  suite,  lei  constantes  Boni  choisies  simplement  pour  fixer  les 
idées,  mais  "<■  sonl  p.is  réduites  ;•  leur  meilleure  valeur. 
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|9|  el  0,  étant  compris  entre  o  et  i .  Donc  on  a 


•t.  m  -+-  i  ./    „     s\n2l 


.      -h2       r       dt 

<  4/  /  — —  =  —  4^ Log  tan; 


sin£  im  -+- 1  j  //; 


en  remplaçant,  dans  la  première  intégrale,  -r— -  par  sa  plus  grande 


1         K 
valeur  —  • 
1 


Si  donc  on  désigne  par  /-,'„  le  maximum  du  module 
de  R,m[/(j?),  x0];  x0  étant  variable  avec  m  ou  non,  suivant  la 
question  qu'on  étudie,  on  a,  à  partir  d'une  valeur  de  m,  qu'il 
serait  facile  de  calculer  et  qui  ne  dépend  pas  de  ~k 

,        3  Xir  Log  m 
'"'"< m 

Ainsi  Y  erreur  qu'on  commet  en  bornant  à  ses  m  -+-  1  premiers 
termes  la  série  de  Fourier  d'une  fonction  f(x),  satisfaisant 
à  la  condition  de  Lipschitz 

| /(ar -+-$)  —  f(x)\<U, 

.     -,    .  ,  3Xtt  Log  m 

est  inférieure  a - — 

J  m 

On  vient  ainsi  de  démontrer  la  convergence  uniforme  des  séries 
de  Fourier  des  fonctions  de  G1  el  d'estimer  la  rapidité  de  cette 
convergence.  On  peut  de  là  conclure  presque  immédiatement 
pour  le  cas  de  Gn  et  C"1  en  utilisant  un  mode  de  raisonnement 
qui  m'a  servi  récemment  (  '  ). 

Supposons  qu'on  puisse  approcher  d'une  fonction  f(x)  de 
moins  de  e,„  à  l'aide  d'une  suite  de  Fourier  d'ordre  m,/,„.  Le 
reste  Rm  pour/  étant  le  même  que  pour/ — /„,,  est,  d'après  ce  qui 
précède,  au  plus  égal  en  module  à  e>w  (1  H- p/M),  et  Par  s"',e  ce 
reste  tendra  vers  zéro,  si  sw  est  un  infiniment  petit  d'ordre  supé- 


rieur a 


Logm 
Supposons  ensuite  qu'on  puisse  approcher  d'une  fonction/  (x] 

(  '  )  Sur  les  intégrales  singulières,  11°  48. 
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de  moins  de  em  à  l'aide  d'une    fonction  fm(x)  salisfaisanl   à   une 

condition    de  Lipschitz    relative  à    la  valeur  Km   de   A.  Pour/,  on 

aura 

3X/nitLog/n 


H„,  |  <  eOT(i-4-  pm) 


m 


Soil  maintenant  o>(o),  le  maximum  de  l'oscillation  de  f  dans 
un  intervalle  d'étendue  8,  et  prenons  pour/„t  la  fonction  continue 
égale  à  y  aux  points  .r  =  —  et  linéaire  entre  ces  points.  On  a 
alors 

£,„       <o(     -    )  , 

d'où 


-■) 

II)  I 

A  /«  -i 


<C  4  Log  m  m 


(£)  ">• 


dès  que  m  est  assez  grand. 

Cela  prouve  la  (-on vergence  des  séries  de  Fourier  des  fonctions 
de  C"  et  G1";  en  particulier  pour  C",  on  a  ainsi 

(domine  on  l'a  déjà  vu,  /•)"  est  infini. 

Il  reste  à  savoir  si  les  limites  supérieures  trouvées  pour  /)„  et  r)x„ 
nous  en  font  bien  connaître  l'ordre  infinitésimal.  La  réponse  est 
affirmative.  Je  le  vérifie  pour  G1,  on  peut  opérer  d'une  façon  ana- 
logue pour  G"  ('-). 

Considérons  la  fonction  continue  K'/nAx)  paire,  nulle  de  — '- 

A.™  v     /  i  2  m  + 1 

,       .  i       •    /  \X   ,  /         a  mit  \  , 

a  tz.  toujours  du  signe  de  sin   2/n+  i)-  dans     o,  et  dont 

J  °  v  '  i  \    '  ■>.  m  -+- 1  I 

la  dérivée  est,  dans  cet  intervalle,  égale  en  valeur  absolue  à  X  et 
du  signe  de  eos( 2 m  -+-  1)  —  ■  Bien  entendu  celle  dérivée  n'existe 
pas  ;i ti x  points  où  ce  cosinus  s'annule. 

(')  Que  l'ordre  de  grandeur  ii„  soil  au  moins  égal  a  (>j  Logmuf— )    >  cela 

résulte  déjà  du  Mémoire  de  Lipschitz  quand  <>u  précise  le  résultai  comme  l'a  fait 

M.  Phragmèn  (p.  a3i  du  Mén ■<■  cité). 

(2)  Quant  au  calcul  exact  de  r\n  <-i  r™,  il  se  ramène  encore  à  uni'  question 
d'Algèbre  mais  vraisemblablement  m. .m-  simple  que  celles  qu'on  a  rencontrées 
dans  l'étude  de  *\„  et  *!i  • 
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Étudions  Rw  pour  cette  fonction,  x0  étant  nul.   Ou 

p  =  m  —  l       ip+T.)- r 


sin  £ 


p  =  m—  1  (P-M)  - 


..       V1        /                           /           v        k               \  sm(2/n -h  i)t 
-4-  4  X       >         /  (/»  +  «) M  -^ 


dt. 


r  =  °       (/'  +  ; 


2  /  2  m  +  1 


Éludions  par  exemple  la  première  de  ces  sommes  N  . 

Pour  diminuer  l'élément  de  cette  somme  n'étendons  l'intégra- 
tion que  de  (  p  -t-  -  I  —  à  (  p  h —  ) —  et  remplaçons  sous 

^  \         6/  2/n-i-i       \  î/jm+i  '      * 

le  signe  d'intégration  chacun  des  facteurs 

t  —  p ■>     sin  îm  +  i)/,     - — , 

2/n-t-i  sin£ 

par  sa   plus   petite  valeur;   on    trouve  ainsi   que   l'élément  de    la 
somme  surpasse 


3  %m  -+-  i  /  \  G  i  m  -+-  i  /  \  a  j 


in  (p  -+-  -  )  

\  2  /   2  m  H 


C'est-à-dire  qu'on  peut  trouver  un   nombre  k  tel  que,  à  partir 

d'une  certaine  valeur  de  m  et  quel  que  soit  p,    l'élément  de   la 

k 
somme  surpasse 

On   peut  en   dire  autant  de  la   seconde  somme  et   par  suite  il 
existe  un  nombre  l  tel  qu'on  ait 


*|R»I>£2 

m  — 

î 

•    M       r  /\  -t  I    ■  il»  I  1       lJ°n  m 

ainsi  rv/M ['/,«(.£),  o  J  est  bien  de  I  ordre  de — 

de  cet  ordre. 


Donc  /•!.,  est  bien 


10.  Nous  devons  nous  demander  maintenant  si,  pour  chaque 
fonction  de  Ci  de  C",  ou  de  C")  l'ordre  de  R„,  neserail  pas  supé- 
rieur à  un  ordre  plus  grand  que  celui  de  /■)„  (plus  grand  que  celui 


-  -20i  — 

de/",  ou  simplement  assignable).  On  va  voir  qu'il  n'en  esl  rien; 
d'une  façon  plus  précise,  ;(o)  étant  une  fonction  satisfaisant 
aux  conditions  précitées,  je  rais  construire  une  fonction  con- 
tinue f(x)  dont  le  maximum  w(8)  de  V  oscilla  lion  dans  un 
intervalle  d'étendue  o  ne   surpasse  jamais    ç(o)   et    telle  que 

lim[f(x),  x0]  ne  soit  pas  d'ordre  supérieur  à  O    ;  (  —  )  Log/n    . 

Je  prendrai  x0  =  o  ;  on  pourrait  aussi  facilement  prendre  x0 
variable  avec  m. 

Modifions  la  définition  de  ym(x);  nous  lui  conservons  toutes 
les  propriétés  indiquées,  seulement  le  mode  de  définition  donné 

dans  (  o,  — - — —  )  ne  sera  maintenant  employé  que  dans 
\    '  ■>.  m   +-  i  /  r     j      t 

/      -W  2/>rc    \ 

\  ■>.  m  +  i'i»H  +  i/' 

il  I  I  7.DTZ 

p  étant  le   |)lus  grand    entier  tel   que ne   surpasse  pas    un 

nombre  donné  a(o  <<  a  <i"x).  Cette  nouvelle  fonction  qu'on  appel- 
lera •/m,a{x),  sera  nulle  dans  le  reste  de  l'intervalle  (o,7t).  Alors 
on  a  évidemment 

*|R,«[X«,«(*)><>]|>^2(7)J 

/     a 

d'où,  si  L  esl  convenablement  choisi,  on  a,  dès  que  m  surpasse 
une  certaine  v aleur  fixe, 

Log    - 
R//i[X.//i,a<  ■'■),<>!  >  I ~ 


l'i  cuons 

(       te        i  a  m       i 
-         .  im,      i 

ii»,  ii  . 

les    /// , ,   ///j,  ms,    ...    élanl    des  entiers   croissanl    indéfiniment; 
/(x)  esl  alors  une  fonction  continue  pour  laquelle  on  a  bien 

:  8). 
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Formons  R;„[/(.r),  o];  la  contribution  dans  ce  resle  des  i — i 

premiers  termes  de  l'expression  de  f(x)  scia  inférieure  à  K  -^—^ — - 

1  '  j  \     /  mî 

si  mi  esl  suffisanimenl  grand  par  rapport  à  m/_t,  car  la  série  de 
Fourier  de  ces  i — i  premiers  termes  a  des  coefficients  qui  sont 

majorés   par   les    termes    d'une   série   de   la   forme  ^—   puisqu'il 

s'agil  de  la  série  de  Fourier  d'une  fonction  continue  représentée 
par  une  ligne  poljgouale.  On  peut  même  faire  en  sorte  que  K.  soit 
aussi  petit  que  l'on  veut. 

i  -i       •  i  /     v    r  {       t       \  2/Wj-t-  i 

La  contribution   de  y  27t      (•*').?(. -^— I  —   est  supé- 


Log- 


•2  ni;  -f-  I 


Si  donc,  on  a  eu  soin  de  prendre  mi  au  moins  égal  à  (2  tnt •_ ,  Ti)'" 

,                L02  nii  .         1  f  ....        .    c ,   . 

auquel    cas esl  au    moins    -  Loi»'//?/,    la    limite  intérieure 

trouvée  peut  se  remplacer  par 

M  étant  une  constante  convenable,  par  exemple  M  =  -  —  >  si   l'on 
se  rappelle  que  d'après  les  hypothèses  faites  on  a 

•2/»/ -4-  l  ,  /        -n:  >         nij  g  /  ir   \ 

it  \ 7. /«,•  -t-  1  /  ^     tz     \m,/ 

Si  donc  on  a  fait  en  sorte  que  K  ne  surpasse  pas  M//?,ç(  —  )> 
auquel  cas —  ne  surpasse  pasMç/ —  \  parce  que  m\[  —  J  est  une 

fonction  non  décroissante  de  m,  la   contribution   des  i  premiers 

termes  est  au  moins 

m-,-,«(i). 

Mais  la  contribution  des  termes  qui  suivent  esl  au  plus 

\l — !LrT)('    p-os 
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donc  si  les  m/  croissent  assez  vite,  l'ordre  de  ce  dernier  terme  sera 
aussi  faible  qu'on  le  voudra  par  suite  R,«/  est  au   moins  de  l'ordre 

deÇ(^).Logm,. 

On  voit  ainsi  en  particulier  que  <)</■;„)  et  0(r")  sont  les 
meilleures  limites  inférieures  qu'on  puisse  fixer  pour  les  R,M 
des  fonctions  de  C1  et  C"  et  que,  à  l'inverse  de  ce  que  nous 
avons  vu  pour  0(aj„),  ces  limites  sont  atteintes  respectivement 
pour  des  fonctions  de  O  et  C".  On  voit  aussi  que,  pour  les 
fonctions  de  C",  Km  est  un  infiniment  petit  mais  dont  l'ordre 
de  grandeur  n'est  pas  assignable. 

11.  Supposons  maintenant  (pie  £(  —  )  soit  d'ordre  au  plus  égal 

à  O  (  ï )  ;  alors  la  fonction  f(x)  construite  au  paragraphe  pré- 

cédent  a  une  série  de  Fourier,  qui  diverge  pour  x  =  o.  Donc 
même  si  Von  considère  la  condition  de  convergence  des  séries 
de  Fourier,  qui  est  connue  sous  le  nom  de  condition  de 
Lipschitz-Dini,  comme  une  condition  de  convergence  en  un 
point  on  ne  peut,  dans  la  relation 

limg  d  u)(8)  LogS  =  o 

qui  l'exprime ,  remplacer  LogS  par  une  fonction  d'ordre  infé- 
rieur. <  )n  a  même  prouvé  un  peu  plus,  savoir  que  la  condition 

u»(8)|  Log8|  <  A 

n'entraîne  nullement  la  convergence  de  la  série  de  Fourier. 

Je  vais  donner  un  second  exemple  de  série  de  Fourier  divergente 
qui  soit  relative  à  une  fonctionna?)  telle  que  co (5)1  LogS  I  soit 
borné.  Je  me  servirai  pour  cela  de  la  fonction  <bm(x)  précédem- 
ment construite  pour  laquelle  on  a 

|R*[<M*).o]!>  ^, 

et  qui  satisfait  à  une  condition  de  Lipschitz  pour  laquelle  X  a  la 

,        3 1  a  m -+- 1  )       ,     ,       ..  .  .        . 

valeur et  a  plus  lotte  raison,  pour  m  >  i,  la  valeur  >  m . 

Je  prends 

^""ui^^"""    ''"  htoi^; +»••(*-*•> 


Log/na 
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[esx{,x2,  -^3,   •••   sont  arbitraires.   Quant  aux    nu   ils  vont  être 
choisis. 

Une  première  condition  sera  que  la  série    7- soit  eonver- 

1  l  —^  Logm, 

gente.  La  somme  des  i —  1  premiers  termes  satisfait  à  une  condi- 
tion Lipschitz  relative  au  paramètre 


h 


m,_, 


Logni]        Logm2  Logm,_j 

Oonc  on  a,  pour  ces  /premiers  termes  et  quel  que  soit  x0, 

.  .        3itX,-  Logm, 

mi 

On  fera  en  sorte  que  ce  nombre  tende  vers  zéro. 
Pour  le  ilemc  terme  et  x0  =  Xi  on  a 

1  r      1  >        ?'"<       . 
2  Logm,- 

L'ensemble  des  termes  suivant  le  ilèmc  donne,  quel  que  soit  x0, 

|  R,„,  |<  (1+  p,„.)  (  -j— — ï h  -j l- h. . .  )  ; 

cette  limite,  à  une  quantité  près  qui  tend  vers  zéro,  s'écrit 
pm.      /    Logm,-  Logm,  \ 


Logm,-  \  Logm,+1        Log ///,  +  ,         "/  ' 

et  il  suffit  donc  que  la   parenthèse  ait  une  limite  inférieure  à  un 
nombre  fixe  inférieur  à  -  pour  qu'on  puisse  affirmer  que 

ne  tend  pas  vers  zéro. 

Toutes    ces    conditions    seront    évidemment   vérifiées    si    Ton 

prend 

Logm,+,=  4  Logm,, 
c'est-à-dire 

m,+,  =  m\t 
d'où  pour 

m,  =  •».'*,  m,=  2;'. 

Avec  ce  choix  en  effet  la  série    7  •; est  convergente,  quant  à 

^dLogm,-  ^ 
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à,  on  a 

Logm,-                             nij-\        Log  m/            t  — i 
'•  i <2(l  —  !  )  -, =  o  — 

im  Logmt-t       m,  a3-* 

-    Los  //'/         i 
et  /./  — 2 —  tenu   \ers  zéro. 
m,- 

Reste  à  étudier  l'oscillation  10(8)  de/(.r). 

Pour; tb_  (x —  x;)    le    nombre    analogue  à   to(o)  est,   au 

Logmj  '    ,v  ' 

plus,  le  plus  petit  des  deux  nombres  -. et  7 2 m,- 8.  Donc 

r       »        I  r  Log/»/        Logm, 

»                                      11 
pour  0  compris  entre  ■ et  — >  on  ;i 

1—1  « 


d'où 


>g/»a 

1  ' 

Logo  |  (0(0  ) ._  Log mIH  1  w(o) 

Loem,  1 ,  Loa  ///.    , 


aX, 


a  Logm/H  1 


Logm,+i        Log  m,    j 


■•)' 


or   les  calculs  précédents   prouvent  que  ce   dernier   membre  est 
borné. 

Si  les  Xi  >oui  laissés  arbitraires  on  peut  affirmer  seulement  <jue 
la  série  de  Fourier  de  f(x)  ne  converge  pas  uniformément  en 
choisissant  convenablement  les  xi  et,  moyennant  quelque*  pré- 
cautions supplémentaires,  que  je  n'indique  pas,  on  pourra  faire 
en  sorte  que  la  série  de  Fourier  converge  partout .  (  Je  qui  esl  plus 
intéressant  ici  c'est  de  remarquer  que,  si  une  infinité  des  xi  sont 
égaux  à  \,  il  \  aura  divergence  en  X  ;  on  peut  ainsi  faire  en  sorte 
qu'il  y  ait  divergence  aux  points  d'un  ensemble  dénombrable 
donné. 

IV. 

12.  Il  resterait  à  étudier  la  question  indiquée  au  paragraphe  3, 
beaucoup  plus  difficile  que  les  précédentes.  Je  me  contenterai  de 
faire  quelques  remarques  1res  simples  qui  découlent  de  suite  de 
celle  déjà  rappelée  au  paragraphe  9.  Si  l'on  peut  approcher  de  f 
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à  moins  de  tm  à  l'aide  d'une  suile  de  Fourier  d'ordre  m  poui-y*, 
le  reste  l\m  ne  surpassera  pas  en  module  zm  (  i  -4-p,„). 

Le  nombre  i]„,  qui  est  la  borne  inférieure  des  nombres  zm  qui 
conviennent  pour  toutes  les  fonctions  de  C1,  est  donc  lié  au 
nombre  r)„  précédemment  considéré  par  la  relation 


<  x1  <  / 


i 

_   ■  m  -  '  m  ■ 
P/rt 


De  même,  on  voit  que  l'ordre  O,1,,  de  la  meilleure  approxima- 
tion à  laquelle  on  peut  prétendre  en  laisant  la  représentation 
approchée  de  toutes  les  fonctions  de  C  par  des  suites  d'ordre  m 
satisfait  aux  inégalités 


°œ^°(^) 


Et  d'une  façon  générale,  si  l'on  sait  qu'on  a 

io(8)<Ê(8), 

£(ô)  satisfaisant  aux   conditions  précités,   on  a,   pour  l'ordre  O 
analogue  et  relatif  à  la  classe  de  fonctions  ainsi  définies, 

o[î(i)]ïOïo[i-,-«(i)]. 

Le  calcul  exact  des  ordres  tels  que  0)n  exigerait  sans  doute 
d'assez  longues  recherches,  mais  il  se  trouve  que  les  considéra- 
tions précédentes,  jointes  à  un  résultat  que  j'ai  indiqué  ailleurs  (  '  ), 
suffisent  pour  déterminer  exactement  O"'. 

L'étude- d'une  intégrale  considérée  par  M.  de  la  Vallée-Poussin 
m'a  permis  <!<■  conclure  qu'on  pouvait  représenter  avec  une  suile 
de  Fourier  d'ordre  m  :    i"  chaque  fonction  de  C  avec  une  erreur 

d'ordre  au  plus  égal  à  O  (  — =  )  ;  2°  chaque  fonction  de  CIH  avec 

une  erreur  d'ordre  supérieur  à  0(  -. )•   Le    premier    résultat 

r  \Logm/  r 

ne  nous  apprend  rien  de  nouveau;  le  second,  rapproché  de  ce  qui 

précède,  montre  qu'on  a 

\Logm/ 


(  '  )  Sur  les  intégrales  singulières,  n°  47. 

XXXVIII.  i4 
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Voici  une  autre  conséquence  de  ce  qui  précède.  On  peut  con- 
struire  une  fonction  continue  telle  que  <>>(o)  ne  surpasse  jamais 

£(ô)  el  pour  laquelle  Rm  est  de  l'ordre  de  Logmi;  (  —  )  >  que  cette 
quantité  soit  un  infiniment  petit  ou  non.  De  plus  cette  fonction 

est  de  module  inférieur  à  i  pourvu  que  £  ( ■ — 1    ne   surpasse 

pas  i.  Pour  cette  fonction,  la  meilleure  approximation  par  des 
suites  de  Fourier  d'ordre  m  est  au  plus  O  Mj  (  —  )  ;  donc  pour 
les  fonctions  continues  de  la  famille  C  il  n'existe  aucun  ordre 
assignable  qui  soil  inférieur  à  l'ordre  de  W,,,  pour  chaque  fonction 
de  C.  J'avais  déjà  obtenu  ce  résultai  d'une  autre  manière  ('). 


(  '  )  Sur  les  intégrales  singulières,  n"  46. 

Je  me  permets  de  prendre  prétexte  de  ces  citations  rie  mon  Mémoire  sur  les 
intégrales  singulières,  pour  le  compléter  par  une  indication  bibliographique. 

L'un  des  points  sur  lequel  j'ai  le  plus  insisté  c'est  l'intérêt  que  présente  la 
proposition    qu'on    obtient    en    étudiant    les   intégrales    singulières   de    la    forme 

/     /(0?(^  —  x,  n)dt  \>dv  la  méthode  classique,  modifiée  seulement  par  l'emploi 

du  premier  théorème  de  la  moyenne  au  lieu  du  second,  ce  qui  permet  de  ne  faire 

sur  /(/  i  aucune  autre  hypothèse  que  celle  de  la  continuité.  Je  disais  que  cette 

proposition  n'avait  pas  été  signalée  à  ma  connaissance)  s, m-  doute  parce  qu'elle 

n'est    pas  immédiatement   applicable   à    la   théorie  îles  séries  de  Fourier,  mais 

qu'elle  avait  été  certainement  aperçue  de  tous  ceux  qui  s'étaient  occupés  de  celte 

question.    J'aurais    dû     dire    que     celle     proposition     se    trouve    démontrée    aux 

ii     .'.'.  et  24  de  l'Ouvrage  de  M    Dini  (Série  di  Fourier  e  altre  representazioni 

analitiche  délie  funzioni  di  una  variabile  reale).  M.  Dinl  n'en  donne,  il  me 

semble,  aucune  application. 

Sur  un  autre  point  encore,  je  dois  restituer  la  priorité  à  M.  Dini.  D'ordinaire, 

quand  on  suppose  que  f(t)  es!  .<  variation  bornée,  <>n  suppose  que,  pour 

. 
dans   (",  /).    ii      <i,    I      ri  /.  n)da   tend    vers   zéro    uniformément   quels   > i n<- 

soienl  ;  et  r,.  Pour  obtenir  une  condition  nécessaire  et  suffisante  j'ai  élargi  celle 

condition  en  supposant  se  ni  ci  ne  ni  que    /      «(et,  n  )rfx  tend  vers  séro  el  est  bornée. 

•A 

Au   n    25  de  l'Ouvrage  de  M.  I>ini.  on  trouvera  démontré  que  la  condition  ainsi 
i  ransformée  est  suffisante. 
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SUR  LES  HALPHÉNIENNES  OU  EXPRESSIONS  DIFFÉREN- 
TIELLES QU'ANNULE  L'OPÉRATEUR  CARACTÉRISTIQUE 
DES  COVARIANTS; 

Par  M.   R.   Perrin. 


I.   —   Propriétés  générales  des  halphéjnienjves. 

1.  Dans  nn  Mémoire  publié  en  1887  dans  les  Mathematische 
Annalen,  M.  Hilbert  a  appelé  l'attention  sur  l'identité  des  inva- 
riants et  covariants  des  formes  binaires  avec  certaines  expressions 
différentielles  qui  ne  contiennent  pas  explicitement  la  variable, 
qui  sont  homogènes  et  isobariques  par  rapport  à  la  fonction  et  à 
ses  dérivées,  qui  enfin  sont  annulées  par  un  opérateur  différentiel 
immédiatement  déductible  de  celui  qui  caractérise  les  invariants 
et  covariants.  De  mon  côté,  en  1888  (Bull,  de  la  Soc.  math,  de 
France},  j'ai  établi  une  propriété  analogue  pour  les  péninvarianls; 
et,  en  étudiant  l'application  qu'on  peut  en  faire  à  l'intégration  de 
certaines  équations  différentielles,  j'ai  indiqué  incidemment  que 
d'autres  expressions  différentielles,  non  identifiables  à  des  cova- 
riants, mais  s'annulant  par  le  même  opérateur  pour  une  valeur 
nulle,  fractionnaire  ou  négative  du  nombre  qui,  dans  le  cas  des 
covariants,  est  nécessairement  entier  et  positif  puisqu'il  représente 
l'ordre  de  la  forme  binaire  fondamentale,  se  présentaient  faciles  à 
intégrer  par  une  transformation  1res  simple.  Je  me  suis  proposé,  en 
revenant  sur  ce  sujet,  d'étudier  spécialement  la  nature  et  les  pro- 
priétés de  ces  expressions  différentielles,  les  cas  où  elles  se  prêtent 
à  une  intégration  plus  ou  moins  complète,  enfin  les  principales 
conséquences  auxquelles  on  est  ainsi  conduit,  notamment  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  formes  algébriques  ou  <le  la  Géo- 
métrie (  '  ). 


(')  Les  résultats  de  l'étude  que  j'avais  faite  à  ce  sujet  étaient  obtenus  presque 
en  totalité,  mais  le  temps  m'avait  manqué  pour  les  mettre  en  ordre  en  vue  d'une 
rédaction  définitive,  lorsque  M.  Stephanos  a  présenté  au  Congrès  international  de 
Home  (190S)  une  Communication  intitulée  :  Sur  mi,-  extension  de  lu  théoriedes 
covariants  des  formes  algébriques;  en  parlant  d'un  point  de  vue  un  peu  différent, 
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2.  Définition  de  L'opérateur  r,  et  des  halphéniennes.  — 
Soient  r,  ;.  ir,  ...  des  fonctions  connues  ou  inconnues  de  la  va- 
riable x;  y',  y",  ...  ;  :■',  z",  ...5  w\  w",  . . .  leurs  dérivées  succes- 
sives; f  une  fonction  entière  de  ces  diverses  quantités,  mais  où  la 
variable  n'apparaît  |>as  explicitement. 

Désignons  par  ■»)  l'opérateur  différentiel 

/  x  'I  <  \   i   d  .  .    .  d 

(■)  >ny—  4-2(m-i)7  ^  +3(m-2)^  jyS+--. 

-+-   nz  —7  ■+-  2  (  n        1 1  -    -r-y  -+-  3  (  n  —  2  )  z   -=-=  -+- . . . 
oLs  az  az 

rf       ■  ,    d 

-+-  Pw~r-i  -+■  2</>  —  x)w  ~t~m  -+-••■ 


où  m,  />,  /?,  ...  sonl  des  nombres  réels  indépendants  el  tout  à  fait 
arbitraires,  entiers  ou  fractionnaires,  rationnels  ou  non,  positifs, 
nuls  ou  négatifs.  Ces  nombres  seront  appelés  les  indices  respec- 
tivement affectés  à  r,  z,  o\  ...;  lorsqu'il  sera  nécessaire  de  les  rap- 
peler explicitement,  je  désignerai  l'opérateur(i)  parr,,„v  nz,pw  ...« 

Appliqué  à  un  terme  quelconque  de  /.  l'opérateur  r,  fournit 
évidemmenl  un  nombre  fini  de  termes,  tous  de  même  degré  que  le 
terme  initial  par  rapport  à  chacun  des  groupes  >\r  quantités  r,  s,  ... 
séparément ,  el  de  poids  moindre  d'une  unité  (en  appelant  poids  la 
somme  des  indices  de  déi  ivation  i. 

Pour  que  yji  f)  s'annule  identiquement,  il  est  donc  nécessaire  el 
suffisant  que  /  soil  composée  d<>  groupes  de  termes  tels  que 
chaque  groupe  soit  homogène,  isobarique,  el  s'annule  séparément 
par  I  opérateur  r,.  .1  appellerai  désormais,  pour  abréger,  halphé- 


il  j  indiquai)  quelques-unes  des  propriétés  principales  de  ces  expressions  diffé- 
rentielles analogues  aux  covariants  <l<^  formes  algébriques  que  j'avais  étudiées  de 
mon  côté.  Me  trouvant  présent  à  la  senne  du  Congrès  où  M.  Stephanos  faisait 
cette)  lommunication,  je  présentai  aussitôt  quelques  observations  verbales,  résumant 
les  autres  résultats  que  j'avais  obtenus  pour  ma  part  dans  celte  étude.  Il  ne  sera 
ins  intérêt,  je  pense,  «le  faire  connaître  ici  in  extenso  ces  résultats,  ainsi 
que  la  méthode  qui  m'j  a  conduit  ;  d'autant  plus  que,  comme  il  a  été  dit  ci  dessus, 
le  point  de  vue  auquel  je  m'étais  placé  au  départ  diffère  sensiblement  de  celai  de 
M.  Stephanos  i  on  peut  même  duc  qu'il  en  est  l'inverse),  et  que  la  marche  suivie 
conduit,  en  passant,  a  quelques  résultats  intéressants,  en  dehors  même  du  bal 
un  ni  poursuivi. 
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nie n ne  (')  lont  groupe  satisfaisant  à  ces  conditions,  ou  autrement 
dit,  toute  expression  différentielle  ne  renfermant  pas  explicitement 
la  variable,  homogène  par  rapport  à  chacune  des  fonctions  qu'elle 
renferme,  isobarique  par  rapport  à  la  somme  des  indices  de  déri- 
vation de  toutes  ces  fbictions  prises  ensemble,  enfin  s'annulant  par 
l'opérateur  t\. 

Les  nombres   m,  n,  p,  .  .  .    figurant  dans   cet  opérateur   seront 

diis  les  indices  de  l'halphénienne  en  y,  z,  w L'étendue  de 

l'halphénienne  sera  l'ordre  de  dérivation  le  plus  élevé  qui  y  ligure. 
Enfin  j'appellerai  ordre  de  l'halphénienne  le  nombre 

g  =  m§y-\-  n%z+  pQw+.  ■  ■  —  ait, 

où  0r,  ô3,  9^,,  ...  sont  les  degrés  respectifs,  les  mêmes  pour  tous 
les  termes,  auxquels  entrent  y  et  ses  dérivées,  z  et  ses  dérivées, 
w  et  ses  dérivées,  etc.  ;  etTîest  le  poids  commun  de  tous  les  termes. 
Il  est  évident  qu'on  trouverait  la  même  valeur  g  pour  l'ordre  de 
l'halphénienne,  si  on  la  regardait  simplement  comme  une  fonction 
entière  de  quantités  y,  z,  w,  . . .  ;  y',  z',  w',  ...  ;  y" ,  z",  tv",  .  . .,  dont 
les  ordres  respectifs  seraient  par  convention  m,  n,  p,  ...  ;  m  —  2, 
n  —  2,/? —  2,  . . .,  m  —  4;  n  —  4i  P  —  4i  .-•  et  ainsi  de  suite. 

3.  Distribution  des  halphéniennes  en  régulières  et  singu- 
lières. —  Lorsque  m,  n,  p,  ...  sont  des  entiers  positifs,  il  suffit 
souvent  de  remplacer  dans  une  lialpbénienne  donnée  y,  z,  w,  ... 
par  des  formes  binaires  indépendantes  d'ordres  m,  n,  p,  ...  res- 
pectivement, pour  la  transformer  en  un  covariant  (ou  invariant) 
commun  de  ces  formes,  et  dont  l'ordre  par  rapport  à  la  variable 
est  précisément  g.  Mais  s'il  arrive  que  g  soit  négatif,  on  n'ob- 
tiendra pas  un  covariant  :  le  résultat  sera  identiquement  nul.  Soit, 
par  exemple,  l'expression  différentielle 

(2)  3y"z  -+-  \f"z'. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que  c'est  une  lialpbénienne  d'indices 
2  en  y,  3  en  z;  le  poids  étant  4>  l'ordre  est  —  3,  en  vertu  de  la 


(')  Kn  souvenir  de  l'éminent  géomètre  qui  a  donné,  comme  on  le  verra  plus 
loin,  les  premiers  exemples  d'intégration  d'expressions  de  celle  nature. 
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définition  donnée;  cl  si  l'on  y  met  pour  r  et  z  des  formes  binaires 
respectivement  d'ordres  2  et  .'"5,  le  résultat  est  identiquement  nul. 
Celle  particularité,  qui  permet  de  considérer  la  notion  des 
halpliéniennes  comme  comportant  un  degré  de  généralité  plus 
élevé,  même  pour  les  indices  entiers  et  positifs,  que  celle  des 
covariants,  résulte  du  fait  que,  pour  tout  indice  entier  et  positif  u., 
on  a  nécessairement,  d'après  la  définition  de  l'opérateur  yj, 

en  sorte  que  la  (;jL+i)ième  dérivée  d'une  fonction  quelconque  y 
de  x  est  une  halpliénienne  d'indice  jjl  en  y,  mais  dont  la  valeur 
devient  identiquement  nulle  si  l'on  prend  pour  y  un  polynôme 
en  x  d'ordre  u. 

D'autre  part,  l'opérateur  r\M,  pour  pi  entier  et  positif,  devient 

d  ,  ,   d  .     ,.    d 

(3)       WjT  +  ?•((*  —  0/t!  -t-...-H[AJK(tX-,) 


df  M  'J   dy"  •''•/•        dyW 

d 


(1^+ '  /^7^7-'>•0A  +  3).r(|'•,^l 


Il  est  donc  identique  à  l'opérateur  Aî(xr)_((1+2)c  construit  avec  les 
indices  respectifs  u.  et  — ( ix  -f-  2 )  pour  deux  fonctions  indépen- 
dantes v  et  z,  pourvu  (pion  admette  que  y  a  toutes  ses  dérivées 
nulles  à  partir  de  la  (  p.  +  1  )"""',  et  qu'on  remplace  ensuite  z 
par  y(V-+*). 

En  d'autres  termes,  une  halpliénienne,  d'indice  entier  et  po- 
sitif u.  par  rapport  à  une  fonction  y,  peut  aussi  être  regardée 
comme  une  halphénienne  d'indices  p.  et  — (jji-1-2)  par  rapport 
aux  deux  fonctions  indépendantes  y  et  ylv-+{)  pourvu  qu'on 
y  regarde  toute  dérivée  y^  d'ordre  v  >  p.  4-  1  comme  la  dérivée 
d'ordre  v  —  ja —  1  de  la  fonction  indépendante  ylV-+iK 

On  esl  ainsi  conduit  à  distinguer  deux  classes  d'halphéniennes  '■ 

1"  Les  halphéniennes  régulières,  qui  peuvent  être  obtenues  en 
donnant  des  valeurs  particulières,  d'ailleurs  quelconques,  à 
///,//,/>,  ...  dans  l'expression  différentielle  d'un  covarianl  (ou 
invariant)  du  système  composé  des  formes  binaires  respecti- 
vement d'ordres  m,  />,/>,  ...  ;  par  exemple 

5  !   I 
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qui  s'obtient  en  faisant  m  =  —  '  dans  l'expression  dillérentielle 

m  y  y" —  (  m  —  i)y'z, 

correspondant    au    covariant     bessien     de    la    forme     binaire   y 
d'ordre  m  ; 

2°  Les  halphéniennes  singulières,  qui  n'admettent  pas  ce  mode 
de  formation;  par  exemple 

yy"'-^-^y'y" 

qui  est  une  halphénienne  d'indice  i  en  y. 

Nous  verrons  plus  loin  quelle  est  la  loi  générale  de  formation 
des  halphéniennes  singulières. 

4.  Méthodes  de  formation  des  halphéniennes.  —  Pour  cons- 
truire toutes  les  halphéniennes,  tant  régulières  que  singulières,  la 
méthode  la  plus  générale  est  celle  des  coefficients  indéterminés, 
fondée  sur  la  définition  même  de  ces  expressions. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  construire  toutes  les  halphé- 
niennes unilettres  (c'est-à-dire  à  une  seule  fonction)  de  degré  3  el 
de  poids  5.  Leur  forme  la  plus  générale  est  évidemment 

«j2jkv+  Prr>,v+  T/yy"+  8/2/"-+-  ey'y"2> 

et  il  suffit  de  déterminer  m,  a,  (3,  y,  S,  e  de  telle  sorte  que  l'opéra- 
teur v\my  donne  identiquement  zéro;  d'où  les  quatre  équations  de 

condition 

m  8  -+-  5 (  m  —  4  ) a  =  o, 

mô  -h  (m  —  i)y  -+-  i(m  —  3)3  =  o, 

(4)  < 
me  -+-  3  (  m  —  2)y  =  o, 

4  (  m  —  i  )  e  -+-  3  (  m  —  >,  )  S  =  o. 

Pour  obtenir  les  halphéniennes  régulières,  s'il  en  existe,  il  faut 
laisser///  indéterminé.  Alors  le  système  (4)  permel  de  calculer-, 

ï,  -,  -en  fonction  de  ///,  et  l'on  obtient  l'halphénienne  régulière 

a     a     a 

unique 

(5)  m* (m  —  i)y2yy—  '»/»(  ni      \)(m  —  4)yyy" 

-+-  im{m  —  3)  (m  —  H)yy*f'+  8(/«  —  i)  (m  -  3)  (m  -  4)/'2/" 

.    -6(m-2)(m-3)(m-4)/r"2- 
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Toutefois  on   peut  satisfaire  aux  deux   dernières  équations  du 
système  (4)  en  faisant  m  =  2,  e  =  o;  les  deux  premières  équations 
fournissent  alors  L'halpliénieune  à  deux  indéterminées 

( 6 )  %y (yy v ■+-  5j>,v  +  1  oy"/" )  -t-  oy"1  (y"--  iyy"), 

qui  ne  peut  pas  s'obtenir  en  faisant  m  =  2  dans  l'expression  (5) 
et  ciui  constitue  par  suite  une  halphénienne  singulière  (in  plutôt  la 
somme  de  deux  halphéniennes  singulières  distinctes.  Chacune  de 
celles-ci  <e  décompose  d'ailleurs  en  un  produit  de  deux  halphé- 
niennes, soit  régulières  m  ,.)'-  —  >  ))  '"•■  soil  singulières 

(  y'",  yys  + 5  y' y"  ■+■  •  °  /  f"  >  1 

niais  dont  aucune  n'a  le  degré  ou  le  poids  demandé. 

D'autres  valeurs  entières  de  m,  introduites  dans  l'expression  (5), 
la  rendent  également,  décomposable  en  un  produit  de  facteurs, 
dont  chacun  est  une  halphénienne,  soit  régulière,  soit  singulière. 
Ainsi,  pour  m  =0,1,  3,  /\,  on  trouve  respectivement 

/(2//"-3/''), 

y"  (y y'"   +'$y'y"), 
y  (3^rT  +5//'), 
y\rv- 

On  voit  par  cel  exemple  (pie  le  produit  dune  halphénienne  sin- 
gulière par  une  autre  halphénienne,  régulière  ou  singulière,  peut 
donner  une  lialplienien  ne  régulière. 

Proposons-nous  encore  de  construire  toutes  les  halphéniennes 
unilettres  de  degré  •>.  el  de  poids  5.  Leur  forme  générale  sera 

el  les  équations  de  condition  s'écriront 

i  m  (3  -4-  5  C  m  —  t\  )  a.  =  o, 

(7)  a(/n  —  i)y+  Uni  -  3)p  =  o, 

3(m  —  a)  y  =  o. 

Si  /;/  doit  rester  indéterminé,  ces  équations  exigent  at=  [3  =  y  =  o. 
Il  n'existe  donc  pasd'halphénienne  régulière  du  type  demandé.  Mais 
on  trouve  sans  peine  trois  solutions  particulières  du  système  (7), 
savoir  pour  m  =  2,  3,    j.  ce  qui  donne  les  trois  halphéniennes 
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singulières 

yyv  -\-  5y'y'w  -\-  ioy"y'"  (d'indice  2), 

3 yyy +  5/>IV  (  d'indice  3), 

yys  (d'indice  4  ), 

que  nous  ; i \ ions  déjà  rencontrées  incidemment  dans  le  calcul  pré- 
cédent. 

Comme  dernier  exemple,  proposons-nous  de  construire  les 
halphéniennes  bi lettres  de  degrés  (1,  1)  et  de  poids  5,  c'est-à-dire 
de  la  forme 

<*yzy+  Pj'-'v-t-  t?*m+  8yV-H  zy"z'+  ly"z. 
Soient  m,  n   les  indices  affectés  à  y  et  s;  on  trouve  pour  les 


éq 


ualions  de  condition  : 


m  (3  -+-  5 ( n  —  f\)%  =0, 
(m  —  i)y  -i-  2( ' n  —  3)p  =  o, 

(8)  (m  —  2)8-+-  («  —  2)y  =  o, 
i(m  —  3)e-t-  (n —  i)ô  =0, 
5(m  —  4)C  +  ns    =  o. 

En  laissant  m  et  /i  indéterminés,  le  système  (8)  permet  d'ex- 
primer cinq  des  coefficients  a,  [i,  ...  en  fonction  de  m,  «  el  du 
sixième,  ce  qui  donne  l'halphénienne  régulière  unique 

(9)  m  1  m  — - 1)  (  m  —  ï)  (  m  —  3  )  (  ni  —  4 ) JK3' 

>(m  —  1)  (  m  —i)(m  —  3  )  ( />?  —  4  )  ( «  —  4  )/  *" 
-+-  1  o  (  m  —  2)  (  m  —  3  )  (  m  —  4  )  (  n  —  4  )  ( n  —  3  )y" z'" 

—  io(/«  —  3)  (m  —  4)(«  — 4)(w  r-3)(n  —  i)y'"z" 
4-   5(m  —  4)(«  —  4)(/i  —  3)(n  —  2)(n  —  O^'V 

—  (n  — 4)(tt  — 3)(«  — a)(n  — \)n.y  z. 

Mais  on  peut  aussi  disposer  de  m  et  n  de  manière  à  satisfaire  à 
une  quelconque  des  équations  (8);  ou  de  />?,  n  et  d'un  des  coeffi- 
cients arbitraires  a,  {3,  . ..,  de  manière  à  satisfaire  à  deux  équations 
consécutives  du  système  (8);  ou  de  m,  n  el  de  deux  coefficients 
de  manière  à  satisfaire  à  trois  équations  consécutives,  et  ainsi  de 
suite;  dans  tous  ces  cas,  il  restera  deux  coefficients  arbitraires  de 
plus  que  d'équations  à  satisfaire,  en  sorte  qu'on  obtiendra  une 
halphcnienne  à  deux    indéterminées,    non    réductible   par  consé- 
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quent  au  tvpe  (o,),  c'est-à-dire  enfin   un  couple  d'halphéniennes 
singulières. 

Voici  ces  couples,  nvec  les  indices  correspondants  (il  y  aurait 
i5  couples,  je  n'en  écris  que  9,  les  <>  autres  pouvant  s'en  déduire 
par  l'échange  de  y  avec  z  et  de  m  avec  /?)  : 


n  =  4 


n  =  3 


y* , 

by' z'" +  loy" z'" -*-  \oy'" z" -h  5ylx z'~hyyz. 

yzw-h$y'z'\ 
1  o y"  z'"  -+-  1  oy"'  z"  -+-  5y' v  2  '  -t-  jv  s . 

r-Vl-  5y^,v+ioj"^'", 

y*" 

km  '  5'"-+-  2oy^"+  i5ytyz'  h  jr'  z 
ioj"V-+-ioyV-H3jKv*. 


/»  =  1 ,  n  =  4 

///        >.,  n  =  3 

m  —  >.,  «  =  4 

/n  =  3,  «  =  3 

m  =  3.  n  =  4 

77t  =  4i  n  =  4 


On  obtient  ainsi  en  tout  22  lialpliénienncs  singulières  distinctes 
du  type  demandé. 

."i.  Halphéniennes  singulières.  Dans  les  divers  exemples  qui 
vîennenl  d'être  traités,  les  halphéniennes  singulières  n'apparaissent 
que  pour  des  valeurs  entières  et  positives  (ou  nulles)  des  indices.  Il 
ne  peut  en  être  autrement  :  car  ces  indices  n'en  ire  ni  dans  les  équa- 
tions de  condition  que  par  les  binômes  tels  que  ni  u.,  où  ut,  est 
entier,  positif  el  au  plus  égal  à  e  —  1  (e  étant  l'étendue),  qui 
multiplient  les  coefficients  x,  j,  ...;  il  faut  donc  que  un  ou  plu- 
sieurs de  ces  binômes  s'annulent  pour  rendre  disponible  une  indé- 


y*\ 

'">/" 

z"-h  vrnV 

+ 

if 

z 

lyz 

r-h5/Vv, 

sy 

z'  +  Zyxz. 

y*\ 

>yv 

z'->r\ys  z. 

y~\ 

fz. 
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terminée  de  pins  que  pour  l'halphénienne  régulière,  s'il  en  exisle; 
ou  une  indéterminée  au  moins,  s'il  n'existe  pas  d'halphénienne 
régulière  du  type  demandé.  On  peut  donc  dire  que  dans  toute 
halphénienne  singulière,  un  au  moins  des  indices  est  entier  et 
positif  (ou  nul)  et  inférieur  d'une  unité  au  moins  à  l'étendue  de 
l'halphénienne. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  et  démontrer  que  toute  halphénienne 
singulière,  aux  indices  p.,  v,  . . .,  en  y  et  2,  . .  . ,  devient  une  hal- 
phénienne régulière,  si  l'on  regarde  les  dérivées  y(\>-+*)y  z^+i\  ... 
(dont  une  au  moins  figure  dans  l'halphénienne  d'après  la  remarque 
précédente),  comme  des  fonctions  indépendantes  ayant  respecti- 
vement pour  dérivées y^+2\  y^+^  ;  ...,  3(v+2),  5(v+3)  ;  ...,  et  affec- 
tées des  indices  —  (jx  +  2),    —  (v  +  2),  .... 

En  effet,  considérons  l'expression  différentielle  la  plus  générale 
de  mêmes  degré  et  poids  que  l'halphénienne  singulière  donnée,  mais 
à  coefficients  indéterminés  a,  (3,  y,  ...;  et  supposons  écrit  le  sys- 
tème (T)  des  équations  de  condilions  qui  expriment  qu'elle  est 
annulée  par  l'opérateur  v\my  nz ...,  où  m,  n,  ...  sont  laissés  indé- 
terminés. Puisqu'il  existe  une  halphénienne  singulière  de  ce  type, 
il  faut  que  les  équations  (T)  permettent,  lorsqu'on  y  assigne  à  m, 
n,  ...,  les  valeurs  u,  v,  .  . . ,  de  conserver  une  arbitraire  de  plus 
parmi  les  coefficients  a,  [3,  ...  (soil  /■  •+-  1  au  lieu  de  r)  que  lorsque 
m,  n,  ...  restaient  indéterminés.  Mais  cette  hypothèse,  que  m,  n 
reçoivent  d'avance  les  valeurs  [/.,  v,  . . .,  revient  à  effacer  d'avance 
dans  l'opérateur  r\  les  termes 

(|a_t)(m_K)___,         (v_0(„_v)___ïï, 

et  à  faire  dans  les  autres  termes  m  =  u,  n  =  V,  . . .. 

Or,  si  l'on  remplace  dans  l'halphénienne  donnéej^(!x+,),  z^+i) ,  ... 
par  des  fonctions  indépendantes  e,  w,  ...  aux  indices  />,  r/,  ..., 
puis  les  dérivées  d'ordre  supérieur  y^"1"2*,  s(v+2),  ...  par  r',  <r',  ..  . 
et  ainsi  de  suite,  et  qu'on  veuille;  déterminer  x,  (3,  . . .  au  moyen  de 
l'opérateur  r\my.  nz  pv  „w ,  on  obtiendra  un  système  (T')  d'équa- 
tions de  conditions  qui  différera  du  système  (r)  précisémenl  par  la 
disparition  des  termes  en  m  ;;.,  n  — v,  ...  ci  par  la  substitution, 
dans  certains  autres  Urines,  des  lettres  />,  t/,  ...  à  — (iji-f-a), 
—  (v  +  2), Rien  n'empêchera  donc  de  conserver  r+  1  arbitraires, 
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comme  tout  à  l'heure,  parmi  les  coefficients  x,  [5,  ...,  tout  en 
laissant  m,  //,  /',  q,  ...  indéterminés,  et  lorsqu'on  fera  ensuite 
m  =  u.,  n  =  v,/>  =  —  (|x  +  '>■),</  =  —  (v  +  2),  dansl'halphénienne 
régulière  obtenue,  on  pourra  reproduire  l'halphénienne  singulière 

donnée,  sauf  les  lettres  r,  o\  ...  au  lieu  dej(ix+,),  ô(v+,), Celle 

halphénienne  singulière  apparaîtra  donc,  comme  obtenue,  à  la 
manière  des  halphéniennes  régulières,  par  certaines  valeurs  par- 
ticulières données  a  ///,  //,/>,  </,  .  .  .  dans  l'expression  différentielle 
d'un    certain    covariani    ou    invariant    du    système    de    plusieurs 

formes  binaires  respectivement  d'ordres  indéterminés  ///.  //./;,  q 

à  condition  de  remplacer  ensuite  une  ou  plusieurs  des  fonctions 
indépendantes  par  des  dérivées  d'un  certain  ordre  d'autres  fonctions 
indépendantes  ou  même  des  fonctions  conservées,  et  d'assigner 
à  m,  //,  />,  </,  ...  les  valeurs  compatibles  avec  cette  substitution. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  prenons  l'halphénienne  sin- 
gulière d'indice  2  trouvée  précédemment 

//+j7>"+|o7,y' 

Le  système  (T)  était  ici  le  système  des  équations  (7).  Rempla- 
çant^" par  r,  l'expression  prend  la  forme 

xj  e'-h  py'+ï.»    "  • 

cl   l'on  trouve  pour  le  système  (  I     1 

m  (3  -+-  i(p  —  i)a  =  0, 


(10) 

{  i(m  —  i)y      p?  =0, 

/>  étant  l'indice  affecté  à  v.  Ce  système  conduil  à  l'halphénienne 
régulière 

(11)  m  (m  —  i)yv"—  ■?.(  /n  d(  p  —  1 1  r  '  v'  -+-/>(  p  —  1  )y"  v. 

laquelle  reproduit  bien  l'halphénienne  proposée,  quand  on  \  (ait 
v  =  y"',  ce  qui  exige  qu'on  prenne  m  =  2,  p  =  —  4- 

Un  cas  particulier  qu'il  importe  de  noter  est  celui  où  l'halphé- 
nienne singulière  dérive  d'une  halphénienne  unilettre,  dans 
laquelle  on  a  remplacé  la  fonction  indépendante^  par  sa  (m -h  1  )"'""' 
dérivée,  cl  ni  par  — !  ///  |  ■>.  .1.  Unsi  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion  différent ielle  des  coniques 

(ia)  r       ,  i  1  ■  .     .  "h    [oj  "':'  =  0 
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est  une  halphénienne  singulière  d'indice  i,  et  elle  dérive  de  l'hal- 
phénienne  régulière 

(i3)  mzy2y'" —  "5  m  (m  —  i)yy'  y"  •+-  'i(m  —  i)  {m  —  2)/'3, 

en  y  remplaçant  y  par  y",  ce  qui  entraîne  m  =  —  3,  puisque  y" 
n'est  une  halphénienne  que  s\  y  est  considéré  comme  d'ordre  i,  et 
que  son  ordre  est  alors  —  3  ('). 

Nous  verrons  d'ailleurs  plus  loin  que  tout  invariant  différentiel 
de  Halphen  est  une  halphénienne  singulière  pure  d'indice  i  en  j, 
ou,  si  on  le  préfère,  d'indice  — 3  en  y". 

6.  Pour  résumer  ce  qui  concerne  les  méthodes  de  formation  des 
halphéniennes,  on  peut  dire: 

i°  Toutes  les  halphéniennes  familières  distinctes  s'obtiendront 
en  transformant  en  expressions  différentielles  tous  les  covariants 
distincts  de  la  forme  binaire  d'ordre  indéterminé  m,  et  des  systèmes 
de  formes  binaires  simultanées  d'ordres  indéterminés  m,  «,/?,... 
Cette  transformation  consiste,  comme  on  sait,  à  remplacer  dans 
le  péninvariant,  source  du  covariant  considéré,  les  coefficients 
a0,  ci\,  t*2>  •  •  •  5  ^0?  bt ,  b2,  •  •  •  5  c0,  C|,  c2,  . . .  des  diverses  formes, 

y'  y"  z'  z" 

respectivement  par  y,  —,  — — .  •  •  •  ;  z,  —■>  — : > 

1  r      J      ni     m (  m  —  i  )  n     n{n  —  r  ) 

2°  Toutes  les  halphéniennes  singulières  distinctes  s'obtiendront 
en  remplaçant,  dans  les  halphéniennes  régulières,  une  ou  plusieurs 
des  fonctions  indépendantes  par  des  dérivées  d'un  certain  ordre 
de  ces  fonctions  ou  d'autres  fonctions  indépendantes,  et  en  assi- 
gnant aux  indices  correspondants  les  valeurs  convenables,  d'après 
la  règle  donnée  précédemment;  si  par  exemple  on  veut  remplacer 
une  fonction  indépendante  z,  à  laquelle  est  affecté  l'indice  indé- 
terminé n,  par  Ja  dérivée  d'une  autre  fonction  indépendante  y 
à  laquelle  est  affecté  l'indice  ni,  il  faudra  que  ce  soit  par  la 
(m  -\-  i)ième  dérivée,  et  l'on  devra  remplacer  n  par  —  (m  -+-  2). 

Ce  procédé  permettra  d'obtenir  des  familles  d'halphéniennes 
singulières  de  degré  donné  et  de  poids  variable.  Ainsi,  au  covariant 
hessien  de  la  forme  d'ordre/;?-  correspond  l'halphénienne  régulière 


(')  .l'appellerai  halphéniennes  singulières  pures  ees  halphéniennes  singulières 
qui  ne  renferment  pas  de  dérivée  d'ordre  inférieur  à  ni  -+-  1. 


déj;i  considérée  ci-dessus 

ni)  myy"—(m  —  i)y'i. 

Remplaçant^  pai ■  y("'+<)  et  m   par  — (/w-r-2),  on  obtient  la 
famille 
(i5)  (m-f-  2)j/(/«+i)y/«+s)_  (m  +  _3)y«n-2)'. 

De  même,  au  jacobien  de  deux  formes  binaires  d'ordres  m  et  // 
correspond  L'halphénienne  régulière 

(16)  IHJ**'       nzy. 

d'où  l'on  déduit  ht  famille  d'halphéoiennes  singulières 
(171  myy(m  +-,J  4-  (  m  4-  ■>.)y'yu"  '  "• 

Les  halphéniennes  singulières  11  ni  lettres  binômes  rencontrées 
précédemment  appartiennent  toutes  à  l'une  ou  à  l'autre  de  ces 
deux  familles. 

7.  Première  propriété  fondamentale  des  halphéniennes.  — 
Avant  d'appliquer  les  principes  qui  viennent  d'être  établis  à  la 
formation  cl  à  l'élude  des  halphéniennes  les  plus  simples  ou  pré- 
sentant un  intérêt  particulier  au  point  de  vue  soit  de  la  Géométrie, 
soit  de  la  théorie  des  formes,  je  vais  établir  deux  propriétés  impor- 
tantes de  cette  classe  d'expressions  différentielles. 

La  première  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Si  dans  une  halphénienne  aux  indices  donnes  /»,  //,  ...  en 
y,  z,  . . .,  on  substitue  à  y,  z,  . . .  des  halphéniennes  aux  indices 
quelconques  />,  7,  ...  en  v,  o\  ...  mais  respectivement  d'ordres 
///,  n le    résultat   sera    une   halphén icn ne    aux   indices  /'. 

(/ ,  ...  en  c,  iv,  .... 

Cette  propriété  n'est  que  l'extension  aux  halphéniennes  «le  la 
propriété  bien  connue  «les  formations  invariantes,  savoir  que  tout 
invariant  ou  eo\anani.  d'un  co variant  d\\\)  système  de  formes  esl 
aussi  un  invarianl  ou  covariant  de  ce  système;  elle  est  presque 
évidente,  puisqu'il  a  été  établi  ci-dessus  que  tonte  halphénienne, 
régulière  <>u  singulière,  peut  être  considérée  comme  obtenue  en 
don  n.i  ni  .iiix  indices  ///,//./>,  ...  certaines  valeurs  déterminées  dans 
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l'expression    différentielle    d'un    certain    covariant    d'un    système 
déterminé    de    formes   binaires    ayant    pour  ordres    respectifs   les 
indices  m,  n,  p,  . . .. 

Le  théorème  étant  vrai  pour  les  halphéniennes  directement 
réductibles  à  des  covarianls,  c'est-à-dire  pour  une  infinité  de 
systèmes  de  valeurs  des  indices  (savoir  toutes  les  valeurs  entières 
et  positives  supérieures  à  l'étendue  de  l'balphénienne),  tandis  que 
les  coefficients  des  divers  termes  de  l'halphénienne  sont  des  poly- 
nômes d'ordre  fini  en  m,  /*,  p,  ...,  il  est  nécessairement  vrai  pour 
toutes  les  valeurs  des  indices.  Mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  donner 
une  démonstration  directe  et  rigoureuse,  fondée  sur  la  seule  défi- 
nition des  halpliéuiennes. 

A  cet  effet,  j'introduirai,  avec  l'opérateur  y\  déjà  défini,  un  autre 
opérateur  to,  savon* 

(i8j  oj 


,  d 

,   d 

d 

y 

dy 

d 

■+•? 

dy 

,   d 

+  7 

dy" 
d 

+  .. . 

z 

dz 

-+-  z 

dz' 

■+-z" 

dz" 

-+-.  .  . 

Il  est  aisé  de  vérifier  directement  que  si  V  est  une  fonction 
absolument  quelconque  de  x,y,  y',  y",  ...,  z,  z',  z",  ...  on  a  iden- 
tiquement 

(19)     (ijw  —  o>T))V  =      ™y-j-  -H(/n  —  -i)y  j-,  -h  (m  —  \)  y  ^p  ■+-... 

dV       .  .    ,   dX  ts   .  dW 

-t-  az—. i-  (n  —  ri)z    -7-7  -H  (  n  —  \)z    —r-i  -h.  . . 

dz  dz  dz 


m,   n,  ...  étant  toujours  les   indices,  d'ailleurs  quelconques,  qui 
figurent  dans  l'opérateur  r>. 

Supposons  que  V  soit  une  fonction  entière  dont  tous  les  termes 
soient  de  même  degré  6j  par  rapport  à  l'ensemble  des  lettres  y, 
y',  y",  •••;  de  même  degré  §z  par  rapport  à  l'ensemble  des  lettres 
Z,  z',  z" ',  ...  ;  et  de  même  poids  it  (somme  des  indices  de  dérivation 
de  toutes  les  lettres  accentuées);  l'opérateur  du  second  membre  de 
l'identité  (19)  fournira  évidemment  le  produit  de  V  par 


—  224  — 

c'est-à-dire  par  la  quantité  g  que  nous  avons  appelée  V ordre  de  V. 
Dès  lors,  les  restrictions  relatives  aux  degrés  partiels  et  aux  poids 
des  différents  termes  de  V  deviennent  inutiles,  pourvu  que  l'ordre 
de  tous  ces  termes  soit  le  même;  et  comme  d'autre  part  l'opéra- 
teur (o,  appliqué  à  une  expression  différentielle  qui  ne  renferme 
pas  la  variable,  équivaut  à  une  simple  différent! a tion,  nous  pou- 
vons dire  d'une  manière  générale  : 

Si  V  est  une  expression  différentielle  ne  renfermant  pas  la 
variable,  el  dont  tous  les  ternies  onl  un  même  ordre  g;  et  si  V  est 
>,i  dérivée,  on  a 

(20)  qV'=(tjV)'-h^V. 

Dans  cette  formule,  remplaçons  V  par  V  qui  est  évidemment 
une  expression  analogue,  mais  d'ordre  g  —  2;  il  vient 

nV=(ijV')'+(*-a)V. 

Mais  en  différentiant  (20),  il  vient  aussi 

(T)V')'  =  (ijV)'-h^V; 

d'où  par  comparaison 

(ai)  IjV         (T|V)  ■     A'-!)V. 

On  est  ainsi  conduit  par  induction  à  la  formule  générale 

l  2  !  1  #,  V  •»  =  (t)  V)1--''  -1    S(ff  —  S  H-  I)  V**    '  , 

dont  L'exactitude  se  vérifie  aisément  au  moyeu  de  l'identité  (20) 
pour  une  valeur  entière  quelconque  de  s,  en  La  supposant  exacte 
pour  La  valeur  immédiatement  inférieure  d'une  unité. 

Il  convieul  de  rappeler  que  dans  la  formule  (2a)  les  indices 
supérieurs  sonl  des  indices  de  dérivation,  el  que  l'opérateur  rj  est 
construil  avec  Les  mêmes  indices  /n,  «,  ...  qui  sont  affectés  aux 
fonctions  y,  S,  ...  pour  le  calcul  de  Tordre  g  commun  à  tous  les 
termes  de  l'expression  V. 

Soient  maintenant  \,  \\  deux  expressions  différentielles  (je  me 
hoirie  à  deux  pour  abréger  I  écriture,  mais  la  démonstration  s'ap- 
pliquerait à  un  nombre  quelconque)  formées  avec  r.  s,  et  res- 
pectivement d'ordres  p  et  <j .  Soit  U  une  fonction  de   V,  W  et  de 
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leurs  dérivées  dont  tous  les  termes  aient  un  même  ordreG,  calculé 
en  affectant  àV,  W  les  indices/?  et  q  respectivement,  c'est-à-dire 
en  considérant  V,  W  comme  d'ordres  p,  q  ;  leurs  dérivées  pre- 
mières V,  W,  comme  d'ordres/?  —  2,  q  —  2;  et  ainsi  de  suite.  S 
l'on  remplace  V,  W  et  leurs  dérivées  successives  par  leurs  valeurs 
eny,y,y,  ...;  s,  s',  s",  ...,  U  devient  une  fonction  de  ces  quantités 
et  nous  pouvons  lui  appliquer  L'opérateur  i\my,nz'  Nous  aurons 
évidemment 

,m  dU  dU     ..,  dl)     .„ 

c'est-à-dire,  à  cause  des  relations  (22)  qui  ont  lieu  pour  les  V  et 
les  W  : 

/    o  \  /n\  d\J     _.  ofU  .    ....  o?U  .    ,... 

(23)^,^(0)=  ^yT)V       -H^-^V)'       +   — (ï)V)"       ■+-... 

dU     „        rfU   .    _.v        dU    .    __v 

+  srW5w7-+*a(sr-I)W  ^5-t-3(y— ï)w  —^-k... 

Les  deux  premières  ligues  de  l'opérateur  développé  au  second 
membre  renferment  dans  chacun  de  leurs  termes  yjV,  yjW  ou  leurs 
dérivées,  quantités  quis'annulent  toutes  si  V,  W  sont  des  halphe- 
n  ie  11  nés  ou  des  groupes  d'halphéniennes  eny,  z,  ...  aux  indices  m,  n. 
Restent  les  deux  dernières  lignes,  qui  constituent  précisément 
l'opérateur  r\p(f^w,  appliqué  à  U  centralisée  comme  fonction 
de  V,  W  et  de  leurs  dérivées,  aux  indices/?,  q.  Il  reste  donc  fina- 
lement 

(24)  rl/tlyyllz(U)  =  1Jpp,fii»(U), 

ce  qui  démontre  le  théorème;  car  si  U  est  une  halphénienne 
en  V,  W,  aux  indices/?,  y,  le  second  membre  de  (:>./\)  esl  nul  par 
définition;  il  en  est  donc  de  même  du  premier,  c'est-à-dire  que  U 
esl  devenue,  par  la  substitution  envisagée,  une  liai  plu'  nienne 
en  y,  z,  aux  indices  m,  n. 

xxxvm.  i5 
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Le  théorème  connu  relatif  aux  invariants  et  covarianls  se  présente 
maintenant  comme  un  cas  particulier  de  celui-ci,  quand  les 
indices  m,  n,  p,  q  sont  tous  entiers  et  positifs. 

Remarquons  en  outre  que  si  U  n'est  pas  une  halphénienne 
en  V,  W,  mais  que  V,  \V  soient  toujours  des  halphéniennes  (ou 
groupes  d'halphéniennes  de  même  ordre)  en  y,  z,  ...,  on  pourra 
déduire  de  (24)  'a  relation  générale  quel  que  soit  s  : 

(*5)  lW,«(U)  =  ij^,?w(U). 

Comme  chaque  opération  r\  diminue  le  poids  d'une  unité,  il 
viendra  nécessairement 

tz  étant  le  poids  de  U  considérée  comme  fonction  de  \  .   \\    et  de 
leurs  dérivées;  et  l'on  en  conclura  en  vertu  de  (25) 

(^6)  iE£B,(U)  =  o. 

Si  donc  on  appelle  avec  M.  Hilheri  (Mémoire  déjà  cité)  expres- 
sion de  rang  r  une  expression  différentielle  qui  s'annule  par  l'opé- 
ration r\  répétée  précisément  r  -+■  i  fois,  on  peut  dire  : 

Toute  expression  différentielle  qui  est  d'ordre  g  et  de  rang  r 
quand  on  y  attribue  les  indices  respectifs  m,  n,  ...  aux  fonc- 
tions v,w,  ...  dont  elle  est  formée,  conserve  son  ordre  et  son  rang, 
quand  on  substitue  à  v,  w,  ...  des  halphéniennes  {ou  groupes 
d' halphéniennes)  d'ordres  respectifs  m,  n,  ...  par  rapport  à  de 
nouvelles  Jonctions  y,  z,  ...,  quels  que  soient  les  indices  p,  q,  ... 
attribués  à  ces  dernières. 

Ce  résultai  concorde  avec  une  remarque  de  M.  Hilbert  rela- 
tive aux  fonctions  des  dérivées  d'une  forme  binaire,  savoir  qu'une 
telle  fonction,  si  elle  est  de  rang  /-,  est  d'ordre  g -{- r  par  rapport 
à  la  variable  x,  g  étant  le  nombre  défini  ci-dessus  comme  ordre 
d'une  expression  différentielle.  En  effet,  soit  g'  l'ordre  (par 
rapport  à  X  )  d'une  telle  expression  ;  en  lui  appliquant  r  fois  l'opé- 
rateur  i\,  on  ne  change  pas  son  degré  0  en  y,  on  augmente  de  /•  son 
ordre  par  rapport  à  .r.  el  Ton  diminue  son  poids  de  /•;  mais  l'ex- 
pression  obtenue  est  un  covariant,  puisqu'elle  s'annule  par  hypo- 
thèse «mi  appliquanl  l'opérateur  r,  une  Ibis  de  plus,  el  son  ordre 
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par  rapport  à  x  doit  être  par  conséquent 

^'  -t-  r  =  m  0  —  2  (  tc  —  r)  ; 
d'où 

,^'=  mO  —  îit  +  r  =  ^  +  r. 

Remarquons  encore  que  dans  la  formule  (20)  les  deux  termes  du 
second  membre  s'annulent  si  V  est  une  halphénienne  d'ordre 
zéro;  donc  la  dérivée  de  toute  halphénienne  d'ordre  zéro  est 
elle-même  une  halphénienne.  Plus  généralement,  de  (20)  on 
peut  déduire  la  formule  générale 

(27)  ij'(V')  =  (ï)*V)'H-  s(q  -4-5  -  I)lj*-»V, 

qui  montre  que  si  une  expression  V  est  de  rang  5,  sa  dérivée  V  est 
de  rang  s  -+-  1;  à  moins  que  Tordre  de  V  ne  soit  précisément  — s, 
auquel  cas  V  est  de  même  rang  que  V. 

8.  Deuxième  propriété  fondamentale  des  halphéniennes.  — 
Soit  un  système  d'équations  différentielles  simultanées  à  q 
fonctions  inconnues 

1  f\(yuyti  •■-,y<n  ■■  -\y'^y\i  •■■■>y'^ynn  ...)  =  °> 

(28)  !  f*(y*>y*>  ■• '1.7*1  •••;/i.y2,  •••-/',;/';,  ...)  =  <>, 

\  J<i{yu  y%,  ■■■,y<n  •  ■  ■; y\, }\,  .■•,y,q;yï,  ...)  =  0- 

Si  f\,f'iT--,f<i  sont  des  halphéniennes  en.  y, ,  y.2,  ..., yq  aux 
mêmes  indices  respectifs  ntJ  n2,  ...,  riq,  les  intégrales  générales 
du  système  pourront  toujours  se  mettre  sous  la  forme 

(29)  yi="n"?i(^}>     r»58»  «"**»(£)»     '••>     r»  =«*"*?*(£)» 

u  et  v  désignant  deux  binômes  arbitraires  ax  4-  a',  bx  4-  b' . 
Pour  le  démontrer,  soit 

(29  6m)       lTi=?i(a?)i        *t  =?«(*)*        •••,       yq=9i(x) 

un  système  d'intégrales  du  système  (28),  et  proposons-nous  de 
former  un  système  d'équations  différentielles  qui  admette  connue 
système  d'intégrales 

(30)  51=«''1(fl/^j,       *,=  a».tp,  (Lj,        . ..,        **=«"*?*(£)« 
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Il  suffit  évidemment  de  faire  dans  le  système  (?8)  les  change- 
ments de  variable  et  de  fonctions 

v 
x=—i  yl  =  zlu-n*,        y2=  z.2u-">,  ...,         yqz=  zqu   % 

u  et  v  étant  deux  binômes 

u  =3  at h- a',        v  =  bt  +  6', 

fonctions  de  la  nouvelle  variable  /.  On  a  tout  d'abord,  en  différen- 
te nt  par  rapport  à  /, 

dx       n       s 

— —  =  Dm-2, 

D  étant  le  résultant  ba'  —  ah'  de  //  et  de  ^, 

1 

et  d'une  manière  générale 

(*>    *-^[*-fé)**'+n;(ï)''«'--4 

en  désignant  par  r, ,  l'opérateur 

il  il  il 

<lz\  dz.{  ilzx 

La  formule  (3i)  se  démontre  sans  peine  pour  s  -f-  i    si  on   La 
suppose  vraie  pour  5,  en  observant  que 

Mais  de  (3i  I  <»n  déduit  immédiatement 

et  comme   r,  el  ses  dérivées  ne  dépendent  que  de   zt  et  de  ses 

dérivées  et    non  de  52,   S8)   ...  el  leurs  dérivées,    on    peut    substituer 
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du 


à  Oi  -+-  u -r-,  l'opérateur  plus  général 


d  '      d 

-h  n2z2  -j-r  -+-2 (n8  -  l)Z,  -rlr  -f-.  .  . 
az.-,  '  az* 


ngZe}  dz' 


d  _ 

7 


lequel  annule  par  définition  toute  halphénienne  en  u,  z, ,  s2l  ••••,  %q, 
aux  indices  i,  n,,  rc2,  ...,  /î«,  et  écrire 

-^w  _  05 
quels  que  soient  r  et  5. 

Toutes  les  fonctions  y{ ,  y2,  •••>  J'y?  ainsi  que  toutes  leurs 
dérivées  de  tous  ordres  y  \ ,  y"t,  ...  ;  y'^  y".n  ...,  sont  donc  devenues 
des  halphéniennes  en  u,  2,,  s2,  ...,5yanx  indices  i ,  n,,  ft2,  •  -•!  ^y» 
par  suite  du  changement  de  variable  indiqué  ;  ce  qui  était  d'ailleurs 
facile  à  prévoir,  car  chacune  des  fonctions  ^devenant  une  halphé- 
nienne d'ordre  zéro,  sa  dérivée  y'r  est  aussi  une  halphénienne; 
comme  elle  est  aussi  d'ordre  zéro,  la  dérivée  seconde  Xrest  encore 
une  halphénienne,  et  ainsi  de  suite. 

Soient  maintenant  F, ,  F2,  ... ,  Fq  ce  que  deviennent^  ,f2,  •••ifqt 
quand  on  y  a  remplacé  les  y  et  leurs  dérivées  par  leurs  expres- 
sions (3i)  en  fonction  des  z  et  de  leurs  dérivées.  On  a  évidemment 
d'une  manière  générale 

,„,  „        dVr  d¥r       ,  dVr 

(33)  iF-^W+^r^+-+^W+.-  =  o, 

puisque  tous  les  termes  du  second  membre  s'annulent  séparément. 
Toutes  les  fonctions  F  sont  donc  des  halphéniennes  en  //,  zt, 
z2,  ...,  zq.  Posons  maintenant 

I  s   (  z*  z\  *1  z'2  z'ï  \ 


Dm".  «     D*w«i   '•  u">     \U<"     -  / 

Il  est  clair  que  F,-,  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  —,  sera 
nécessairement  de  la  forme 


-  230  — 
['opérateur  r,  pouvant   ici  être  supposé  débarrassé  de  son  premier 
terme,  puisque  //'  n'entre  pas  dans  -l,-. 

Mai-ï  dous  avons  supposé  que  fr  était  une  halphénienne  eu  yt, 
y.,,  ...,  yq  au\  indices  //(,  n2,  ...,  n,r  c'est-à-dire  s'annulait  par 
l'opérateur 

d  ,  ,     ,1  d 

qui  ne  diffère  de  celui  employé  ci-dessus  (3a)  que  par  le  change- 

ment  des  lettres  z  en  y  el  la  suppression  du  premier  terme  u-j—,', 

de  même  chaque  ternie  de  ilr  ne  diffère  du  tenue  correspondant 
de  f,  que  par  le  même  changemenl  de  lettres  el  par  l'introduction 
en  dénominateur  du  facteur  D71//-'?'.  g  étanl  Tordre  du  terme 
considéré  el  rc  son  poids.  Tous  les  termes  d'une  halphénienne 
ayant  même  ordre  el  même  poids,  il  est  permis  de  faire  abstraction 
du  facteur  en  question,  el  l'on  en  conclut  que  tous  les  ii<|»r  étant 
nuls  dans  la  formule  (34),  en  sorte  (pie  F,-  se  réduit  à  -|,-,  le 
système  (28)  qui  admel  le  système  d'intégrales  (2g  bis)  admel 
bien  par  cela  même  le  système  d'intégrales  (29). 

Si  /',.,  au  lieu  d'être  une  liai  pliénienne  en  y, ,  y2,  . . .,  yq,  était  un 
:ii  d'halphéniennes  de  même  ordre,  mais  non  de  même  poids, 
la  substitution  des  z  aux  y  introduirait  le  facteur  D  avec  un  expo- 
sant  différent    pour   chaque   élément  de    l'agrégat,  et  il  faudrait 
modifier  un  peu  l'énoncé  du  théorème.  Supposons  par  exemple 

/,.=  A,+  A.|+As=o, 

\,,  \  ..  V,  étanl  trois  halphéniennes  aux  mêmes  indices  en  ytJ 
y2, ...  de  même  ordre  g}  mais  de  poids  différents W| ,  rc2,  ~,,  respec- 
tivement. La  substitution  des  z  aux  y  donnera 

/r>r\  iif  '{'  '*«  ''< 

B4,  Ba,  B3  étant  ce  que  deviennent   \,.  \ .,  À.,  quand  ou  y  remplace 

simplement   les  lettres  y  par  les  lettres   Z\   el    la   conclusion   sera  la 

suivante  : 

Si  le  système  (28)  admet  pour  intégrales  les  expressions 
1  ag  bis),  le  système  d'intégrales  |  2g) satisfera  au  système  (a8) 
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dans  lequel  on  aura  simplement  remplace  toute  équation  telle 
que  (35)  où  le  premier  membre  est  un  agrégat  d'halphéniennes 
de  poids  différents  tt,  ,  p2,  ...,  par  l'équation  (36)  qui  s'en  déduit 
en  divisant  chaque  halphénienne  par  Du  (t:  étant  son  poids 
et  D  le  résultant  des  deux  binômes  u,  v). 

Ou  réciproquement  : 

Si  l'on  modifie  le  système  (28)  en  multipliant  chaque  hal- 
phénienne par  D11,  tc  étant  son  poids,  et  que  (29  bis)  soit  un  sys- 
tème d'intégrales  satisfaisant  au  système  ainsi  modifié,  le 
système  d'intégrales  (29)  satisfera  au  système  primitif  (28), 
pourvu  qu'on  prenne  pour  u  et  v  deux  binômes  ayant  D  pour 
résultant. 

Enfin,  dans  le  cas  où  f\ ,  f2,  ...  ne  sonl  pas  toutes  des  halphé- 
niennes  aux  mêmes  indices  et  de  même  ordre,  ou  sont  des  expres- 
sions différentielles  quelconques  (non  halphéniennes),  le  second 
membre  de  (34)  ne  se  réduit  plus  à  <[»r,  mais  n'en  reste  pas  moins 
une  expression  différentielle  admettant  le  système  d'intégrales  (29), 
si  yr  admettait  le  système  (29  bis). 

9.  Application  à  la  formation  rapide  d'équations  différen- 
tielles admettant  un  système  donné  d'intégrales.  —  De  là  un 
moyen  rapide  pour  obtenir  dans  certains  cas  l'équation  différen- 
tielle à  laquelle  satisfait  comme  intégrale  une  fonction  donnée. 

Soit  proposé  par  exemple  de  former  l'équation  différentielle  du 
troisième  ordre  à  laquelle  satisfaisait  la  fonction 

,„   v                                                   ,|    .     ax  -+-  a' 
(07)  y  =  kui  sin , 


u  désignant  un  binôme  donné  bx  -h  b'  et  h,  a,  a'  étant  les  trois 
arbitraires  à  éliminer. 

Partons  de  la  fonction  z  =  k  s\nx,  qui  satisfait  à  l'équation 

z"  -\-  z  —  o. 
Posons  donc 

f=z"+z; 

d'où,  en  posant  ab'  —  ba'  =  D, 

*t  =  -^-  +  4  =  D-*«-«(u*/+D«/); 
V*-u    2        u1 
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l'opéraleur  tj  sera  ici 

;      d_        ,  d 

~y7ïy  '  y  dy"' 


d'où 


3  s 

T]  (J*  =  D   *  u    -  u*y ,  ïj«+  =  -D    '  //    J  « \ r.        ij"  ?  =  <»■ 


L'équation  |  \/\  i  sera  donc 

(38)  «♦/-«•«'/H    (-'//-!//"'    D*W  =  o. 

Soi)  premier  membre  esl  la  somme  de  deux  halphéniennes  en  // 

et  y  aux  indices  i  et->  d'ordre  commun     »  mais  de  poids  respec- 

tifs  2  el  o.  Il  suffil  d'éliminer  I)  entre  celle  équation  el  sa  dérivée 
pour  obtenir  l'équation  demandée 

(39)  u*i  yy'"  —  y'y")  +  u*u'{  >yy"  \-y'-  I  -    \uu"-yy'+-  -  u'*y*  =  o 

(|iii  admet  l'intégrale  (  ■>-  h  et  dont  le  premier  membre  est  une  hal- 
phénienne  d'ordre  zéro. 

Si   enlin.   on   élimine    -  enlre  celte  équation  el  sa  dérivée,  on 

u  ' 

obtiendra  l'équation  différentielle  (\u  quatrième  ordre  à  laquelle 
satisfaisail  la  fonction  (  ■>-  i,  où  /.,  a,  a  ei  //  sont  arbitraires. 

10.  Signification  géométrique  des  halphéniennes.  —  En 
raison  de  la  deuxième  propriété  fondamentale  établie  ci-dessus  au 
n"  <S,  ou  doil  s'attendre  à  rencontrer  une  équation  dont  le  premier 
membre  soil  une  halphénienne  d'indice  i  en  r,  toutes  les  fois 
qu'on  voudra  former  l'équation  différentielle,  ne  contenant  pas  la 
variable  d?,  d'un  système  de  courbes  dans  la  définition  desquelles 
n'entrenl  ai  la  droite  de  l'infini,  ni  la  position  el  la  direction  des 
axes  de  coordonnées. 

Soii  en  ellci 

(  [o)  A*,  7)  =o 

l'équation  d'une  des  courbes  appartenant  à  un  lel  système;  cette 
équation  devra  être  une  intégrale  particulière  de  l'équation  diffé- 
rentielle  cherchée,  M. us  on  doil  obtenir  une  autre  intégrale  particu- 
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lière  en  supposant  les  axes  de  coordonnées  modifiés  d'une  manière 
quelconque,  c'est-à-dire  en  remplaçant  x  et  y  par  y  -+-  u,  y  -(-  i>, 
m  et  <;  étant  deux  binômes  arbitraires  a^-f-a',  bx-\-b'\  l'équa- 
tion (4o)  peut  alors  s'écrire 


(40  ï(«,^ 


et  si  elle  est  telle  que  u  n'j  apparaisse  plus  explicitement  en  dehors 
des  expressions  —>  -»  on   pourra  la  supposer  résolue  par  rapport 


<    Y  > 

a  - ,  et  écrire 


(4a)  jk  =  "'W- 


On  est  ainsi  ramené  à  la  forme  de  l'équation  (29),  avec  l'indice  1 
pour  j'. 

Mais  la  disparition  de  u  dans  (42)  se  produira  si  l'équation  (4°) 
est  algébrique  en  x  ely,  et  homogène  par  rapport  à  ces  variables, 
ou  même  seulement  par  rapport  à  des  fonctions  linéaires  de  ces 
variables,  puisqu'on  peut  toujours  déterminer),  et  [x  de  manière  à 
identifier  une  expression  quelconque  telle  que  px-\-p'  avec 
\u  -(-  y.v,  u  et  v  étant  deux  binômes  donnés  en  x  dont  le  déter- 
minant à  n'est  pas  nul.  Lorsque  la  définition  du  lieu  représenté 
par  l'équation  (4o)  est  essentiellement  métrique,  la  droite  de 
l'infini  introduit  une  ou  plusieurs  constantes  à  la  place  d'un  ou 
plusieurs  des  trinômes  my  -f-  nx  -+-  q,  l'homogénité  ne  peut  doue 
plus  être  obtenue  de  manière  à  conduire  à  l'expression  (4a)«  U 
pourra  cependant  arriver  qu'on  soit  amené  à  la  forme 

(/,3)  jrsumiH- 

où  ///  est  différent  de  l'unité. 

Il  est  d'ailleurs  à  remarquer  que,  lorsque  ni  =  1,  l'existence  de  la 
relation  ({•>.)  entraîne,  en  différentiant  deux  fois  par  rapport  à  x, 
celle-ci 

(44)  y=A»n  3^"(^)> 

en  sorte  que  y"  se   présente  sous  la    même   forme  que  y,   avec 
l'indice    — 3   au   lieu   de    1.   Gomme    une  équation   différentielle 
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indépendante  de  la  position  el  de  la  direction  des  axes  de  coor- 
données ne  peut  évidemment  contenir  explicitement  ni  x,  ni  y, 
ni  y',  son  premier  membre  sera  donc  une  balphénienne  en  y",  à 
l'indice  —  3  ;  ce  qui  signifie  d'ailleurs,  comme  on  l'a  vu  ci-dessus 
au  n"  ;"),  que  c'est  aussi  une  halpliénienne  en  y  à  l'indice  i. 

On  vérifie  de  même  que  si  y  est  de  la  forme  (  f3  >.  avec  m  entier 
positif,  il  en  résulte  pour  la  dérivée  |  m  +-  i),eme  ùe y  la  même  forme 


ylm+li  —  i»i+i  ii    [;«-t-0  Mm-i  l)  j  _  J, 


en  sorte  que  l'équation  différentielle  dont  on  a  chassé^  et  ses 
dérivées  jusqu'à  la  miime,  a  pour  premier  membre  une  balphénienne 
en  y(>»+i)  à  l'indice  —  (m  -f-  2). 

Enfin  on  peut  conclure  de  ce  qui  précède  que  les  invariants  dif- 
férentiels de  Halphen,  définis  comme  se  reproduisant  sans  altération 
quand  on  effectue  sur  les  variables  une  substitution  homographique 
quelconque,  et  restant  a  fortiori  inaltérés  par  les  substitutions 
qui  laissent  invariables  les  balphéniennes  d'indice  1  en  y,  sont 
nécessairement  des  balphéniennes  en  y"  à  l'indice  —  3.  Ils  satisfont 
par  conséquent  à  la  condition 

(45)  i.Sy  jp  +  Mj   3p+3.5y'gp-H...=  o, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  se  déduisent  des  certains  péninva- 
rianls  (sources  de  covariants)  de  la  forme  binaire 

(a0,  a,,  «2,  ...,  a„)  (&,?)*, 
en  y  remplaçant  respectivement 


y    y 


f        3.4  ;   î-5  ;.  f...(/n-a) 

M;iis  la  réciproque,  bien  entendu,  n'est  pas  exacte;  toutes  les 
halphéniennes  ainsi  obtenues  ne  sont  pas  des  invariants  différen- 
tiels. 

11.  Intégration  des  équations  halphéniennes.  Application  à 
l'équation    différentielle    des    coniques.    —    Pour    intégrer    un 
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système  d'équations  différentielles  dont  les  premiers  membres 
sont  des  halphéniennes  en  y,  z,  ...,  aux  indices  m,  ra,  ...,  on  peut 
utiliser  l'une  ou  l'autre  des  propriétés  fondamentales  de  ces  expres- 
sions, c'est-à-dire  : 

i°  Remplacer  y,  z,  ...,  par  des  fonctions  a,  e,  ...  d'ordres  res- 
pectifs m,  n,  ...  et  choisies  de  manière  à  obtenir  des  halphéniennes 
plus  simples,  dont  l'intégrale  soit  connue  et  facile  à  calculer  par 
quadratures  ; 

2°  Si   l'on  peut  obtenir  un  système  d'intégrales  particulières 

?=/(&)>       *  =  <pO), 

en  déduire  des  intégrales  à  un  plus  grand  nombre  de  constantes 
arbitraires  par  les  formules 


r  =  «"/(0 


'lïïJ' 


où  a,  (->  sont  des  binômes  arbitraires. 

Voici  une  première  application  très  simple  de  ces  deux  procédés 
à  l'équation  différentielle  des  coniques 

97'VV-  45/y>,T-t-  4o/"3  =  o 

dont  le   premier  membre  est,   comme    on  l'a  vu   plus  haut,    une 
halphénienne  en  y"  à  l'indice  —  3.  Posons  en  premier  lieu 


Le  premier  membre  devra  se  transformer  en  une  halphénienne 
en  z  à  l'indice  i  et  d'étendue  3.  En  effet,  le  résultat  de  la  substitu- 
tion est 

—  iyz-ii(zzl"  ■+•  3z'z")  =  o, 

ce  qui  donne  par  trois  quadratures  successives 

z  =  \J  ax'1  +6^+c, 

a,  />,  c  étant  les  trois  constantes  d'intégration;  d'où 

_   3 

y  =  (axi-h  bx-\-c)    -. 

En  second  lieu,  posons 

y  —x>- 
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et  déterminons  X  de  manière  que  xl  soit  une  intégrale  particulière. 
On  trouve  pour  l'équation  en  À 

aX(2X»-i-9X-H9)  =  o 

dont  les  racines  sont  —  3, De  la  seconde  on  tire 

7        i 


u  el  v  étant  deui  binômes  arbitraires;  c'esl  le  même  résultai  que 

ci-dessus.  On  obtiendrait  ensuite  jp  par  une  double  quadrature. 
Mais  on  peul  obtenir  directement  ^  en  utilisant  la  deuxième  pro- 
priété des  halphéniennes  el  remarquant,  que  si  l'on  pose 

y  =  a  -+-  bx  -+-  xV-, 

a  el  b  ne  figureront  pas  dans  l'équation  différentielle  transformée; 

en  sorte  qu'on  pourra  déterminer  ut  tic  manière!  à  y  satisfaire. 
L'équation  en  pi  sera  alors 

■1\J.-  -f-  \L—  I  =  O, 

dont  les  racines  sont  ->  — î.  La  première  de  ces  racines  (ournit 
immédiatement  l'intégrale 


y 

c'est-à-dire 


"I"  '  bl    (tJv 


I 
y  =  au  ■+-  bv   i  (ai 

qui  esi  bien  l'intégrale  générale  à  cinq  constantes  arbitraires.  La 
seconde  racine  conduirait  à 

)'  =  an       bv   : > 

v 

expression  qui  n'est  qu'un  c.is  particulier  de  la  précédente. 

\"1.  [pplication  à  une  équation  différentielle  linéaire  inté- 
grée par  Halphen  en  1881.  —  L'équation  linéaire  traitée  par 
Halphen   en    1 88 1    (Comptes   rendus,  t.   X.C11,   p.   77»))   est   la 
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suivante  : 

(46)  BQ*  P"-»  d   <    J^      y)  +  GQ, p,-*  *    '    ^      ^  +  .  .  .  =  o, 

dans  laquelle  P  et  Q  désignent  deux  binômes  donnés  ax-\-b1 
a'  x  -f-  6',  B,  C,  ...,  n,  />,  ...,  A,  /<",  ...  sont  des  constantes  données. 

Considérons  pour  un  moment  P  et  Q  comme  des  fondions 
inconnues,  d'ordre  i  en  x\  il  est  aisé  de  voir  qu'il  suffira  de  consi- 
dérer y  comme  d'ordre  — i,  pour  que  chaque  terme  du  premier 
membre  de  (45)  devienne  une  halphénienne  singulière  en  P,  Q-jK, 
aux  indices  i,  i,  —  i.  Ces  halphéniennes  auront  pour  étendues 
respectivement  n,  p,  ...  ;  pour  degrés  /*,/?,  ...  eu  P  et  Q,  i  en  y; 
pour  poids  n,  />,  ...  respectivement,  et  par  conséquent  pour  ordre 
commun  — i.  Le  premier  membre  de  (46)  est  donc  une  somme 
d' halphéniennes  toutes  de  même  ordre,  mais  de  poids  différents. 

Adjoignons  maintenant  à  (46)  les  deux  équations 

(47)  P"=o,         Q"=o; 

(46)  et  (4")  forment  un  système  de  trois  équations  différentielles 
simultanées,  dont  les  premiers  membres  sont  des  halphéniennes 
en  P,  Q,  y,  avec  les  mêmes  indices  et  auxquelles  s'applique  le 
théorème  du  n°  8.  Si  donc  nous  pouvons  déterminer  un  système 
d'intégrales  particulières  du  système  composé  de  (47)  et  de  l'équa- 
tion (46)  ainsi  modifié 

(48)  BD»Qftp"-ft      '      > Zl  +  CDpQkpp  /■      (      > — Zl+..m=s0 

w    '  x  i/.r"  ■  dxi> 

nous  obtiendrons  par  la  formule  (29)  une  intégrale  plus  générale, 
où  figureront  les  deux  binômes  arbitraires  //  et  p,  assujettis  seule- 
ment à  avoir  D  pour  résultant. 

Mais  si  l'on  pose  P  =  x,  Q  =  1 ,  y  =  x*,  on  satisfait  évidemment 
aux  deux  équations  (47);  'a  substitution  de  ces  valeurs  dans  (48) 
donne 

(49)  Q=       BD"(/(  +  a)(A  +  a-i)...(/(  +  a-n  +  i) 

■+-  CD/'(/c-Ha)(/c  +•  a  —  1)..  .(£-+- a  —  p -h  1) 

Si  11  est  le  plus  grand  des  nombres  //,  /;,  ...,  l'équation  (\\)) 
possède  n  racines,  v, .  œ2 -/„,  dont  chacune  fournil  une  intégrale 
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particulière  xa;  puisqu'il  s'agit  d'une  équation  linéaire  en  y, 
l'expression 

satisfera  encore  à  (48),  en  même  temps  que  P  =  x,  Q  =  i.  On 
pourra  donc  écrire  que  le  système  des  trois  équations  (47)  et  (48) 
admet  le  système  d'intégrales  particulières 

(5o)  P=x,        Q  =  l,        y=  C,.r*.-*-  C2x*>  +  ...-+-Cnx*n, 

où  C|,  C2,  •  ••>  Crt  sont  des  constantes  arbitraires  d'intégration. 

Donc  le  système  des  trois  équations  (46)  et  (4;)  admettra  le 
système  d'intégrales  plus  général 


p"(ïH 


u. 


.-r.[c(i)-+c(i)V...+c.(i)-]. 

u  et  v  étant  deux  binômes  arbitraires  de  déterminant  U. 

Mais  P  ei  Q  sont  connus;  u  et  v  sont  donc  ainsi  fixés,  et  l'ex- 
pression de  y  devient 

<5i>   -à[Mr^(r--c"Œn= 

c'est  le  résultat  auquel  Halphen  est  arrivé  par  des  considérations 
irès  différentes. 

La  même  analyse  s'appliquerait  si,  dans  l'équation  donnée  (  i<>>. 
les  ordres  de  dérivation  n,  /?,  ...  étaient  remplacés  par  n-\-s, 
/>  +  .?,  ...,  .v  ('•tant  le  même  dans  ions  les  termes;  l'intégrale  serait 

encore  donnée  par  la  Formule  (5i),  en  y  remplaçant  ^  par  Q*-1. 

On   pourrait  sans  doute  imaginer   d'autre   cas    d'extension   de   la 
même  formule. 
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SUR  LES  HALPHÉNIENNES  OU  EXPRESSIONS  DIFFÉREN- 
TIELLES QU'ANNULE  L'OPÉRATEUR  CARACTÉRISTIQUE 
DES  COVARIANTS 

(deuxième  partie); 

[JAH    M.     R.     PeRRIN. 

II.    —   Etude   des   h  ylphémentves   unilettri  s. 

13.  Halphéniennes  régulières  les  plus  simples.  —  En  appli- 
quant la  transformation  rappelée  au  n°  6  ci-dessus  aux  invariants 
et  covariants  des  formes  binaires  des  cinq  premiers  degrés,  on 
obtiendrait  les  2  \  balphéniennes  régulières  distinctes  dont  l'éten- 
due ne  dépasse  pas  5.  Voici  l'expression  des  n  les  plus  simples 
parmi  les  halphéniennes;  les  i'-  autres  sont  d'étendue  5  et  corres- 
pondraient à  des  invariants  ou  covariants  de  la  forme  quintique. 
Le  Tableau  ci-dessous  donne  ces  sept  premières  halphéniennes 
classées  d'après  leur  étendue;  à  côlé,  on  a  rappelé  les  formes  inva- 
riantes auxquelles  elles  correspondent  respectivement. 

/.'fendue  o. 
H0=  y  (forme  primitive). 

Etendue  1. 
Il,  =  ni yy" —  i  //*  —  1  i y'2  (hessien  de  cette  forme). 

Etendue    >. 

1 12       m  "-y-  y  '"—  !  m  |  m       2  1  y  y' y"  -+■  %  (m  —  1)  (  m  —  2  )  y'* 
(jacobien  du  hessien  de  la  forme  primitive). 

II.,  —  m-\  m  —  i)yiy '"2  —  3|  m  —  1  1  1  m  —  ■>.  )'iy''iy"i 

—  6m(m      i)(#h      ">yy'y"y"' 

1   m  —  i)i(m—  ■>.  )y'3y'"  ■+■  \m(m     -■■'_>  1 
(discriminant  de  la  forme  cubique 
xxxviii.  1  <  • 


—  -UO  — 

/.'tendue   4  • 
H4  =  m (  m  —  1  > yy"  —  4  (  m  —  i )  ( m  —  S ) y' y'"  4-  3(m  —  i)  (m  —  3  ) /' 2 
(invariant  quadratique  S  de  la  forme  biquadratique). 

H5  =  m  (  m  —  i  )  |  '  ///  —  a  )  „k/' .T,v  ■+•»(»»  —  OC111  —  2)  (  m  —  3)  y' y"  y" 

—  m(m  —  i)  (m  —  3  )  j/"-  —  (  m  —  i  )2  (  m  —  »  )  y'*  y" 

—  (ni  —  2)»(m  —  3)/'3 

(invariant  cubique  T  de  la  tonne  biquadratique). 

Etendue    >. 

H,i=  m-i  /»  —  i)j2^v—  5 mi  m  —  i)(m—  \)yy'y'v 
-+-  2m(m  —  3)  (m  —  4)yy"y 
-4-8(m  —  i)(m  — 3)(m  —  4>/2.»'"' 
—  6(m  —  2)  (m  —  3)( m  —  4  ) jk'.v' 2 
(invariant  le  plus  simple  du  cinquième  ordre  de  la  forme  quintique  I. 

II7=  m^im  —  i  |'(m  —  a)^*^'*—  iom(m  —  i)*(m  —  2  i  (m  —  4  )yyfynyr 
■+-  4  m(  m  —  i)  (m  —  2)  |  m  —  3)  (m  —  4  |  yy"y'"yv 
-t-  i (i /»  (m  —  j)  (  //(  —  2 )  (  m  —  4  l*J^ V" 

—  .  a  m  (m  —  i)  (m  -  3)  (m  —  4  >-yy'"îy'v 

-+-  i6<  m     •  l)*l  ///  —  2)  I  m  —3)|  ///  —  4  )y'iy'"y 
+    o(/>/  -i)2("<  —  2  >'  "i    -  i  i2.k'-jku'j 

—  1 2 (  m  —  i) (  m      a  •' (m  —  3)  i  m  —  ', )y'y"iy" 

—  ;(•)<  m  —  i) (m  —  2) (m  —  3;  (m  -  4  )îy'y"y'"yXr 
|8(m  — i)(m       3)*(/n       l)1//"8 

[8(m  —  a  )- (m  —  3)  (m  —  4  >W 

—  32<  />/  —  a  )  (  m  —  S  i5  (m     -4  >jy»/"J 

(invariant  biquadratique  J  de  la  forme  quiniique). 

Ces  sepl  balphéniennes  sont  liées  par  trois  relations  identiques, 
correspondant  à  trois  svzygies  de  la  théorie  des  formes  binaire-', 
savoir  : 

(m  — i)H?  +  Km  — 2)»H}=  m*H*,Ha, 
^  i  ///  —  i  |H8=  I  //'  —  -  >  II i  II v  —  m  H0 H,, 

1  i //(      m///    -2)Hj=  m»(m  —  i)HJHi      [2m(m  — 4)*HoH4H| 


—  ',(  m  —  2)  (m  —  i  i*Hj  11|. 
De  ces  sepl  halphéniennes,  deux  seulement  sont  gauches,  c'est- 
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à-dire  de  poids  impair,  savoir  H2  et  H6.  Comme  Je  carré  de  H2 
s'exprime  au  moyen  de  la  première  des  relations  (02)  en  fonction 
des  halphéniennes  droites  (c'est-à-dire  de  poids  pair)  H0,  H,,  H:1, 
on  peut  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

A.  Toute  équation  halphénienne  régulière  simple,  (c'est-à- 
dire  dont  tous  les  termes  ont  le  même  degré  et  le  même  poids) 
et  dont  l'étendue  ne  dépasse  pas  3,  a  pour  premier  membre  le 
produit  de  facteurs  H,,  H:t,  aHj  +  3H^H3,  si  le  poids  de  ce 
premier  membre  est  pair;  et  s'il  est  impair,  un  tel  produit 
multiplié  par  H2. 

B.  Toute  équation  halphénienne  simple  dont  rétendue  ne 
dépasse  pas  4,  peut  être  ramenée  à  avoir  pour  premier  membre 
une  fonction  entière  de  H0,  H,,  H,  et  H5  si  son  poids  est  pair,  et 
une  telle  fonction  multipliée  par  H2  si  son  poids  est  impair. 

14.  Intégration  des  équations  halphéniennes  d'étendues  2 
et  3.  —  L'intégration  de  toute  équation  halphénienne  simple 
d'étendue  au  plus  égale  à  3,  se  réduit  donc  à  celle  des  quatre 
expressions 

H„     H2,     H3,     aH?-HpH«H,. 

Pour  l'obtenir,  substituons  dans  ces  expressions  y  =  xP,  et 
déterminons/?  de  manière  que  xP  soit  une  intégrale  particulière. 
On  trouve 

{J&\)p—    p(  p  —  nijx^i'-'-, 
(Hï)p=  >p(p  —  'n)i  ip  —  m  i.-r3/'—3, 
(53)       i  i  tt3)p=  ip*\  p  —  m  r2(  p  —  1  )  1  p  —  m  -+-  i)x*i'-f>, 

i  a(H1)2-+-P(Ho)MH3)/' 

=  P'2  ( P  —  m  ]'  [( x  +  4  P  ' P  '  /'  —  m  )  ■+-  4 ( m  —  0 P]  ^6/'-6 . 

Les  valeurs  de/;  qui  annulent  les  seconds  membres  de  ces  expres- 
sions se  présentent  par  couples,  sauf  dans  la  seconde  ;  la  somme  des 
deux  valeurs  d'un  couple  étant  m.  Nous  verrons  en  effet  plus  loin 
que  l  ou  te  halphénienne  de  poids  pair  admet  y  =  um  comme  inté- 

m 

grale  particulière,  et  toute  halphénienne  de  poids  impairy  =  (/m^)5  , 
//  <i  v  étant  deux  binômes  arbitraires  ax-\-a',  bx -{-!>'.  Ici  x{) 
ou    x"1    étant    intégrales    de    II,  =0,    la    formule    (29)    montre 


-  u± 

que  y  =  um  esl  aussi  une  intégrale,   et  comme  celle  expression 
contienl  deux  constantes  arbitraires,  c'est  l'intégrale  générale.  De 

même  pour  H2,  la  valeur/;  = —  donne  pour  l'équation 
par  la  formule  (29  ),  l'intégrale 

m 

—  m 

y=um(jt)  =  <"<•'% 

laquelle,  renfermanl  trois  arbitraires,  est  l'intégrale  générale.  Pour 

1 1 3  =  o,  les  valeurs  p  =  1  et/?  =  ni  —  1  conduisent  de  même  l'une 
et  l'an  lie  à  l'intégrale  générale 

Kt  enfin,  pour  l'équation 
(54»  «H'-HpHJH,      o, 

on  esl  conduit  à  l'intégrale  générale 

y  =  uf>  i-/'». 

/',  el  />..  étant  les  deux  valeurs  de  p  qui  annulent  la  parenthèse  du 
second  membre  dans  la  dernière  des  formules  |  53),  savoir 


(56;  «T±^T_4(»-i) 


\'i 


( le  dernier  résultat  comprend  les  précédents  comme  cas  parti 
culiers,  correspondant  respectivement  à 


',  1  m 


Toutefois  l.i  formule  (56)  devienl  illusoire  si  x  ■-  \  3  =  o.  Il 
serait  facile  d'obtenir  le  résultat  exact  en  écrivant  ainsi  l'inté- 
grale (55)  


-r    -r  /  Il 


\  T 
-«'-(  =  ) 

faisant  tendre  v  vers  u  en  même  temps  que  :  vers  zéro,  ei  passant 
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à  la  limite.  Mais  il  est  plus  simple  de  faire  la  substitution  y  =  er 
dans  les  diverses  halphéniennes.  On  trouve  qu'elles  deviennent 
respectivement 

L'équation  halphénienne 
,:  H§H3-4Hî  =  o, 

qui  peut  encore  s'écrire,  à  cause  de  la  première  des  identités  (02), 
(.57  bis)  H|  —  i6HJ  =  o, 

admet  donc  l'intégrale  y  =  ex  et,  par  suite,  en  vertu  de  la  for- 
mule (29),  a  pour  intégrale  générale 

(58)  y=u»te". 

Inversement,  si  l'on  veut  former  l'équation  halphénienne 
d'étendue  3  à  laquelle  satisfait  la  fonction  Y~  uPvm~P  où  m  et  p 
sont  donnés,  il  suffit  de  déterminer  les  coefficients  a  et  [i  de  l'équa- 
tion (54)  de  manière  à  annuler  la  parenthèse  du  second  membre 
de  la  quatrième  des  relations  (53),  c'est-à-dire  de  poser 

rP  p(m—/>< 


y.         j  1  p  —  1  )  ( p  —  m  —  1  | 
ce  qui  conduit  à  l'équation 
I  5g  1  l {p  —  1)  (/>  —  m  ■+■  i)Hf  4- p(  m  —  p  ) H2,  H3  =  o. 

15.  Intégration  de  quelques  équations  halphéniennes 
(V étendue  \  et  au-dessus.  —  Par  la  même  substitution  y  —  xPy 
les  autres  halphéniennes  du  Tableau  deviennent  : 

l 'IL,  1    —      t\/>  t  p  —  m)  (p       r)  (p  —  m->r\  ia?2A»— *, 

(  Hg  1   ,    -  -  2D!  (  p  III   !*(/>  —  l)    (  p  —m  I  t./'i/'-fi, 

• 

j     11,,  ,  —    x\p  (p  —  m)     p       il-/-    -m    -1)1  '/'  —  '"  '■/':t/ 

!  1  H:  \p=  288/>3l  /'  —  m  -1  p  —  1  i*i  p  —  m       1 12|  p  —  m   -  •>.  i.'-'*''  '". 

(!(■■>  formules  ne  fournissenl  pour  les  équations  halphéniennes 
correspondantes  que  des  intégrales  particulières,  à  trois  constant!  3 


Toutefois  la  combinaison 

(H,H\-  ni   II 

s'annule    identiquement,    quel    que    soil   p.    <  h\    eu    conclut    que 
l'équation  halphénienne  d'étendue  j, 

(61)  H,  H.       tH0Hs  --  o, 

a  pour  intégrale  générale 

(  62)  j-  =  iti>v'"-i>. 

où  Les  quatre  constantes  arbitraires  sont  jp  el  les  trois  arbitraires 
contenues  implicitemenl  dans  uv. 

\n  point  de  vue  de  la  théorie  des  formes,  on  conclut  de  là  que 
toute  forme  binaire,  d'ordre  m  égal  ou  supérieur  au  quatrième, 
possède  un  covarianl  de  degré  4  el  «''ordre  {(///  —  3),  qui  s'éva- 
nouil  identiquement  si  la  forme  ne  possède  que  deux  facteurs 
Linéaires  distants;  son  expression  en  fonction  de  la  forme  U,  de 
son  bessien  II  el  de  ses  covariants  S  et  T  (invariants  (Je  la  forme 
biquadral  ique  »,  esl 

(63  !  wiHS       ;   m  —2)1  T. 

Pour  m  =  3,  ce  covarianl  se  réduit  naturellement  au  discri- 
minant; ei  pour  m  =  [,  il  coïncide  avec  le  covarianl  que  j'ai  étudié 
ailleurs  [Journal  de  Mathématiques  /turcs  <  t  appliquées,  i8o,5) 
sous  le  nom  de  sous-discriminant  el  donl  la  propriété  caractéris- 
tique est  de  s'évanouir  identiquement  si  deux  au  moins  des  diffé- 
rences des  racines  de  la  forme  du  miémc  ordre  sont  nulles,  ce  qui 
devait  être,  puisque  pour  la  forme  biquadratique,  celle  condition 
exige  qu'elle  n'admette  au  plus  que  deux  facteurs  linéaires  dis- 
1  incl -,  el  réciproquement . 

10.  Halphéniennes  correspondant  aux  catalecticants.  —  La 
substitution  y  =  i  -h  ./■'"  va  maintenant  nous  permettre  d'intégrer 
I  équation  halphénienne  d'étendue   1 

(64)  11.   ,0. 

En  effet,  cette  substitution  donne  pour  y\  y",  y'"-,  ylv,  les 
mêmes  valeurs   que  la   substitution  y  =  ar"',  laquelle  annule   H5 
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comme  tout  autre  halphénienne.  11  suffît  donc  d'examiner  ce  que 
deviennent  les  termes  qui  contiennent  y,  savoir,  d'après  l'expres- 
sion de  H5,  les  termes 

m  i  m  —  ï)y  [(  m  —  i  ) y"  yxs  —  (  m  -+-  3  )  y'"2  ] . 

La  parenthèse  qui  multiplie  (m  —  \)y  n'est  autre  chose  que 
l'halphénienne  H,  de  y"  pour  l'indice  m  —  2,  elle  s'annule  donc 
pour  y"  =  um~2.  Mais  l'hypothèse  y—  i  -+-  xm  donne  précisément 

y"  =  m  (m  —  i  )  x"1-- 

et  annule  par  conséquent  séparément  les  termes  en  y,  en  même 
temps  que  les  autres  termes  de  H5.  L'équation  (64)  admet  donc 
comme  intégrale  particulière 

y  =  i  ■+•  x"1, 
et  par  suite,  comme  intégrale  générale,  à  quatre  constantes, 

(65  )  y=  um  11  ■+-(—)        =«m+cm, 

//  et  v  étant  deux  binômes  arbitraires. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  écrivant  Hr,  sous  forme  de 
déterminant,  comme  l'invariant  T  auquel  il  correspond  puisqu'on  a 

abc 
b  c  d 
c     d     e 


Y  Y 

eparv,  —,  ••-,  — ■ - 77» 

1       ^  '  m  m  (m  —  \)(m--i){m  —  3  ) 


Si  l'on  remplace  a,  b,  ... 
P«>sjK,y,  ...,  y,v  par 

H-a?'",     mx»l-\     ...,     [m(m  —  i)(m  —  %){m  —  3)a?OT-*J, 
le  déterminant  deviendra 


11. 


3çin—\       /gtn—î 
-m— 3 


./" 


X' 


et  s'annulera  puisque  les  termes  des  deux  dernières  colonnes  ne 
diffèrent  que  par  le  facteur  x. 

Un   calcul  tout  à  fait  analogue  montre  que  le  catalecticanl   de 
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Sylvester  (invarianl  de  la  forme  bioaire  d'ordre  ?.///.  s'annulanl 
quand  celle  forme  peul  se  décomposer  en  une  somme  de  m  puis- 
sances (2  m)ième»,  "i"'  r-  " l"1  -+-•■■+  ni'")  correspond  à  unehalphé- 
nienne  d'étendue  2m,  donl  l'intégrale  générale  est  précisément 

(66  J  y  =  u'\'"  —  u\"1  ■+-...  —  H-,;" . 

u{.  //_, un  étant  m   binômes   arbitraires.   Le  plus  simple  des 

cataleclicants  est  le  hessien,  le  suivant  est  T,  et  dans  chacun  d  eux. 
le  coefficient  de  a.  quand  on  développe  le  déterminant,  est  le  cata- 
lecticant  qui   précède  immédiatement  dans   la  série,   mais  où   les 

lettres  a,  />,  c,<7,  ...  serai  en  I  remplacées  par  c,  d,  e Parconsé- 

quenl  dans  la  série  d'halphéniennes  correspondantes,  le  coefficient 
de  y  n'est  autre  que  l'halphénienne  précédente  dans  la  série,  mais 
construite  poury"  au  lieu  de  y,  et  avec  l'indice  et  (m  —  1  )  au  lieu 
de  2  m. 

17.  Halphéniennes  correspondant  aux  discriminants.  — 
L'intégration  de  cette  catégorie  d'équations  halphéniennes  va 
résulter  immédiatement  des  considérations  suivantes.  Le  discrimi- 
nant de  la  forme  binaire  d'ordre  //  s'annule  si  cette  tonne  a  un 
facteur  double;  comme  on  peut  prendre  ce  l'acteur  pour  une  des 
deux  variables  homogènes  de  la  forme,  le  discriminant  doit  s'an- 
nuler si  l'on  suppose  nuls  les  deux  derniers  coefficients  an-,  o-n-\> 
L'halphénienne  correspondante  s'annule  donc  si  l'on  y  suppose 
y(n  2)  —  0)  yi.n)  __  0^  c'est-à-dire  si  l'on  \  remplace  y  par  un  poly- 
nôme entier  en  /,  à  coefficients  arbitraires,  d'ordre  //  —  2;  une 
intégrale  particulière  esl  donc  fournie  par  l'expression 

(67;  y  =  a0      "t./-       "■_'-      ...      an    ../•"   -, 

l'intégrale  générale  scia  par  conséquent 

1     "|"     "■;,     *«(£)'    ■■■+«-  «(£)"  ']• 

c'est-à-dire 

(  68  1  y  =  u  \ 

expression  qui  possède  bien  //  constantes  arbitraires,  //  étanl  un 
binôme  arbitraire,  el  X.„_a  un  polynôme  en  n  d'ordre  n —  ••..  à 
coefficients  arbitraires. 


—  ±\1  — 

On  déduit  sans  peine  de  ce  qui  précède  que  la  condition  néces- 
saîre  et  suffisante  pour  qu'une  forme  binaire  d'ordre  m  admette 
un  facteur  linéaire  /?,upl(',  consiste  en  ceci  :  qu'un  certain  covanant 
[de  degré  i{m  —  n  -+-  i)  par  rapport  aux  coefficients  de  la  forme, 
de  poids  Cm  — 71  -f-  i)  [m  —  n.  -+-  2),  et  par  conséquent  d'ordre 
i(n  —  2)  (m  —  n  -h  1)  par  rapport  aux  variables]  s'annule  iden- 
tiquement; ce  covariant  ayant  pour  source  le  discriminant  de  la 
forme  binaire  d'ordre  m  —  n -\-  2. 

On  peut  encore  dire  :  le  discriminant  de  la  forme  binaire  d'ordre  n 
est,  pour  les  formes  d'ordres  croissants  B,n+i,n  +  2,...,n  ~+~P->  'a 
source  de  co variants  d'ordres  croissants  0,2(72  —  1),  4{n  —  0'  •••> 
ip(n — 1),  ...  dont  l'évanouissement  identique  est  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  forme  correspondante  admette 
un  facteur  linéaire  double,  triple,  quadruple,  ...,  (p  +  2)uple. 

Soit  demandé,  comme  application,  de  former  l'équation  diffé- 
rentielle halpliénienne  des  courbes  définies  par  l'équation 

a.r2  -f-  bx  -t-  c 

,(),,,  y  =  > 

\//>./'  +  q 

où  a,  /j,  c,  yp,  q  sont  des  constantes  à  éliminer. 

Cette  expression  rentre  dans  la  forme  (68),  en  y  faisant  n  =  4, 
m=--  Le  discriminant  de   la  forme  biquadratique  étant  l'inva- 
riant S:i  —  27T2  qui  correspond  à  l'balplirnienne 
(m_.2)H:<  —  -?.7(m  —  :)jll?, 

l'équation  demandée  sera 

(70)  H»  — 8iH|  =  o, 

H4  et  H5  étant  calculées  par  les  formules  du  Tableau,  où  Ton  aura 
fait  m.  =- ;  ce  qui  donne 

(7»)     (xy"-+-4yy+*y*)* 

—  'i  \(y'-   -  iyy"  »  7»  -+-  *\y'y"y'".  4-  or./""  +  V":!  I2  —  ()- 
18.  Intégrales  communes  à  toute  une  classe  d'halphé niennes. 

\ .    Toutes  les  halphéniennes  régulières  unilettres  à  Vindice  m 

admettent    l'intégrale    particulière    y  =  u'"  \    celles    qui   sont 
gauches    <■  de  poids    impair)    admettent   en    outre   V intégrale 

y=z(uvy. 
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La  première  parité  de  ce  théorème  est  presque  évidente,  puisque 
la  substitution  y  =  x"1  dans  une  halpbénienne  d'ordre  g==  m  9  —  27: 
la  réduit  à  .r3  multipliée  par  la  somme  de  ses  coefficients  numé- 
riques, laquelle  est  nulle,  puisque  ce  sont  les  mêmes  que  ceux  du 
péninvariant  correspondant.  Mais  on  peut  aussi  faire  dans  l'halphé- 

nienne  la  substitution 

m 

(72)  JK=;~, 

qui  doit  donner,  d'après  la  première  propriété  démontrée  au  n°  7, 

une  halpbénienne  en  z  à  l'indice  n.  Le  résultat  de  la  substitution 

2LÊ_ 
contiendra  évidemment  le  facteurs  "  commun  à  tous  les  termes  ; 

faisons-en  abstraction,  il  restera  une  halpbénienne  H'  de  poids  -, 
de  degré  -  puisqu'elle  contient  (ou  peut  contenir)  un  terme  en  zn, 
et  par  suite  d'ordre  (n  —  2  »-. 

Si,  en  particulier,  on  prend  n  =  2,  l'ordre  sera  nul,  c'est-à-dire 
que  1  halpbénienne  correspondra  à  un  invariant  de  la  forme  binaire 
quadratique.  En  y  faisant  y"'  =  o,  ainsi  que  toutes  les  dérivées 
d'ordre  supérieur,  c'est-à-dire  en  supposant  quej^  soit  remplacé 
par  ax- 4-  bx  -h  c,  l'halphénienne  devra  se  réduire  à  une  puissance 
de  H,,  puisque  la  forme  quadratique  n'a  pas  d'autre  invariant  que 
son  discriminant.  Cela  ne  sera  possible  que  si  -  est  pair,  puisque  H, 
est  de  poids  pair;  et  dans  ce  cas,  l'expression  z  =  ax-+  bx  -h  c  ne 
pourra  être  une  intégrale  que  si  c  se  réduit  à  un  carré  parfait,  ce 
qui  donne  bien  l'intégrale y=.  //'".  Si  -  est  impair,  H'  doit  s'annu- 
ler de  lui-même;  donc  l'expression  ci-dessus  est  une  intégrale 
de  H',  ce  qui  donne  pour  II  l'intégrale 

(7'3  )  y  =  (ax*-+-bx-hc)*. 

On  voit  de  plus  (pie  le  H,  de  z  pouvant  s'annuler  aussi  dans 
certains  cas  lorsque  rcesl  pair,  (;3)  pourra  fournir  aussi  une  inté- 
grale de  certaines  halphéniennes  de  poids  pair;  ce  qui  s'accorde 
avec  ce  fait,  que  les  carrés  et  les  produits  deux  à  deux  de  eova- 
rianls  gauches  sont  des  covariants  droits. 

D'ailleurs  l'intégrale  y:  u'"  étant  un  cas  particulier  de  (-3),  il 
es'  exacl  de  dire  qu'elle  appartienl  à  toute  halphénienne  régulière, 
droite  ou  gauche. 

On  peut  conclure  incidemment  du  théorème  ci-dessus  que  si 
dans  le  péninvariant,  source  de  n'importe  quel  covarianl  gauche, 
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on  remplace  «0,  a^  «2,  ••.,  cin  respectivement  par 

i  m  —  ■>.  ( m  —  2 )  (' m  —  '[)■■.( m  —  in  -h  2 ) 

'      2        i\(  m  —  i)'  -i'l(  m  —  \)(  m  —  2  ) .  .  .  (  m  —  //.  -+-  1  )  ' 

le  résultat  sera  nul,  quel  que  soit  m.  Et  en  particulier  pour  m  =  o, 
on  obtiendra  zéro  en  remplaçant  a0  par  2  et  tous  les  autres  a  par 
l'unité,  dans  n'importe  quel  péninvariant  gauche. 

B.    Toute  halphénienne,  de  degré  9  et  de  poids  -,   admet 
l'intégrale 

(j\)  y  =  m  —  rii"'-r\, 

si  r  est  un  entier  inférieur  à  ■*• 
•>  0 

En  elïét,  un  terme  quelconque  contient  au  moins  un  facteur  de 

poids  r  +  r,  c'est-à-dire  au  moins  une  desdérivéesjK(r+l),  j^H"-),  ...; 

si  donc  on  remplace  y  par  un   polynôme  Xr  d'ordre  r,  tous  les 

termes  s'annuleront;  l'halphénienne  admet  donc  l'intégrale 


y 


««[«  +  *!  +...-ha(£)'] 


ce  qui  donne  bien  la  forme  (74)- 

La  valeur  de  -r  est  la  suivante,  pour  les  halphéniennes  du  Tableau 
du  n°13  : 

H0     IÎ!     II2     II3     II4     1I5     H6     H7, 

3  5        5 

o        1        1        -22        - 

2  3        2 

Donc  H3,  H/,,  H5,  Hfl  admettent  l'intégrale  y  =  um~*  v  et  H7 
l'intégrale  y  =  mm~2X2',  ce  sont  toujours  d'ailleurs  des  intégrales 
particulières,  excepté  pour  H3  où  l'on  retrouve  ainsi  l'intégrale 
générale. 

C.  Toute  ha  Ip  hé  nie  nne  singulière  pure,  c'est-à-dire  qui, 
étant  d'indice  m  [entier  et  positif)  en  y,  ne  renferme  dans  son 
expression  ni  y,  ni  aucune  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à 
y(m+\)^  a(jmet  V intégrale 

(75)  Y  =  —-—■ 
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En  effet,  on  peut  la  considérer  comme  une  halphénienne  régu- 
lière en  jk('"+,)  à  l'indice  —  (m  -  '->•);  on  peut  donc  la  déduire  d'un 
péuinvariant  de  la  forme  binaii «■  d'ordre  m  en  remplaçant  respec- 
tivement a0,  rt,,  rt2,  .. .,  a ,,,  ...  par 


y 


Wn-t-1) 


y" 


» 


y 


(—  i)p+' 


.•• 


///  -|-2  i  ///  -4-2)|  m    -  3  i 

mais,  si  l'on  fait  r  =  x"'  -+-  X,„,  on  en  tire 


■j  ,...im    -p) 


V 


2X-*         V 


y  =  —  X-*-h  A;/I_|,  ^   =  /x     "—.v,,,    j. 

j,(m)  —  (_  i)»».a.3.  .  .w^-''"+''+  A-. 
y'-m-y\  —  , _  ij"n-im  -+- 1  !  /■    ■'"    '-'.     ^(«+«>=  (—  i)|»+*(m-+-2)!ar-tl"+«,...1 

ylm-t-p)  —  (_  i  )'"  w(/n  -»  p  i!  a?    ™+/'-4-ii.  , .. 

Donc,  en  définitive,  chaque  terme  du  péninvariant  se  réduira  à 
son  coefficient  numérique,  multiplié  par  le  facteur  (m  -j-  i  \j 
commun  à  tous  les  termes;  le  résultat  de  la  substitution  sera  donc 


zéro. 


Dès  lors,  de  l'intégrale  particulière^ 
intégrale  à  m  -+-  3  arbitraires,  savoir 


X, 


—  >  on  déduit  une 
x 


b- 


+  h{- 
u 


y  =  W"     il 
qui  n'est  autre  que  (70). 


19.  lu  tri:  rut  ion  <lrs  halphénienne  &  singulières  pures.  — 
L'expression  (~5)  contenant  implicitement  ni  -f-  3  constantes  arbi- 
traires fournil  l'intégrale  générale  des  équations  halphéniennes  sin- 
gulières pures  à  l'indice  m  en  y  et  d'étendre  m  -4-  3  au  plus,  c'est- 
à-dire  qui  se  déduisent  de  H,,  en  y  remplaçant  y  par  rim+,),  el  /// 
par  — (m  -f-  a)  :  ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  a  été  pré- 
cédemment défini  par  la  formule  (i5),  je  désignerai  par  J,.  Ja, 
J8,  ...,  les  halphéniennes  singulières  pures  qui  correspondent 
ainsi  à  H,,  Ha,  Hs du  Tableau  du  n"  13.  D'ailleurs  um  étant 

un  cas  pari  iculier  de 


— »  la  première  partie  du  théorème  \  du 

n     IX  esl  vraie  pour   toutes   les  halphéniennes  singulières  pures 
comme  pour  toutes  les  régulières. 

Pour  obtenir  l'intégrale  de  .1      :  o,  il  suffit  de  remarquer  que 
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J2  étant  le  BL  dej-(m+l}  pour  l'indice  —  (m  +  2),  on  obtient  une 
intégrale  troisième  en  écrivant 

/'/  -4-2 
yOn  +  1)  —m  !      ; 

et  une  intégrale  troisième  particulière  en  posant 

7)1 

yUll+\)  =  x        2 

d'où,  en  intégrant  m  -+- 1  fois,  si  m  est  impair, 

y  =  x2  -h  Xm. 

Mais,  i2  étant   aussi    une   halphénienne  en  y  à   l'indice  m,  celle 
intégrale  particulière  donne  l'intégrale  générale 


y  =  "' 

en  appelant  V/M  un  polynôme  en  -,   d'ordre  m   et    à  coefficients 
arbitraires,  c'est-à-dire  en  définitive 


(-6) 


v  =  X  2  -4-  X 


X2  et  X,„  étant  deux  polynômes  en  x,  d'ordre  2  et  m  respective- 
ment, à  coefficients  arbitraires,  d'où  m  +  4  constantes  arbitraires 
d'intégration,  comme  cela  devait  être. 

m 

Si  m  est  pair,  X*  se  confond  avec  une  partie  de  \„,  el  la  for- 
mule (76)  ne  donne  plus  qu'une  intégrale  particulière.  D'ailleurs 
le    procédé    des   quadratures    successives    employé    ci-dessus    in- 

Irôduil  l{x)  à  la   I j-  1  )        opération,  et  l'on  trouve  facilement 


pour  l'intégrale  générale 

'"'  y  =  "2  iÇ-)  ■+■  x»<- 

Les  intégrales  de  J3  et  J5   peuvent  s'obtenir  de   la    même   ma- 
nière en  partant  de  celles  de  H:)  et  llj.    \insi  pour  Ja  on  a  d'abord 


y{m-t-l)  =  x 


d'où 

et  par  suite 

et  enfin 
(78) 


y 


y  —  Xm+l-\-  X,„, 


y  = 


De  même  pour  J8,  en  partant  de 

y(»l+l)  =   1  _f-  T'"'-2, 

y  =  X,„+1H-  a:-1, 


on  obtient 
d'où 


et  enfin 
(79) 


\        | 


' 


y  = 


\o 


Pour  L'équation   lialphénienne  singulière  pure  la  plus  générale 

d'étendue  in  -j-  4, 


(Ko) 


aJ}-t-pj*J3=o, 


on  est  conduit,  en  partant  des  formules  (55)  et  (  56)  obtenues  pour 
l'équation  (54),  à  poser 

ylm+l)  =  xi, 

or  avant   la  valeur 


m  -l-  a    ,       /(  //'  -h  ■.>.  )"- 
q r -±y/ j +4(» 

d'où   l'on    tire 


l-J-il 


P 


a  -h  4  3 


puis 

et  lin  a  le  ment 

(81) 

/■  ayant  la  valeur 

s  ,  r  _  . 


7  =  il 


y  =  X/fl  -4-  UrV' 


\ 


I 


m  1  /»  h-  7  i» 

1 ji  m 


-±v 


«-+•4? 


—  253  — 

Lorsque  a -f-  4P  =  o,  ce  qui  rend  illusoire  la  formule  (82),  on 
trouve  sans  difficulté,  pour  l'intégrale  générale  de  l'expression 

(83)  4J'  —  JuîJ3=o, 

(84)  y  =  u>»e7'+Xm. 

Et  inversement,  pour  l'équation  différentielle  halphénienne  des 
courbes  comprises  dans  la  formule 

(85)  y -t-oca?-t-  $  =  uPvm~P, 
où  m  et/?  sont  donnés  : 

4  ( m  -f-  3 ) J f  —  \i(m  —  2  )-+-/?(  m  —  /?)|  Jg  J3  =  o, 

.1)  et  J:}  étant  construits  avec  y(m+{}  à  l'indice  —  (m  +  2). 
Comme  application,  pour  /??  =  1  et  />  =  ^>  on  trouve 

9 J 1  -•-  Jo  ^3=  o 

pour  l'équation   différentielle   (d'étendue   5)    des   cubiques  de  la 

forme 

( y  -+-  ■xx  -+-  P'f  =  ( ax  -4-  a')(bx  -+-  b'  1, 

#,  6,  a',  b',  a,  [3  étant  les  arbitraires  à  éliminer;  les  valeurs  de  J, 
et  J3  sont  d'ailleurs  ici 

Ji  =  —  3/>lv-h4r"'2, 

J3  =  —  36y"2y1,i  -+-  'iooy"iy"'2-+-  36oy"ymylvyy —  '$ioy'"*ys —  iooy"y"9. 

Par  des  procédés  tout  à  fait  semblables,  sur  le  détail  desquels  il 
est  sans  intérêt  d'insister,  on  arrive  aux  résultats  suivants  : 

A.  L'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  l'halpliénienne  singu- 
lière pure  qui  se  déduit  du  catalecticant  de  la  forme  binaire 
d'ordre  2/1,  en  remplaçant  «0,  •/,,   a-,,  .  .  .,  aln  respectivement  par 

v{lll  +  i)  yl/ll+3)  y(//l-t-2«-+-l> 

I     '      '   ,       = , ; -  '        •  ■  •  »       : ~ ' 

in  -+■  2         (m  +  l)|  m  -1-3)  1  m  -\-  ■>).  .  .1  m  -+-  2  n  -■-  1  ) 

admet  pour  intégrale  générale  l'expression 

(86)  y  =  -\—' 


-  -  23  I 
X„  désignant  toujours  un  polynôme  eu  x  d'ordre  />,  à  coefficients 


aruii  raires. 


I>.  L'équation  obtenue  en  égalant  à  zéro  l'halphénienne  singu- 
lière pure  qui  sedéduit  du  discriminant  de  la  forme  binaire  d'ordre  n 
par  la  même  substitution  (pie  ci-dessus,  admet  pour  intégrale  gé- 
nérale l'expression 

»  m  •  //    i 


(87)  y 


xr1 


Les  formules  (-5),  (78),  trouvées  plus  haut,  sont  d'ailleurs  des 
cas  particuliers  des  formules  (86)  et  (87). 

20.   Intégration  des  équations  halphéniennes  composées.  — 

Je  désigne  ainsi  les  équations  dont  le  premier  membre  est  un  agré- 
gat d'halphéniennes  de  même  ordre  (et  aux  mêmes  indices),  mais 
de  poids  différents. 

On  a  vu  ci-dessus,  au  n"  12,  un  exemple  d'intégration  d'équations 
de  celle  nature.  En  voici  un  autre  très  simple  :  soit  donnée  l'équa- 
tion différentielle  du  second  ordre 

(88)  •'.'''—  ?/*-+■  Y7*=  "• 

Les  deux  premiers  lermes  forment  une  lialpliénienne,  si  l'on 
prend  comme  indice  pour  y  le  nombre  m  tel  (pie 


c'est-  à-dire 


3' 


l'ordre    de   celte    balpbénienne    est    alors    2/w—  j,    c'esl-à-dirc 
—  2 '-£  •  Pour  que  y*  soit  une    lialpliénienne  du   même  ordre. 


Y 
il  tant  (pie 

d'où 


mk 


ni  r 


Faisons  maintenant   y     ■•rl'-   el    déterminons  />   de  manière  à 

annuler,  quel  (pie  soil    c.  le   premier  membre   de     88    .   modifié   en 


multipliant  chaque  halphénienue  par  Dr,  —  étant  son   poids.  La 
condition  à  remplir  devient 

D![a/?(  f>  —  i  i  -+-  3/>-  | .7- - /' - 2 -u-  v.r7'/'  =  o. 

ce  qui  exige  d'abord 

kp  =  >./>  —  i.  d  ou         p  =  7  =  —  ; 

2  —  K  > 

et  aussi 

m2D!  =  ',-;. 

Ainsi  l'équation  halpliénienne  composée 

D^  (  %yy"  -+-  py«  )  -4-  Y^*  =a  O 

admet  l'intégrale  particulière 


pourvu  que 

k  =  -  »  — 

et  que 


.',  i  a  ■  :-  3  I 


On  en  conclut,  d'après  la  théorie  exposée  au  n"  8,  «jue  l'équation 


1  »ii  )  aj^y  -+■  $y'-  ■+■  vr        a  =  <> 

admet  L'intégrale 


//  et  c  étant  deux  binômes  en  ,r,  dont  le  résultant  a  pour  valeur 


l>=-^-ZL^ 


I)  >. m  nu  le  si  V  =  o,  auquel  cas  on  retombe  sur  un  résultai  connu, 
on  encore  si  a-r-3  =  o;  mais  alors  ni  devient  infini  et  l'expression 
algébrique  (90)  se  change  en  une  exponentielle 


(  01  )  y  =  ',/-r'  '  V-*  ' v 

XXXVIII. 


-  Ï36  — 
qui  fournit  l'intégrale  fie  l'équation 

(  92  )  yy — y*  —  ■>.  à  y  =  o . 

21.  Halphéniennes  limites.  —  Lorsqu'on  fait  croître  indéfini- 
ment l'indice  m  affecté  à  y  dans  une  halphénienne,  on  est  amené 
à  envisager,  à  la  limite,  des  expressions  différentielles,  qu'on  peut 
appeler  halphéniennes-limites,  et  qui  se  déduisent  des  cova- 
riants  et  invariants  des  formes  binaires  en  substituant  r,  y\  ..., 
y(,,),  respectivement  à  <20)  «m  ■•••  a»  dans  '  invariant  ou  dans  la 
source  du  covariant.  Ces  expressions  jouissent  encore,  les  unes  par 
rapport  aux  autres,  de  la  propriété  établie  au  n°  7  ci-dessus;  elles 
ne  jouissent  plus  de  celle  établie  au  n"  8,  mais  d'une  propriété  ana- 
logue qu'on  peut  énoncer  comme  suit  : 

Siy=f(x)  est  une  intégrale  satisfaisant  à  L'équation  obte- 
nue en  égalant  à  zéro  une  halphénienne-limite,  il  en  sera  de 
même  de  y  =  e"f(i>),  où  u  et  v  sont  deux  binômes  linéaires  à 
coefficients  arbitraires. 

Ceci  résulte  immédiatemenl  d'une  propriété  énoncée  pour  ces 
halphéniennes-limites  par  M.  Slephanos,  dans  sa  Note  au  Congrès 
de  Rome  que  j'ai  mentionnée  dans  la  note  au  début  du  présent  Mé- 
moire. 

L'étude  des  halphéniennes-limites  prêle  a  des  développements 
intéressants  dont  je  me  propose  de  faire  le  sujet  d'un  autre  tra- 
vail. Je  me  bornerai  ici  à  mentionner  que,  si  l'on  appelle  K,,  K2, 
K:|,  ...  les  halphéniennes-limites  correspondant  respectivement 
aux  halphéniennes  H|,  IL,  II,,  ...  du  Tableau  du  n°  13,  et  qu'on. 
v  remplace  y  par  e",  les  équations  K.,  =  o,  K2  =  o,  ...  condui- 
sent à  des  équations  où  ne  figurent  ni  ;  ni  :■' .  en  sorte  qu'on  peut 
abaisser  de  deux   unités   l'ordre  de  ces  équations  en  écrivant  c, 

r',  .  .  .,  au  lieu  de  c",  z" Mais  il  semble  préférable  de  conserver 

la  notation  eu  z" ,  z" parce  que   les   premiers  membres  des 

équations,  bien  que  non  homogènes,  restent  ainsi  isobariquesi  par 
rapport  à  la  somme  des  ordres  de  dérivation  1. 

I)ans    le     Tableau    ci-après,     la    seconde    colonne    donne,     pour 

chacune  des  halphéniennes-limites  figurant  dans  In  première  co 
lonne,  le   premier   membre  de   l'équation  en   z  qui  correspond  à 
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l'annulation  de  l'halphénienne,  et  à  la  troisième  colonne  figure 
l'expression  en  m,  v,  w,  ...  (binômes  linéaires  à  coefficients  arbi- 
traires) de  la  valeur  y  de  l'intégrale  générale  de  cette  équation 
halphénienne-limite  : 


(93) 


K, 

z" 

eu, 

K2 

z'" 

euv, 

K3 

zm*  -+-  4  z"-> 

uev. 

4K| 

+ 

XKf 

X^'"2-+-4^ 

u)ev, 

K4 

*,vH-6a"* 

e«ït(v) 

K5 

Z"  Z"-±-  2/'-  -'" 

s 

e'l-h  e1', 

K« 

;>  +  l«"/ 

euï(v), 

K7 

2v2- 

+-  2^z"zmzy-\-  iGz' 

ZIM 

-+-  i->.{  fiz"3 —  z'"i)z,y 
siv  -h  3oz"  a"  4-  Go  z"3 


Dans  ce  Tableau,  ^(p)  est  la  fonction  elliptique  de  Weierstrass, 
dont  les  deux  invariants  g2  et  g3  comptent  pour  deux  des  cons- 
tantes arbitraires  d'intégration;  d\(v)  est  la  même  fonction,  mais 
avec  l'invariant  g2  nul.  Quant  à  K8,  c'est  l'halphénienne-limite 
qui  correspond  à  l'invariant  quadratique  de  la  forme  binaire 
de  sixième  ordre;  l'équation  en  z  qui  lui  correspond  est  analogue 
à  celle  que  donnerait,  par  deux  différenciations  en  vue  d'éliminer  x, 
l'une  des  équations  considérées  par  M.  Painlevé  parmi  les  types 
auxquels  il  a  ramené  les  équations  différentielles  du  second  ordre; 
ou,  plus  exactement,  cette  équation  de  M.  Painlevé  équivaut  à  la 
suivante  : 

(94  )  /2K8-i  %y  K8  —  G  Iv,  =  o, 

dont  le  premier  membre  est  une  lialphénienne-limile. 
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SUR  LES  ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  NON  STATIONNAIRE 
DON  FLUIDE  VISQUEUX; 

Pab  M.   L.  Zorktti. 

Pour   l'intégration    des   équations    du   mouvement  stalionnaire 
d'un  fluide  visqueux 

i    dp  i    i)/>  i    dp 

/.  </./•  /.-  dy  k  <>: 

un         dv         dw 

-, -H —  =  O, 

itx         Oy  OZ 

on  peut,  comme  on  sait,  procéder  de  la  façon  suivante  :  déterminer 
quatre  fonctions  harmoniques  'j,  !;,  ij,  Ç,  telles  que 

0;         èt\        <K  _ 
dx       dy       Oz  ~    ' 

puis  déterminer  trois  fonctions  U,  V,  \\ ,  telles  que 

AU  =  —  ;.  AV=-    r(.  A\\    =— Ç, 

,/U       dV       'A\ 

X"  ~l~  1 h  ~T~   =  0: 

('./•         i)y  Oz 

on  aura  alors  pour  les  vitesses 

d»        -A\        ,j\ 

<//•         dy  <>z 

•>-r      oi      ow 

dy        Oz         Ox 
fa        o\        d\ 

''c         t*./-         oy 

.!«•  me  propose  d'indiquer  une  marche  analogue  dans  le  cas  d'un 
mouvement  non  slationnaire. 
Les  équations  à  intégrer  sonl  : 

•)ll  1     Dp  k 

<>/  p   <J.r         p 

(O  —  -+-  -  ;         A.-  =  o, 

dtv        i  'V       A" 

h       -' Air  =  o  : 

dt         p  da 

~T  ,~   =  °« 
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Substituons  aux  trois    fonctions    «,  v,  w  les  quatre  nouvelles 
fonctions  cp,  U,  V,  W  de  x,  y,  :■  et  t  qui  vérifient  les  équations 


<J.r          ôy 

oX 

do          dV 
Oy         àz 

Ô\X 
dx 

do          dX 

W   ==  -ri  H 

ÔV 

dx  ôt        o  dx        dt\  ôy         ôz  J        p  \  ôy  ôz 

Posons 


L'équation  de  continuité  donne  immédiatement  As  =  o  (l'opé- 
rateur  A  s'appliquant  naturellement  aux  trois  variables  x,  y,  z  et 
non  à  t).  La  première  des  équations  (i)  devient 

c'o         i   ôp        ô  /ô\\       d\\       k  /  0     „T        ô     ,, 

dt        p  ' 
l'équation  précédente  s'écrira  alors 

*  +  *  ( '™  _  ^  _  *  /  ' iW  - 1  iv )  =  o. 

ôx        dt  V  ôy         ôz  J        p  \ôy  ôz       j 

Adjoignons  à  cette  équation  les  deux  analogues  et  éliminons  P; 
nous  aurons  trois  équations  en  U,  V,  W,  dont  voici  l'une  : 


ô*     /£W  _  ôX\  _  k    à_/à_AW        à_ 

dy  ôt  y  ôy         ôz  /         p   dy  \  dy  dz 


(à\V_  dX_\ 
\  dy         dz  ) 

\dz  dx  J         p    dx  \  oz  dx         / 


dx  dt 
On  peut  encore  l'écrire  ainsi  : 

à  /j*w     d**w  _  d*v    _  <?»u  \ 

dt  \  dx'2  dy-  ôy  ôz        ôx  ôz  / 

p  Lv^  +  ày* 

Posons 


:r^  +  £W-,£-*v-;r«i-*ol 

/  dy  oz  ôx  ôz 


AU=—  5,  AV=— r,.  A\V=  — 

àU_       d\_       <AV  _ 
dx        dy         dz 
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l'équation  précédenle  devient 


àt\      "■       dz)        o  I  ->        Oz  \0x        Oy    '    dz}\ 


dt 

Remarquons  alors  que 

";        àrt       <K 


-AI; 

Ox        Oy        Oz 


l'é(|uation  précédenle  peut,  par  suite,  s'écrire 
à\        àl\        k(  à      \ 

bL  -+-  -T-  ( AI  )  =  o. 

Ot         p      ■        <)z  \  Ot        p      } 


ou  encore 

»",        k  .„        d  (ô\        h 


Nous  avons  le  droit  de  poser 

k    ,       o\ 

-  AI =  o, 

p  <fc 

équation  en  I  seul.    Mois  jj,  r,,  Ç  devront  satisfaire  aux  équations 
analogues 

k  dt  k  or.  A  àl 

-  A; =  o,  -  Ar, —  =  o,  -  A^ =  o. 

?  dt  p      '         Ot  p-dt 

On  aura  ensuite,  pour  déterminer  U,  V,  W,  à  intégrer  le  sys- 
tème 

AU-  —  l  A\  '=  — r„  AW=-; 

dlj         ,)\  ,)\\ 

1 — h  -; — k-t-  =  I. 

O.r         Oy         Oz 


D'où,  enfin,  les  expressions  de  u,  c,  w. 
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SUR  LA  TRANSLATION  UNIFORME  D'UN  CORPS  DE  RÉVOLUTION 
DANS  UN  FLUIDE  VISQUEUX; 

Par  M.   L.   Zoretti. 

Je  me  propose  d'étudier  le  mouvement  de  translation  uniforme 
d'un  corps  de  révolution,  parallèlement  à  l'axe  de  révolution,  dans 
un  fluide  visqueux  indéfini  au  repos  à  l'infini.  La  solution  du  pro- 
blème dépend  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième 
ordre. 

Prenons  l'axe  de  révolution  pour  axe  des;;  supposons  les  axes 
des  x  et  des  y  liés  au  corps.  Nous  allons  étudier  le  mouvement 
relatif  du  fluide  par  rapport  à  ces  axes.  Servons-nous  de  coordon- 
nées cylindriques  /•,  Q,  z.  La  vitesse  u,  p,  w  dépend  de  r,  9  et  z; 
mais  la  projection  w  ainsi  que  la  pression  p  ne  dépendent  pas 
de  9.  De   plus,  le  vecteur  vitesse  rencontre  Oz  et   l'on  peut  écrire 

u  =  cosô.©( /•,  z),         v  =  sin 8.©( /•,  z). 

Enfin,  le  mouvement  relatif  est  évidemment  permanent,  en  sorte 
que  les  équations  indéfinies  du  mouvement  lent  sont 

i   dp  i    dp  î    dp 

ùk.U  =  y  -f-»  Ar  =  r  —  ,  Air  =  -  —  ; 

k  àx  k  dy  k  dz 

Ou  dv  On- 

! 1 =  O. 

<>x        Oy        Oz 

Transformons  ces  équations  en  prenant  /•,  H  ei  z  pour  variables. 
On  sait  que  la  dernière  se  transforme  en 

Oo         (p         dw 
dr        r         Oz 
ou 

La  troisième  devient,  comme  on  le  voit  aisément, 


d*  w        <>'-  w        i   dw 

i   dp 

— 1 ; 1 

dr1           dz*          r    oz 

—  J  77s 

—  -2li2  — 
Les  deux  premières  se  réduisent  à  l'équation  unique 

a-  o        o"-  o         ?    _   '    °l> 
(  Dr-         oz2         r-         k  Or 

L'équalion  (i)  conduit  à  poser 

r  —  Oz  '  or 

et  à  prendre  comme  inconnues  u  eL  p.    Il  devient  alors   naturel 
d'éliminer p  entre  les  équations  (2)  et  (3),  ce  qui  donne 


0   fd*w        0%w        1  dw\  __   ')   /d*<f 
d?      o7*   ~^  ~dz*    "*~  r  ~o~z  j  ~  Oz     Or- 


nz- 


1   dut        1   dm  ■ 

En  remplaçanl  respectivement  ç  et  w  par  -  —et  -  —  >  on  ob- 
tient une  équation  en  <->  seul  qui  esl  du  quatrième  ordre.  Je  l'écris 
ci-dessous  : 

l)'(»  (!•(•>  <>'U<) 

i  /■'■'■ -1-  r3 h  r- 

dlr*àz*  dr*  Ordz* 

tï-U»  0*1»  à*  ta         ,     à*  m        .  <)i>> 

_i_   ,-2 'J  /-2 1-    /• -f-   ()  /•  — —    —  ()  —    =0. 

Oz*  Or*  oz-  Or*  Or 

Examinons  maintenant  le-  conditions  aux  limites.  A  l'infini,  on 
doit  avoir  u=  P=  o,  W  =  —  V  en  appelant  V  la  vitesse  de  trans- 
lation du  solide  dans  le   fluide.  Il   faut  done  que  -  -r—  soit    nul  à 

1         r  Oz 

l'infini  et  nue  — —  tende  vers  V.  Sur  la  surface  du  corps   qui  a 

pour  équation  V  (/■,  s)  =  o,  t<,  V  et  w  doivent  s'annuler,  les  deux 
dérivées  de  (■>  doivent  donc  s'annuler. 

Cas  de  la  sphère.  —  On  peut  retrouver  ainsi  la  solution  don- 
née par  Oberdeck  (Journal  de  Crellet  t.  81)  pour  le  cas  de  la 
sphère  et  de  l'ellipsoïde  de  révolution  (Oberdeck  a  traité  le  cas 
général  de  l'ellipsoïde  a  axes  inégaux  se  mouvant  parallèlement  à 
un  de  ses  axes,  qui  échappe  naturellement  aux  considérations 
actuelles),  .le  traite  simplement  If  cas  de  la  sphère;  il  suffit  de 
prendre  pour  u  la  solution 

Vr» 


/•'       /  h      \       Vr 

>nst.  h ===:  (  a ) 

.  ,:+  -2  \         r»-t-  «V         a 
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c'est-à-dire  pour  es  et  w 


\ib  —  ai  /-î-l-22)], 


(  /-2-r-  s2  )2  VV2-|-  32 

<7  (  r2  -+-  ■?.  z*  ) 
(  /•'-  -+-  z*  )  v/r*-+-5*         (  r«  4-  £2  )2  v/'-2-*-*2 


<7  (  r2 -+-  -y.  z'1  )  ô(/-2 —  zz*) 

VP  =  ,  H —  V. 


En  posant 


i  * 


on  trouve 


l/r2  -+-  z%  /r2-4-^2 

ox        ox  oz 

w  =  V  —  il-H^-r-H V  • 

oz  Oz1 

Les  conditions  aux  limites  donnent  immédiatement 


36  =  erR2, 
et,  par  suite, 


_  Rsy 


a=^RV, 
4 


R  désignant  le  rayon  de  la  sphère. 


SUR  LES  FONCTIONS  ASYMPTOTIQUEMENT  PÉRIODIQUES; 
Par  M.   Edmond  Maillet. 

1.    —   Exposé. 

Je  me  propose  ici  de  dire  quelques  mots  des  fonctions  asympto- 
tiquement  périodiques,  en  les  définissant  pour  le  cas  des  variables 
complexes  et  de  la  périodicité  simple  ou  double.  Un  résumé  d'une 
partie  de  ce  qui  suit  a  été  communiqué  au  Congrès  de  Lille  pour 
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l'avancement  des  Sciences  en  1909  (voir  Mémoires  de  ce  Congrès); 
les  énoncés  que  j'y  ai  donnés  ne  s'appliquent  qu'aux  fonctions 
n'ayant  en  chaque  point  des  domaines  étudiés  (frontières  non 
comprises)  qu'une  valeur  unique^  bien  déterminée,  finie  ou 
infinie.  Dans  la  présente  Note,  je  traite  en  outre  le  cas  où  les 
fondions  de  variable  complexe  ont,  dans  les  mêmes  domaines, 
des  points  singuliers  essentiels  isolés. 


II.    -   C 


AS    OE    LA    PElilODICITE    SIMPLE. 


Définitions.  —  Soit  une  fonction  /(:■)  monodrome  dans  un 
secteur  du  plan  complexe  des  z,  ce  secteur  ayant  pour  sommet 
l'origine,  et  comprenant  à  son  intérieur  le  vecteur  to  issu  de  cette 
origine;  soient  encore  z  un  nombre  positif  donné,  arbitrairement 
petit,  a  une  fonction  'l(z)  de  z  qui  croît  constamment  et  indéfini- 
ment quand  e  tend  vers  o.  Je  suppose  que,  pour  chaque  valeur 
de  s,  on  puisse  déterminer  a  de  façon  que  toutes  les  valeurs  de  z 
et  z  •+■  mœ  (m  entier  variable  positif  ou  négatif)  comprises  dans 
ce  secteur,  et  dont  Je  module  défisse  at,  satisfassent  à 

(1)  /i;-/»W|-/(;,     <e, 

quel  que  soit  ///. 

Dans  ces  conditions,  la  fonction  f(z)  sera  dite  asymptotique- 
ment  périodique  de  période  to. 

On  peut  dire  aussi  que  l'inégalité  (1)  a  lieu,  dans  le  secteur,  en 
dehors  du  cercle  Ca  de  rayon  a  ayant  pour  centre  l'origine. 

La  fonction  f(z)  est  supposée  ici  n'avoir  en  chaque  point  du 
secteur  (frontières  non  comprises)  qu'une  valeur  unique,  bien 
déterminée,  finie  OU  infinie. 

Mais  on  peut  assujettir  la  fonction  à  des  conditions  moins  res- 
trictives, en  conservai)!  la  même  définition,  ou,  plus  exactement, 
réduire  le  domaine  où  la  fonction  f(z)  a  une  valeur  unique,  bien 
déterminée,  lime  ou  infinie.  J'admettrai  pour  ce  qui  suit  que  f(z) 
jouit  encore  de  celte  dernière  propriété,  sauf  peut-être  sur  les 
frontières,  au  voisinage  de  l'origine,  et  en  un  nombre  fini  ou 
infini  de  points  qui  seront  pour  elles  des  points  singuliers  essentiels 
isolés.  La  définition  de  la  périodicité  asymptotique  restera  la 
même  [inégalité  (  1  )]. 
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On  obtient  le  cas  des  fonctions  réelles,  univalentes,  de  variable 
réelle  t,  en  prenant  co  réel,  et  l'angle  du  secteur  nul.  On  suppose 
seulement  que,  pour  chaque  valeur  de  |/|  du  domaine  supérieure 
à  une  quantité  fixe  X>o,  f(t)  a  une  valeur  unique,  bien  déter- 
minée, finie  ou  infinie;  on  dira  alors  que./(£)  est  asymptotique- 
ment  périodique  pour  é=4-od,  ou  t  =  —  oo,  respectivement,  si  le 
secteur  d'angle  nul  comprend  l'axe  des  t  positifs,  ou  celui  des  t 
négatifs,  respectivement. 

i"  Cas  de  la  variable  complexe  z.  —  En  changeant  au  besoin 
l'orientation  des  axes,  on  peut  toujours  s'arranger  pour  que  to  soit 
réel  et  positif;  c'est  ce  que  j'admettrai,  en  sorte  que  le  secteur 
comprend  l'axe  Ox  des  x  posilifs. 

Soit,  dans  le  secteur, 

/(z  -+-  mat)  — f[z  -t-  (m  —  i)wj  == —  um{z)  ==  —  um,         m  entier  >  o. 
En  dehors  de  Ca  on  a,  d'après  (  i  ),  pour  tout  entier  m  >>  o, 
\f(js)—f(z+  mw)|  <e. 

La  fonction  f(z) — f(z-\-nnô)  n'a  donc,  pour  chaque  valeur 
de  m,  quand  z  est  en  dehors  de  Ca,  ni  infini,  ni  point  singulier 
essentiel  isolé  au  voisinage  duquel  le  module  de  cette  fonction 
pourrait  être  aussi  grand  qu'on  veut(').  11  existera  un  cercle  T, 
de  rayon  fini,  ayant  pour  centre  l'origine,  et  en  dehors  duquel  les 
fonctions  f(z)  — f(z-+-  m  co)  n'ont  plus  ni  infini,  ni  point  singulier 
essentiel  isolé,  c'est-à-dire  n'ont  plus  de  point  critique  dans  le 
secteur,  et  ceci  pour  toute  valeur  entière  dem>o. 

Soit  A  le  domaine  des  points  z  =  x  +  iy  du  secteur  ou  bien 
situés  en  dehors  de  T  quand  x^o,  ou  bien  pour  lesquels  \y\  est 
supérieur  au  rayon  de  T  quand  xl£o.  Je  ne  considère  jusqu'à  nouvel 
ordre  que  des  points  z  de  A  :  les  points  z  -+-  moi  (m  entier  ^o) 
correspondants  sont  tous  dans  A. 

Je  pose 

S»j(-s)  =  «i  ■+•  Kj-f-. .  .-4-  Uln  =  /(  z)  —/(z  -+-  moi). 

La  série  S,„  converge  et  tend  vers  une  limite  S(z)  pour  m  infini, 
(')  E.  Picahd,  Analyse,  t.  II,  1893,  p.  120. 
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car 

lim|  S,,— S7    =  lim  f{z  —  ?«»)-  f(z  —pu)\  =  o, 

pour  p  el  q  infinis.  De  plus,  cette  convergence  est  uniforme  dans 
tout  domaine  fini  D  de  A.  En  effet,  si  z{  =  ;  -h  ruù(n  entier  >o), 
on  a,  quel  que  soit  l'entier  /.  >  o, 

|  S*+*—  S„  |  =      UB+,  ■+■  .  .  .  ~  Ull  +  k  |  =   |  /(  5,  -+-  A ■  to)  -  /(  *,  )  |  <  s, , 

e,  étant  un  nombre  fixe  positif  donné,  arbitrairement  petit,  indé- 
pendant de  /.  et  le  même  pour  tout  point  de  D,  pourvu  que  n  dé- 
passe une  certaine  limite  nt  ;  d'autre  part,  on  peut,  pour  chaque 
valeur  de  z  dans  D,  trouver  une  valeur  de  k  telle  que 

|S-  S„+a|<6,; 
il  en  résulte,  en  chaque  point  de  D, 

|s  -s„ |<->.£,. 

c'est-à-dire  que  la  convergence  de  S  est  uniforme  dans  D. 

Soit  alors 

F(z)  =  f(z)-S(z); 
on  a 

H|(î  +  W)  =  Ut(z),  ...,  Kyfc(*-f-  *»)  =  U*+l(*)i  •••! 

f(z  H-  eu)— /(*)  =—  Ut(z), 

S,„(  z  -t-  (a)—  Sm(z)  =  m,„  ,  ,(  »  —  «i(z), 

/(z  +  (ti)  —  s,n(x  4- w)  =  /(*)—  s,„(3)  —  um-mC*); 

faisant  croître /W  indéfiniment,  on  a 

F(*  -+-  w)  —  F(«)  =  o. 

el  F(s)  est  une  fonction  périodique  de  u  dans  A. 

D'autre  part,  il  est  bien  évident  que,  dans  A,  |S(s)|  peut  être 

piis  aussi  petit   qu'on  veut  dès    que  |  z  \  =  r  est  assez  grand;  car, 

si  /•  >  a, 

|  STO(J)  |  =  |/(*)—/(*  ■+■  m»)  |<e, 

quels  que  soient///  entier  positif  el   ^  ;  pour  chaque  valeur  de  z 
dans  A,  on  peut  trouver  ///  assez,  grand  et  tel  que 

|S  —  S,„  |<s; 


—  207  — 
par  suite  on  a  ,  quand  /•  >>  a, 

|S|<26. 

On  peut  remarquer  que,  dans  A,  S(-)est  monodrome  et  fini,  et 
que  les  points  critiques  de  f{z),  infinis  ou  points  singuliers 
essentiels  isolés,  y  seront  ceux  de  F(s)  ;  ces  points  critiques  seront 
donc  périodiques. 

La  fonction  F(j)  se  trouve,  à  cause  de  sa  périodicité,  définie 
dans  tout  le  secteur;  en  effet,  ce  dernier  comprenant  l'axe  des  x 
positifs  à  son  intérieur,  on  peut  toujours  trouver  dans  A  un  point 
x-\-iy  où  y  ait  une  valeur  arbitraire.  On  peut  alors  prendre  pour 
S(z)  la  fonction  qui  satisfait  à  l'égalité 

f(z)=  F.(*)-fS(*), 

dans  tout  le  secteur. 

z  étant  un  point  quelconque  du  secteur,  on  peut  prendre  n  assez 
grand  pour  que  Ç  =  c  +fto)  soit  dans  A;  on  en  conclut 

/(C)=F(Ç)H-S(Ç), 
S(^)  =  /(*)-F(0=/(^)-/(0  +  S(0. 

Inversement,  on  vérifie  de  suite  que,  si,  dans  le  secteur,  une 
fonction  f(z)  est  la  somme  d'une  fonction  périodique  ¥(z)  et 
d'une  fonction  S(^)  telle  que  |  S  |  <<  2£  pour  r  =  I  z  |>>  a,  /(z)  est 
asjmptotiquement  périodique. 

On  peut  encore  montrer  que  S(z)  a  dans  A  une  dérivée  dont  le 
module  tend  vers  zéro  avec  r"*1.  En  effet,  soit,  dans  A,  G  un  cercle 
de  rayon  fini  Z  assez  petit  ayant  comme  centre  le  point  a.  On  sait 

que 

f*m(z)dz 
,  /        z  —  a 

en  faisant  croître  m  indéfiniment,  on  ;i 

S(z)dz 


.  ,     rs(z). 
«)=  /  -73 


■>.  - 1  S 1  ' 

'c 


iice  S' (a)  =   / 


S  (  3  )  di 


(z  —  a  i« 
Il  en  résulte  de  suite  une  limite   supérieure   fixe  z-2  de  |S'(a)| 
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dans  A  pour  /\>a  +  o,  si  l'on  attribue  à  o  une  valeur  fixe  indépen- 
dante de  a:  z->  lend  vers  zéro  avec  £  ou  -• 

Dès  lors,  dans  A,  en  dehors  des  points  critiques  de  /(z),  F(s)  a 
une  dérivée  F'(r)  telle  que 

f(z)=F'(z)  +  V(z), 

et  /'(z)  est  asymptotiquement  périodique  dans  le  secteur. 

Dans  le  cas  où  le  secteur  comprend  tout  l'axe  Ox  pour  x>oet 
pour  x<o,on  pourrait  raisonner  sur  la  période  —  (o,  dans  un  do- 
maine A,  analogue  à  A,  comme  on   l'a  fait  sur  la  période  tu;  on 

trouverait 

/(*)  =  *(*) -h  2(«), 

où  <I>  est  périodique  et  analogue  à  F,  E(.s)  la  limite  pour  m  =  oc 
de 

£«,(*)=/(*)-/(■«  -/n,a>). 

La  première  de  ces  deux  égalités  définit  ^.iz)  dans  tout  le 
secteur. 

Soit  alors  z  un  point  quelconque  d'un  domaine  fini  D,  du  sec- 
teur ne  comprenant  aucun  pointerilique  def(z):  on  peut  trouver 
n  entier  et  tel  que  £  =  z  -+-  ruo  soit  toujours  dans  A,  ^,  =  ;  —  //  tu, 
dans  A,,  quel  que  soit  le  point  ^  de  D,,  dès  que  n  dépasse  une 
certaine  limite  v.  On  a  donc 

S(*)  =/(*)-/(Ç)  -t-S(Ç), 

s(-0  =  /(«)-/(  ?i)  -t-s(Çi), 
/(*)  =  F(*)-t-S(*)  =  *(.s)-i-s(*)' 

(  )n  en  conclul 

S(z)  -  s(«)  =  «i.i  s)  —  F(«)  =  /(  r ,  i  -/,  :  i  -+-  s  (  r  »  -  -  ï  i 

-  V(z)  a    pour  période   to,   par  suite   aussi   Si  3  |       1   z 
mais,  s  étant  un  nombre  positif  donné  el  arbitrairement  petit,  on 
peut    prendre  v  assez  grand    pour  que  |S(Ç)|<£»    |S(Ç,)|<6, 
|/(Çi)       /(£)!<  z  dès  qi,r  "  >v,  donc 

|S(*)     -2(a)|<36. 
Ceci  n'esl  possible  que  si  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  ^  dans  Dt 
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d'où 

F(*)  =  *(*), 

On  peut  résumer  une  partie  de  ce  qui  précède  dans  l'énoncé  sui- 
vant: 

Théorème  I.  —   On  a  dans  le  secteur 

{%)  f(z)=F(z)-r-S(z), 

où  V(s)  a  la  période  co,   et  où  S  (s)  est  monodrome  en  dehors 
d'un   certain    cercle    T,    ayant  pour    centre   l'origine,    avec 
|  S (z)  |<C2-  dès  que  r=  |sl  >  a. 
On  a  aussi 

/'(*)  =  F'(*)  +  S'(z), 

etf'(z)  est  asympto  tique  ment  périodique  de  période  to  <^<7«.ç  /e 

2°  Cas  t/e  /a  variable  réelle  t.  —  Il  suffira  de  raisonner  de  la 
même  manière  en  supposant  nul  l'angle  du  secteur,  et  avec  les 
hypothèses  indiquées  \)ouv  f(t).  Sauf  ce  qui  est  relatif  à  la  dérivée, 
les  mêmes  démonstrations  s'appliquent,  légèrement  modifiées,  soit 
pour  £^o,  soit  pour  t  quelconque,  sans  qu'il  soit  nécessaire 
d'admettre  que  la  fonction  a  une  dérivée. 

Soit  maintenant  le  cas  où  f{t)  a  une  dérivée/'(£)  remplissant 
les  mêmes  conditions  quey(/),  par  exemple  pour  t^o  :  f'(t)  est 
asvmptotiquement  périodique  de  période  to  pour  /=  -j-oc.  On 
trouve  encore  que  la  série 

c(t)  =  u\  -K  .  .-h  u'm  -+-... 

vsi  uniformément  convergente  dans  un  domaine  A' analogue  à  A  el 

formé  des  valeurs  de  t  >~,  t  élant  un  certain  nombre  fini    -<>.  On 
en  conclut  (  •  )  que,  dans  A', 

»(*)=*  S'(Oi       /'(O  — S'(0=  Fi(0=  F'(*). 
c'est-à-dire  que  F(j),  S(t)  ont  des  dérivées  dans  A'.   Vit  \  étanl 

(')    Voir,  par  exemple,  C.  Jordan,  Cours  d'Analyse. 
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périodique  pour  ^  o,  on  pourra  donc  écrire 

/'(*)  =  P(0  +  S'(0 

pour  toute  valeur  positive  de  /  :  enfin  |  S(*)  |  et  |  S'(7)  |  sont  <  e 
dès  <|ue  /  >  a. 

Si/(/)  et/'  (7)  remplissent  les  conditions  supposées  pour  /^o 
et£5joà  la  fois,  la  considération  de  la  période  — to  conduit  à 

/(<)  =  *(<)-»- 2(0, 

où  *(*)  est  périodique  et  analogue  à  F(/),  Z(t)  analogue  à  S(/); 

on  a 

<1>=F,        S  =  2. 

l)onc   : 

Théorème]!.  —  La  /onction  réelle /(t)  définie  plus  haut 
étant  asymptotiquement  périodique  de  période  <■>  pour  t  <>. 
on  a 

(3)  /(<)=F(0-«-S(0,         «èo, 

où  V(t  )  est  périodique,  de  période  ta,  et  où  S(t)  est  univalente 
et  tend  vers  zéro  avec  t~{.  Inversement  toute  fonction  de  cette 
forme  est  asymptotiquement  périodique  pour  t^o. 

Si  fit)  a  une  dérivée  elle-même  asymptotiquement  pério- 
dique de  période  m  pour  t  =  o,  on  a 

/'(0  =  *"(0-l-S'(O,        tïo, 

S'  tendant  vers  zéro  avec  /"'. 

III.        -     CAS    ni'.    LA    PÉRIODICITÉ    DOUBLE. 

Définition .  —  La  définition  sera  analogue  à  celle  de  la  périodi- 
cité simple  :  l'inégalité  I  i)  devra  seulement  être  remplacée  par 
l'inégalité 

i  1  i  |  /(  z  -+-  m ,  «j,  4-  m, wj  )  —  /(  s)  |    C  i 

pour  les  points  3  et  ;  (-//j,<o,  h  ^a^a  du  secteur  situés  ea  dehors 
de  C«,  m i  et  m i  et ii ni  entiers,  positifs  ou  négatifs  ;  on  suppose  que 
le  secteur  comprend  les  vecteurs  <•>,,  ta%  issus  de  l'origine. 
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On  remarque  que  /(:■)  est  dans  le  secteur  une  fonction  asymp- 
totiquement  périodique  de  toi,  et  aussi  une  de  io.2.  On  peut  tou- 
jours admettre  qu'une  des  périodes,  w,,  par  exemple,  est  réelle 
et  positive. 

On  formera  d'abord  la  région  R  limitée  par  le  secteur  AO  A',  le 
cercle  F  en  dehors  duquel  f{z)  — /(z  H-  mt  eu,  -+-  /h2i.>2)  n'a  pas  de 
point  critique  dans  le  secteur,  ci,  s'il  y  a  lieu,  des  tangentes  à  ce 
cercle,  parallèles  à  —  w,  et  — u>2.  Les  points  du  secteur  situés  en 
dehors  de  R  constitueront  un  domaine  A2  analogue  à  A  ('). 

Dès    lors,    quand    z    est    dans    A2,    les    points    correspondants 


s  -+-  ///,  to,  +-  m2(o2  [m,  ^  o,  m2  =o  et  entiers)  sont  tous  dans  A2; 
si  ;  n'est  pas  dans  A2,  on  peut,  pour  chaque  valeur  de  s,  trouver  p., 
et  [x2  tels  que  z-\-  mt  wt  -+-  m2to2  soit  dans  A2  quand  les  entiers  ///, 
et  m2  sont  ^  o,  et  m,  ^  p.,  ou  m2  ^  p2. 

Je  vais  d'abord  établir  le  lemme  suivant  : 

Lemme.  —  Si  f(z)  a  exactement  la  période  co2  dans  le  secteur, 
elle  y  a  aussi  exactement  la  période  u>,. 

Je  suppose  en  effet  que  /(z),  ayant  la  période  to2  dans  le  sec- 
teur, n'y  ait  qu'asymptoliqucment  la  période  ta\.  On  peut  rai- 
sonner sur  _/*(,£)  comme  au  théorème  1,  en  prenant  ti»  =  û)j  Soit 
Ç  =  z  -+-  n  a><  ,  avec  w  >  o  et  choisi  de  façon  que  Ç  soit  dans  A2  ;  il 
en  sera  de  même  de  Ç  -f-  to2  ;  on  a 

/<*)  =  F(»)-HS(*)f         S(z)=/(^)-/(0  +  S(^;. 


(')  La  figure  suppose  AOA'>~. 
XXXVilI. 


r8 
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F  (s)  ayant  la  période  (o, .   Uors,  f(2)  ayant  la  période  w2, 
S(Ç-+-€t>»)  —  S(Ç)=  S(s  +  a»,)—  S(z). 

On  peut  prendre  n  assez  grand  pour  que  les  modules  de 
S(^H-o)2)el  S(Ç)  soient  plus  petits  qu'une  quantité  donnée  arbi- 
trairement petite;  donc 

S(z  -t-  o>t)  =  S(z). 

Mais  S(z -\-pu)2)  a  aussi  son  module  plus  petit  qu'une  quantité 
donnée  arbitrairement  petite  lorsque  l'entier  p  esl  assez  grand; 
L'égalité  S (z  I  pua)  =  S(^)  exige 

S(*)  =  o,        /(*)  =  F(a), 
c'est-à-dire  quey(.z)a  aussi  exactement  la  période  (•>,. 

(   .    Q.    F.    1). 

Ceci  posé,  je  \ais  établir  ce  résultai  : 

Théorème  III.  —  Le  théorème  I  et  la  formule  1 1  >  s'étendent 
aux  fonctions  doublement  et  asymptotiquement  périodiques, 
avec  cette  modification  que  I*  i  :•  >  a  exactement  les  deux  pé- 
riodes <•)(  et  u)2. 

En  effet,  si  l'on  considère  la  période  io3,  d'après  (a),  on  a  dans 
le  secteur 

/(*)=/,(  S)         ?(i), 

où J\{z)  <\  la  période  (•>.,,  el  <>ù  |o(s)|<2e  en  dehors  de  <",a.  Par 
conséquent 

e^i  dans  le  secteur  une  fonction  asymptotiquemenl  périodique  de 
période  <->,.  Le  lemme  précédent  montre  de  suite  que  f\(z)  a 
exactement  la  période  o>,,  c'est-à-dire  est  doublement  périodique. 

c.  Q.  F.  n. 

Remarque.  La    somme   ou    le  produit  de   deux  fonctions 

asymptotiquement  périodiques  el  de  mêmes  périodes  est  évidem- 
ment une  (onction  de  même  nature. 
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NOTE  AU  SUJET  DU  PENDULE  CONIQUE; 

Par    M.    le   Comte   de   Spakre. 

On  connaît  les  théorèmes  dus  à  Puiseux  et  à  Halphen,  en  vertu 
desquels  l'angle  <I>  formé  par  les  plans  verticaux  passant  par  le 
pendule,  au  moment  de  son  écart  minimum  et  de  l'écart  maximum 

suivant,  est  compris  entre  -  et  tc,  théorèmes  dont  une  démonstration 

élémentaire  a  été  donnée   par  M.  de  Saint-Germain  dans  le  Bul- 
letin des  Sciences  mathématiques. 

On  connaît  également  le  théorème  dû  à  Résal  en  vertu  duquel, 
pour  les  petites  oscillations,  la  projection  horizontale  du  pendule 
décrit  une  ellipse  dont  les  axes  tournent  dans  le  sens  du  mouvement 
avec  une  vitesse  angulaire  égale  à 

où  0„   désigne   l'angle  d'écart  maximum,    0,    l'angle  d'écart    mini- 
mum, /  la  largeur  du  pendule,  g  la  gravité. 

Je  me  propose  dans  la  petite  Note  qui  va  suivre,  d'exposer 
une  méthode  permettant  d'établir  en  même  temps  ces  trois  théo- 
rèmes. 

I.  Soient  H  l'angle  d'écart  du  pendule  à  un  instant  quelconque, 
cp  l'angle  du  plan  vertical  passant  par  le  pendule  avec  un  plan 
vertical  fixe,  /  la  longueur  du  pendule. 

Supposons  qu'on  prenne  pour  instant  initial  celui  où  I  angle 
d'écart  80  du  pendule  est  maximum. 

Les  équations  du  mouvement,  déduites  du  théorème  des  aires 
el  de  celui  des  forces  vives,  pourront  s'écrire 

(i)  sin285t  =sins8o<p£, 

(2)  ^  +  si.r-0  ^f  =  8in»e0<p'0J  +  ?f  (cos8  -  cosOo), 
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dt 


où   'f'0   désigne    la   valeur  initiale   de   -~  et,   en    remarquant  que, 

/VA 

d'après  l'hypothèse  faite,  -y-  est  nul  à  l'instant  initial. 


dt 
En  tirant  -—j-  de  (i)  et  le  portant  dans  (2)  on  aura 

(3)  sin^O—  =     sin2eocp'02-H  -f-  (cos8  —  cos60)    sin20  —  sin^e0»'0*. 
Posons  maintenant 

,3  =  sm2-,  a  =  sin2  —  >  o  =  a(i —  a)<e„- —  • 

2  2  TU  # 

Les  équations  (3)  et  (1)  deviennent 

(4)  ^  --    ^(j-a)[i«-(i  +  B)i  +  (i-a)B], 

L'équation 

(6)  *«—  (h-B)-sh-(i  —  o)B  =  o 

a,  ainsi  qu'on  le  voit  de  suite,  une  racine  6  comprise  entre  o  et  1 
et  une  racine  c  supérieure  à  1. 

La    racine  h  correspond    à    L'angle    d'écart  minimum  0,  qui  est 
fourni  par  la   relation 

(7)  3in»^i  =  6. 

), 

On  aura,  d'après  ce  que  non.-,  avons  dit, 

(8)  c>i>a>b>o     ('). 

Les   relations  entre  les  coefficients  et    les  racines    de   l'équa- 
tion (6), 

(9)  6-t-c  =  i-t-B, 

(10)  6c  =  (i  — a)B, 

C)  On  voit  aussi  que   b  <  1  —  a,  d'où   l'on    conclut  que,  si  6,  est   plus  grand 

ir 
que    — .    on    a  9,<  71  —  00  puisqu  on   .1 


■i»'?<cos^       «n»(2-H 
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donnent  d'ailleurs 


(  i  —  b  )  (  i  —  a  ) 
(u)  c -- 


(vi)  B  = 


i  -  a  —  b  i  —  a  —  b 

b(l—b) 


I  —  a  —  b 


L'équation  (4)  peut  alors  s'écrire 
(i3)  —  =  ~£(c  —  z)(a  —  z)(z  —  b), 

et  l'équation  (5)  devient  par  suite,  en  remarquant  que  z  commence 
par  décroître, 

,  a{\  —  a)     ,       / 1  "** 

(,4)  d*=-*z«-z)*'>\/ë 


\/(c  —  s)(a  —  z)(s  —  b) 
Mais  l'équation  (io)  donne,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  B, 

abc  =  a( i  —  a  )  li  =  a2  (  i  —  a)2<p'02  —  > 

de  sorte  que  l'équation  (i4)  peut  s'écrire 


(  1 5  )  dm 


2(1 -S)!/  «- 


i/— îVO-Saî-1; 


II.   Nous   allons  établir  d'abord   les  théorèmes   de   Puiseux  et 
d'Halphen;  pour  cela,  posons 

1  =  «,         T  =  P.         £  =  Y- 
a  6        r  c 

L'équation  (i5)  pourra  s'écrire 

d\ 

(  1 6  )  rfo  = 


(l  —  3)/l  —  Y' 


Considérons  maintenant   l'expression 

r  =  l  +  \z-         '        , 
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d'où  l'on  di' du  il 


dy 


(■"  ï  =  * 


2(1  —  7.-  >s 


et  supposons 

(18)  X  >  ^: 


pour  5  =  0,   >'  csi  nul  ci    sa  dérivée   positive;   cette  quantité  est 
donc  d'abord  positive,    lorsque    z  croît  à   partir  de  zéro,   elle  est 

d'ailleurs  continue  lorsque  z  croît  <lc  0  à  — •  Or  sa  dérivée  admet 

Y 
une  seule  racine  positive, 


=  -I 


-m- 


donc  ((Ile  quantité   d'abord  positive  ne  peut  s'annuler  que  pour 

une  seule  valeur  de   ^  comprise  entre  o  et  -  •  Si  donc  on  dispose 

Y  ' 

de  X  de  façon  que  y  soit  nul  pour  z=  1  ('),  il  sera  positif  pour 

ton  les  les  valeurs  de  z  comprises  en  ire  o  et  1 . 

La  condition  »  —  o  pour  ;  =  1   nous  donne 


(19)  X=- 


/7=7 


D'ailleurs  cette  valeur  de  y  vérifie  la   relation  (18).  On  déduit 
en  effet  de  (19) 


1-1  = 


2       \/i  —  y 
or, 


(- 


Y\2._Y^3^Y>o; 


1  —  Y       \        •'  /         4    1  -  Y 
X  étant  choisi  de  ((lie  façon,  au  ino\cn  de  l'équation  (19),  on  a 

I  A  Z  >    — ^====  , 

Vi  —  Y* 

ci  comme  d'ailleurs  on  a  évidemment 

1 

:=>', 

('--)  y/' -7; 

(')  El  en  supposant  que  cette  valeur  .l<  ).  vérifie  aussi  la  relation  (18) 
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nous  déduisons,  de  la  valeur  (16)  de  d®, 

d  -  .  d- 

Z  ,         ^     I  +  À2  3 

<dy  < 


WWW^)         -,H"V(ï-)(»-:) 


Posons  maintenant 


-  =  a  sm2  «  -l-  [s  eus-  n , 


d'où  l'on  déduit 


t/(R(»-î 


2 

Nous  aurons 

i  +  X 


du  <  dep  < rf«  =  /  H \  rfa. 


i 
i 


Si  alors  nous  prenons  u  =  o  pour  cp  =  o,  nous  aurons,  en  tenant 
compte  de  (19), 

du 


a  <  cp  <  u  -+-  / 

/i  —  y-' 
ou 

u  <  cp  <  u  -+- 


J\  ZTZ .  '„     (a  —  1  1  sins  «  -t-  (P  —  1  )  cos2  u 

ang(v  jr"~Tla"s"); 


/(«-y)(«   -0(P  —  0 

mais  l'équation  (1  1)  donne 

(l_1f)(a-i)(p-l)=  -^ =1, 

de  sorte  qu'on  a  en  délinilive 

(20)  "<<p  <  u-Harctang(  l/|—-ytw»guj. 

Si  dans  cette  formule,  on  fait  u=  >  cp  devient  l'angle  <I>  des 
plans  verticaux  passant  par  un  angle  d'écarl  minimum  et  par  I  angle 
d'écart  maximum  suivant,  el  la  formule  (20)  donne  alors 

-  <  q>  <  7î. 


III.  Reste   à  établir  le   théorème   de  liés, il;   on  doit  supposer 
pour  cela  qu'on  néglige  les  termes  de  l'ordre  de  04. 
Dans  ces  conditions  la  formule  (i  i)  donne  (  '  ) 


et  la  formule  (i5)  devient 

3 

i  »  i  )  dtp  =  —  ii  —  ci 


dz 


Vl- =)(«-) 

Mais  on  a,  avec  la  même  approximation. 

(|  —  z)     J=H Z. 

et  l'équation  (21)  peut,  par  suite,  s'écrire 


3  s/ah  dz  1 

I  "  ,  rff+7       .  =    " 

.     y/{f,-Z)U-b)  2 


dl- 


i/ÎPÏKÏ  T) 


d'autre  pari.  I  équation  (i3)  nous  donne 

I         /7  dz  ! 

dt  = 4  / ■ 

'  »     S  \/(a  —  z)(z  —  b)  \lc,  —  z 

et  par  suite,  toujours  aux  termes  en  0''  près, 

v  =  —  2  Job  4  /  -7  dt. 

s/(a  —  z)(z  —  b)  \      1 

L'équation  (22)  pourra  alors  s'écrire  (2) 


dt>  —  -81  '»„  ,// 


l/C     :)(i    i) 


(  '  )  Puisque  a      -in     "  •  /<      sin5  —  • 
1 

(-)  En  remarquant  que,  avec  l'approximation  convenue. 


\  ab       i     sin   -  mu  -! 

»  1 
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Si  l'on  pose  alors 


(■23)  -  =  —  sin2 <b  -t-  T  cos2  ù, 

z        a  b 

on  aura 

3 

ou,  en  prenant  cp  =  tj>  =  o  pour  t  =  o, 

ty  =  «p  —  g  Mo*. 

D'ailleurs,  si  p  désigne  le  ravon  vecteur  de  la  projection  hori- 
zontale, p0  et  p,  les  valeurs  de  p  pour  0  =  ô0  et  8  ==  B, ,  l'équa- 
tion ('2.3)  devient,  en  négligeant  toujours  les  termes  en  94, 

(24)  —  =  — 7  sin2u/  H cos2<K 

?"        Pô  Pi 

équation  d'une  ellipse  rapportée  à  son  cenlre  et  à  ses  axes. 

La  projection  horizontale  du  pendule  décrit  donc,  pour  les  pe- 
li tes  oscillations,  une  ellipse  mobile  dont  les  axes  tournent  autour 
du  centre,  dans  le  sens  du  mouvement,  avec  une  vitesse  angulaire 
égale  à 


C'est  le  théorème  de  Résal. 
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SUR  UNE  SURFACE  HYPERELLIPTIQUE  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ 
SUR  LAQUELLE  TRENTE  DROITES  SONT  TRACÉES  ('); 

Pau   M.   Traynard. 


Je  rappelle  que  si  les  coordonnées  homogènes  x,  t  ,  c.  /  d'un 
point  soûl  proportionnelles  à  quatre  fondions  ihêta  de  deux  va- 
riables, de  même  ordre,  de  même  diviseur,  de  même  caractéristique 
et.  de  même  parité,  la  surface  ainsi  déterminée  est  hyperelliplique 
de  rang  deux.  Pour  que  cette  surface  soit  du  quatrième  degré,  les 
fonctions  employées  doivent  présenter  des  singularités  communes 
pour  les  demi-périodes  seulement  (-). 

Je  considère  les  fonctions  thêta,  d'ordre  huit,  de  diviseur  quatre. 
de  caractéristique  nulle,  impaires;  elles  sont  au  nombre  de  six  et 
s'annulent  pour  les  seize  demi-périodes;  en  leur  donnant  l'une 
d'elles,  o,  o,  comme  zéro  triple,  il  en  reste  quatre  linéairement 
distinctes;  la  surface  correspondante  est.  du  quatrième  degré. 

Elle  admet,  comme  courbes  unicursales  singulières,  la  cubique 
provenant  du  zéro  triple  et  quinze  droites  provenant  des  zéros 
simples.  Je  représenterai  ces  droites  par  les  symboles  des  quinze 
demi-périodes  correspondantes  |  symboles  de  la  forme  ^a(j')]. 

Certaines  fonctions  d'ordre  quatre,  égalées  à  zéro,  sont  les 
équations  d'autres  droites  tracées  sur  la  surface. 

.  0      0  in  O     O 

Les    fonctions  de  caractéristiques  i  i  >   im- 

n     o  o     «i  i     o 

paires,  sont,  nulles  pour  douze  demi-périodes  parmi  lesquelles  o,  o. 
<)n  obtient,  en  les  égalanl  à  zéro,  trois  droites. 

Les  fonctions  paires  appartenant  aux  douze  caractéristiques  dont 
la  deuxième  colonne  n'es!  pas  formée  de  deux  zéros,  sont,  pour 


(')  L'exposé  détaillé  des  propriétés  de  cette  surfaci  a  constitué  une  partie  du 
cours  de  la  fondation  Peccol  en  igog  igio.  l'en  i\.n>  auparavant  signal*  l'existence 
dans  une  Note  l  Comptes  rendus,  i.  c.\l.\l;  p.   iao) 

(:)  Pour  le  détail  des  propositions,  uoir  ma   rhèse      \nnales  </<    l'École    \ 
malc  supérieure,  1907,  p.  77  l.  Suivant  MM    Enriques  el  Severi,  j'appelle  di\ 
l'entier  | >. >->  1 1 il  qui  divise  la  première  période,  rang  l<-  nombre  de  couples  "    > 
corn    poi   lanl  au  même  point  |    icta  mathematiea,  1.  \\\ll  1. 
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chacune,  au  nombre  de  deux  et  s'annulent  pour  huit  demi-périodes; 
on  peut  leur  donner  0,  o  comme  zéro  double;  les  courbes  corres- 
pondantes sont  des  droites  au  nombre  de  douze. 

Je  représenterai  ces  droites  par  le  symbole  de  la  caractéristique 
correspondante  (symboles  de  la  forme  ai.fi').  Le  Tableau  suivant 
donne,  pour  chaque  droite  de  la  seconde  catégorie,  les  droites  de 
la  première  qu'elle  rencontre  : 


44'  (12')  (i3')  (.4 

34'  (12')  (i3')  (.4 

24'  (12')  (i3')  (14 

43'  (i3')  (14')  (23 

33'  03')  ('4')  (23 

23'  (l3')    (14')    (21 

i3'  (.3')  04')  (21 

42'  (12')  (14')  (22 


')  (ai')  (22')  (23')  (24')  (3i')  (3a')  (33')  (34') 
')  (ai')  (22')  (23')  (24')  (40  (42')  (43')  (44') 
')  (3i')  (32')  (33')  (34')  (40  (42')  (43')  (44') 
')  (24')  (33')  (34')  (40  (42') 
')  (24')  (3i')  (32')  (43')  (44') 
')  (22')  (33')  (34')  (43')  (44') 
')  (22')  (3i')  (32')  (4.')  (42') 
')  (24')  (32')  (34')  (40  (43') 


et  ainsi  de  suite  en  reproduisant  la  même  alternance. 

Je  ne  ferai  pas  ici  l'étude  complète  des  courbes  de  la  surface;  il 
est  facile  de  trouver  les  cubiques  et  les  coniques  (pie  font  prévoir 
les  droites  précédentes;  je  signale  seulement  que  la  fonction  paire 

1  ,••  l       °  i       r  •  •  ■  i  » 

de  caractéristique  et  la  ronchon  impaire  de  même  caracle- 

10 

ristique,  admettant  o,  o  comme  zéro  triple,  donnent  deux  coniques 

situées  dans  un  même  plan  quadritangent.  Elles  sont  en  relation 

remarquable  avec  les  trente  droites,   et  celte   configuration    peut 

être  résumée  de  la  façon  suivante  : 

Il  existe  deux  groupes  de  quinze  droites  partagés  en  trois  droites  a 
et  douze  droites  a',  trois  droites  fi  et  douze  droites  fi! . 

Chaque  droite  a  rencontre  trois  fi  et  huit  fi']  chaque  droite  a' 
rencontre  deux  fi  et  six  fi';  et  réciproquement. 

Le  plan  quadritangent  contient  une  conique  C  rencontrant  les 
droites  a  et  fi  et  une  conique  C  rencontrant  les  «boites  a' et  fi'. 

L'existence  des  trente  droites  caractérise  la  surface. 

Le  simple  examen  du  Tableau  des  droites  montre  qu'on  peut  les 
grouper  en  ensembles  situés  sur  des  quadriques. 

Les  droites  7.  el  a'  et  la  conique  <1  sont  sur  une  quadrique  A. 
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D'autres  groupes  moins  immédiats  contiennent  deux  droites  de 
chaque  nature.  En  se  rappelant  que  les  fonctions  thêta  correspon- 
dantes doivent  donner  un  produit  à  caractéristique  nulle,  on  voit 
que  les  droites  fi'  doivent  avoir  leur  symbole  terminé  par  un  même 
chiffre  et  les  groupes  se  forment  alors  très  facilement.  Ils  sont  au 
nombre  de  dix-huit. 

Je  prends  la  quadrique  A  sons  la  forme  xy  —  zt  =  o  avec  les 
génératrices 

■i'\      &  =  z  =  o;         34'     y  =  z,x  =  i;         44'     y  =  t  =  o. 
(12')    x  =  t  =s  o;         03')    x^=z.y  —  t\        04')    y  —  z  =  o. 

Les  coordonnées  ne  peuvent  plus  subir  de  transformation  homo- 
graphique. 

(  )n  peut  alors  trouver  très  facilement  les  dix-huit  quadriques. 
En  voici  douze  : 

24'   iî'  '''  "•■»■'  (12')  04')  (3i'>  (33')  xy  —  azt  =  o 

24'  44'  22'  ',>'  (12')  04')  (32')  (34')  ./ 1       <z**  =  o 

34'  44'   12'  22'  (12')  (14')  (21')  (a3')  11./—/)-  61(7  —  s)  =  o 

34'    44'    32'    42'   (12')    Mj'l   (22')   1  24'  1  M.r  —  /!/'/.  1  0  =  0 

»,     ;,'  12'  \i   1 1/'  )  1 1  ',')  (  jT  1  i  1  ;  az(x      t)  —  bx(y  —  *)  =  o 

a  i     14'    '  '  ;  '    '  1  '  1  (  1  ;'  i  1  i  >'  1  1  ',  1  1  as(x-t)   \-bx(y    -*)  =  o 

24'  44'  11'  3l'  0a')  (l3')  (3i')  (  34')  x(y  —  t)  —  ct{x  —  z)  =  o 

24'  44'  21'  41'  0»')  03')  <  32')  1  33')  -*(J-  /|  +  c/(i  —  *)  =  o 

34'  44'  "'  11'  (12')  (i3')  (21')  (24')  (.r—  i)(y  —  t)  —  dt(x      y  —  z  —  t)  =  o 

34'  44'  3i'  41'  (12')  (i3')  (22')  (23')  (a?  —  t){y  —  t)  +  dt(a      y      s  —  «)  =  0 

24'  34'   1  1'  ii'  1  r>  )  11  J  i  !  ,1   |  (44')  c(a;       0(^~  ')  —  dx(x+y  —  z  —  t>  =  o 

24'  '(','  ai'  ii'  (ia')  1 1  i '  1  ((•».')  (43')  c(x  —  t)(y  —  *)-+-  dx(x+y  —  z  —  t)  —  o 

<)n  peut  obtenir  les  équations  des  trente  droites  par  le>  inter- 
sections de  ces  quadriques  deux  à  deux. 

Je  cherche  alors  une  surface  du  quatrième  degré  qui  les  contient  ; 
h-s  quatorze  droites  des  quadriques  A,  (i)  et  (2)  suffisent  pour 
déterminer  les  coefficients,  en  fonction  de  a,  A,  c,  d.  En  coupant 
par  la  quadrique  (3),  on  trouve  la  relation 

I  b«— i)(d*—i)=  (//-'—  ,)(,•*— 1). 
Si  cette   relation  esl  satisfaite,  les  droites  des  quadriques  (3) 
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et  (4)  sont  sur  la  surface  et  il  est  alors  bien  facile  de  voir  qu'il  en 
esi  de  même  pour  toutes  les  autres. 

L'équation  de  la  surface  est  obtenue  sous  la  forme  suivante-  : 

(a2  —  b* )(i  —  c2 ) x2 ( xy  -+-  zt  —  zyz  —  lyt) 
-+-  ( a2  —  c2 ) (  i  —  b2  )y2 ( xy  -+-  zt  —  2 xz  —  ■>. x  t  ) 
-+-  ( a1  —  b2 ) ( a2  —  c2 )z2 ( xy  -h  zt  —  1  x  l  —  ■>.  y  t  ) 
-+-  a2(\  —  b-)(i  —  c2)t2(xy  -+-  zt  —  ?.xz  —  irz  ) 
-h  2(a2—  b2  —  c2  -1-  b1  c2)(xy  -H  a2  z2 12  ) 
-+-  l\{a2  —  a2  b2  —  a2c2  -h  b2c2)xyz  t  =  o. 

Le  plan  quadritangent  a  pour  équation 

(a2—  62)(i  —  c2)x 

-t-(a2— c2)(i  -  b2)y  —  {a2—  b2  )(a2— c2)z— a2(  r  —  b2)  (1  —  c2)t  =  o. 

En  résumé  :  la  configuration  des  trente  droites  se  rencontrant 
deux  à  deux  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  dépend  de  quatre  paramètres. 
Exprimer  qu'elles  sont  sur  une  surface  du  quatrième  degré  leur 
impose  une  condition.  La  surface  ainsi  obtenue,  qui  dépend  de 
trois  paramètres,  est  hjperelliptique  ('). 


(')  Voir  Ghillemi,  Comptes  rendus,  ?.6  avril  1909. 
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SUPPLEMENT  AU  BULLETIN 


SOCIÉTÉ   MATHÉMATIQUE   DE  FRANCE. 


Le  Comité  de  Rédaction  a  la  douleur  de  faire  part  aux  lecteurs 
du  Bulletin  de  la  perte  imprévue  et  cruelle  que  la  Société  mathé- 
matique de  France  vient  d'éprouver  en  la  personne  de  l'un  de  ses 
secrétaires,  M.  Louis  Rvffy,  décédé  à  Paris  le  9  juin   1910. 

Les  obsèques  ont  eu  lieu  le  samedi  1  1  juin  au  cimetière  de 
Saint-Ouen.  Des  discours  ont  été  prononcés  sur  la  tombe  du 
défunt  par  M.  Appell,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté 
des  Sciences  de  l'Université  de  Paris,  et  par  M.  Bricard,  professeur 
au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  président  de  la  Société 
mathématique  de  France. 

Le  Conseil  de  la  Société  mathématique,  désirant  rendre  hom- 
mage à  la  mémoire  de  son  dévoué  secrétaire,  a  décidé,  dans  la 
séance  du  i3  juillet  1910,  la  publication  de  ces  discours  dans  le 
Bulletin  de  la  Société. 
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DISCOURS  DE  M.   APPELL. 


Notre  Faculté  est  de  nouveau  cruellement  frappée.  Au  mois  de 
décembre  nous  perdions  Henri  Pellat,  enlevé  en  pleine  activité  de 
savant  et  de  professeur:  aujourd'hui  nous  pleurons  Louis  Raffy , 
qui  disparaît,  plus  jeune  encore,  à  peine  Agé  de  55  ans. 

Louis  Raffy  naquit  à  Toulouse  le  21  mars  1 855  ;  il  avait  3  ans 
quand  son  père,  l'historien  Casimir  Raffy,  l'auteur  bien  connu 
des  Lectures  historiques  et  géographiques,  fut  nommé  à  Paris; 
Louis  Raffy  devint  alors  Parisien;  il  eut  la  bonne  fortune  de  le 
rester,  son  activité,  son  travail  et  son  mérite  scientifique  lui  ayant 
valu  la  rare  faveur  de  faire  toute  sa  carrière  entre  la  Sorbonne  et 
l'Ecole  Normale  supérieure. 

Au  lycée,  Louis  Raffy  eut  de  brillants  succès,  en  lettres  comme 
en  sciences  :  son  nom  figure  plusieurs  fois  au  palmarès  du  Con- 
cours général,  notamment  en  187.3,  avec  un  prix  de  dissertation 
française  en  philosophie;  ces  succès  littéraires,  le  milieu  familial 
dans  lequel  il  vivait,  le  firent  hésiter,  pour  le  choix  d'une  car- 
rière, entre  les  Lettres  et  les  Sciences  :  il  se  décida  pour  les 
Sciences,  et,  dès  lors,  il  se  livra  à  l'étude  des  Mathématiques  avec 
la  volonté  tenace,  la  conscience  presque  rude  qu'il  apportait  à 
tout  ce  qu'il  faisait.  11  fut  d'ailleurs  entraîné  dans  la  voie  scienti- 
fique par  un  homme  remarquablement  doué,  d'une  rare  intelli- 
gence, passionné  et  puissant,  Gustave  Robin,  un  ami  d'enfance, 
auquel  le  liaient  une  affection  sans  bornes  et  une  admiration  sans 
réserves. 

En  1878,  aux  exercices  a"  \n;il\se  et  de  Mécanique  que  l'Ecole 
des  Hautes  Etudes  avaient  organisés  à  la  Sorbonne,  deux  étudiants 
se  faisaient  remarquer  de  tous  les  maîtres  par    leur   originalité, 


q         -Je»  - 

leur  ardeur  au  travail,  leur  curiosité  scientifique,  leur  amitié  en 
quelque  sorte  éclatante:  c'étaient  Robin  et  Raffy  ;  Robin  plus  irré- 
gulier, plus  spontané;  Raffy  plus  opiniâtre,  absolu  dans  ses  juge- 
ments, toujours  préoccupé  d'approfondir  les  questions  et  de  les 
exposer  sous  une  forme  élégante  et  concise.  Robin  était  séduit 
par  les  théories  modernes  de  la  Physique  mathématique,  qu'il 
devait  plus  tard  faire  progresser  par  ses  beaux  travaux  sur  la  distri- 
bution de  l'électricité  et  sur  les  mouvements  des  fluides.  Raffy 
étail  entraîné  par  son  tempérament  absolu  vers  les  Mathématiques 
pures.  Reçu  licencié  en  1879,  il  cuira  la  même  année  à  l'Kcole 
Normale  supérieure.  Là,  dégagé  des  soucis  d'examens,  il  put  se 
développer  d'une  façon  originale  el  personnelle,  lisant  beaucoup 
et  réfléchissant  sur  les  principes.  Reçu  agrégé  de  Mathématiques 
en  1882,  il  fut,  suivant  la  tradition  créée  par  Pasteur  en  faveur 
des  meilleurs  élèves,  retenu  à  l'Ecole  connue  agrégé  préparateur; 
un  an  après,  il  était  reçu  docteur.  Sa  thèse  :  Sur  la  détermination 
du  genre  d'une  courbe,  par  des  opérations  rationnelles,  fut  par- 
ticulièrement remarquée  par  Hermite;  elle  lui  valut  d'être  attaché 
à   la  Faculté  des  Sciences   de    Paris,    d'abord    dans  des    conditions 

modestes,  comme  chargé  de  conférences  pour  l'agrégation,  puis  de 

conférences  (\c  Mathématiques  pour  les  physiciens;  en  1K98  il 
était  appelé  à  une  conférence  a  l'École  Normale  supérieure;  dès 
lors,  sa  carrière  se  diioulc  régulièrement  entre  sa  chère  Sorbonne 
et  sa  (hère  Ecole. 

11  avait  eu  la  joie,  en  189;"),  de  voir  son  ami  Robin  chargé  à  la 
Faculté  des  Sciences  d'un  enseignement  de  Chimie  mathématique 
et  physique,  qui  fut  très  remarqué  et  très  suivi.  Lui-même  avait 
alors  définitivement  trouvé  sa  voie  dans  la  Géométrie  infinitési- 
male, qu'il  n'a  cessé  de  cultiver  et  d'enrichir  jusqu'à  son  dernier 
jour;  ses  travaux  sur  les  surfaces  et  les  lignes  courbes,  sur  les 
réseau v  conjugués,  sur  les  eongruences,  sur  la  déformation  des 
surfaces,  se  succédaient  sans  interruption,  remarqués  par  le  monde 
savant,  récompensés  par  l'Académie. 

Dans  son  enseignement  il  était  profondément  pénétré  de  ses 
devoirs  :  il  préparait  ses  cours  et  ses  conférences  avec  un  soin 
minutieux,  aimant  ses  élèves,  ^'intéressant  au  détail  de  leur  travail, 
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corrigeant  et  annotant  leurs  copies  avec  une  conscience  admirable, 
apportant  aux  examens  une  haute  idée  de  sa  mission. 

Une  grande  douleur  devait  obscurcir  sa  vie  en  1897  :  il  perdit 
son  ami  Gustave  Robin-.  Il  entreprit  alors  une  œuvre,  qui  montre 
à  la  fois  la  beauté  de  son  amitié  et  l'opiniâtreté  de  son  caractère  : 
il  consacra  deux  années  entières  à  réunir  les  Mémoires  que  Robin 
avait  publiés  et  ceux  qu'il  avait  laissés  inachevés  en  manuscrit; 
il  les  classa,  puis  en  fit  une  publication  complète  et  méthodique, 
en  trois  fascicules,  chez  Gauthier- Villars,  abandonnant,  pendant 
ce  temps,  ses  propres  recherches. 

Nommé  professeur  adjoint  en  1899,  il  fut,  en  1904,  sur  la  pro- 
position de  IVI .  le  Recteur  Liard,  titularisé  à  la  Sorbonne  dans  une 
chaire  d'application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie,  créée  pour  lui, 
au  moment  de  la  réunion  de  l'Ecole  Normale  à  l'Université.  Ses 
leçons  furent  publiées  dans  un  Ouvrage  remarquable  par  sa  com- 
position, par  sa  précision  et  par  la  perfection  de  la  langue. 

Ainsi  arrivé  au  terme  de  ses  ambitions,  n'ayant  recherché  aucune 

fonction  en  dehors  de  son  service  à  l'Université,  auquel  il  consa- 
crait toutes  ses  forces,  il  pouvait  espérer  une  belle  et  tranquille 
fin  de  carrière,  entouré  d'une  famille  tendrement  aimée.  Mais  sa 
santé  gravement  atteinte  il  y  a  10  ans  ne  s'était  pas  complètement 
remise  et,  peu  à  peu,  ses  forces  déclinaient. 

Que  de  fois  l'avons-nous  vu,  dans  ces  dernières  années,  poussé 
par  le  sentiment  du  devoir,  fatigué  et  déjà  miné  par  la  fièvre, 
venir  faire  ses  leçons  et  ses  conférences,  corriger  les  rédactions 
des  élèves. 

Il  y  a  3  semaines,  il  dut  cesser  complètement  tout  service  : 
ses  lettres  montrent  quels  étaient  ses  regrets  d'être  obligé  d'aban- 
donner ainsi  ses  élèves  si  près  de  l'examen  ;  2  jours  avant  sa 
mort,  il  écrivait  encore  à  la  Faculté  pour  demander  les  feuilles 
réglementaires  afin  d'y  inscrire  les  notes  des  étudiants  en  vue  de 
la  licence.  Il  a  donc  pensé  jusqu'à  la  fin  à  son  devoir  professionnel  ; 
mais  il  a  été  aussi,  dans  les  derniers  jours,  profondément  angoissé 
par  la  pensée  d'abandonner  une  compagne  et  des  enfants  auxquels 
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il  était  si  tendrement  attaché,  auxquels  sa  vie  était  nécessaire,  dont 
l'aflection  et  le  dévouement  l'avaient  soutenu  dans  les  luttes  des 
dernières  années. 

Dans  l'affreuse  tristesse  d'une  telle  séparation,  tous  les  profes- 
seurs et  tous  les  étudiants  de  la  Facilite''  s'associent.  Madame, 
à  votre  douleur  et  à  celle  de  vos  enfants;  tous  nos  cœurs  sont 
unis  dans  un  même  sentiment  d'admiration  pour  une  vie  si  droite, 
si  pure,  si  courageuse;  de  douleur  et  de  deuil  devant  une  fin  si 
prématurée. 
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DISCOURS  DE  M.  BRICARD 


Je  viens,  au  nom  de  la  Société  mathématique  de  France,  dire 
un  adieu  suprême  à  celui  qui  fut  si  longtemps  l'un  de  ses  membres 
les  plus  actifs  et  les  plus  dévoués.  Une  voix  plus  autorisée  que  la 
mienne  a  déjà  rappelé  ses  beaux  travaux  de  Géométrie,  dont 
plusieurs,  et  des  plus  importants,  ont  vu  le  jour  dans  notre  Bul- 
letin même.  Le  dernier  fascicule  paru  contient  encore  une  Note 
très  élégante  de  lui.  Mais  c'est  moins  du  mathématicien  érudit  et 
fécond  inventeur  que  je  dois  parler  ici,  que  du  collègue  dont  la 
collaboration  nous  fut  si  précieuse  et  dont  nous  ressentons  cruel- 
lement la  perte. 

Louis  Raffy  n'a  pas  manifesté  seulement,  par  ses  nombreux 
Mémoires  insérés  dans  le  Bulletin,  l'intérêt,  et  je  puis  dire  l'amour 
qu'il  portait  à  la  Société  mathématique.  Tous  ceux  qui  l'ont 
connu  savent  que  depuis  27  ans  cet  intérêt  ne  s'est  pas  démenti 
un  seul  jour.  M.  Raffy  fut  admis  à  la  Société  en  1 883,  c'est- 
à-dire  à  sa  sortie  de  l'Ecole  Normale,  et  depuis  il  ne  cessa  de 
lui  rendre  des  services.  Comme  secrétaire,  il  s'occupa  de  la 
rédaction  du  Bulletin  jusque  vers  1900.  C'est  alors  que  son  état 
de  santé  l'obligea  provisoirement  à  se  démettre  de  ses  fonctions. 
Mais  quelques  mois  de  repos  suffirent  heureusement  à  le  rétablir, 
et  je  crois  bien  que  ses  premières  pensées  se  tournèrent  vers  sa 
chère  Société,  le  jour  où  il  lui  fut  permis  de  rentrer  dans  la  vie 
active,  c'est-à-dire  dans  le  travail,  appelé  à  la  présidence  en  1902 
par  le  vœu  unanime  de  ses  collègues,  il  reprit  quelque  temps 
après  les  fonctions  de  secrétaire,  qu'il  a  conservées  jusqu'à  sa  fin. 
Non  seulement  il  rédigeait  notre  Bulletin  avec  autant  de 
conscience  que  d'habileté,  mais  rien  de  ce  qui  touchait  à  la  vie  de 
la  Société  ne  le  laissait  indiffèrent,  et  Ton  peut  justement  dire 
qu'il  en  était  l'âme.  11  ne  manquait  presque  aucune  séance,  et  ses 


fréquentes  communications  constituaienl  l'un  de  leurs  plus  sérieux 
attraits.  Rappellerai-je  que,  lors  de  uotre  transfert  à  la  Sorbonne, 

il  y  a  quelques  années,  c'esl  à  son  active  entremise  que  nous 
dûmes,  pour  la  } >l ■  i ^  grande  partie,  les  avantages  don!  nous  jouis- 
sons aujourd'hui  ? 

Par  l'affection  qu'il  portail  à  la  Société  mathématique,  Louis 
Raffy  montrail  un  beau  trait  de  son  caractère,  je  veux  dire  l'amour 
de  la  Science  pour  elle-même,  el  aon  pas  seulement  pour  les 
succès  qu'il  y  remportait.  Sa  riche  production  témoigne  certes 
que  son  ardeur  à  la  recherche  fut  inlassable,  el  que  son  désir  de 
contribuer  personnellement  à  l'accroissement  des  Mathématiques 
ne  s'affaiblit  pas  jusqu'au  dernier  jour.  Mais  il  estimait  que  le 
rôle  du  savant  ne  se  borne  pas  là,  qu'il  v  a  quelque  égoïsme  à  ne 
pas  sortie  du  tempLum  serenum  du  poète,  que  le  commerce  des 
esprits  est  un  facteur  essentiel  du  progrès,  enfin  que  les -jeunes 
doivent  être  accueillis  el  guidés  par  leurs  aînés.  C'est  pourquoi  il 
aimait  la  Société  mathématique,  ouverte  à  tous  ceux  qui  cultivent 
la  Science,  a  ceux  qui  l'enrichi ssenl  comme  à  ceux  qui  veulent 
simplement  suivre  ses  conquêtes,  el  créée  pour  faciliter  l'échange 
d'idées  entre  les  travailleurs  à  qui  l'isolement  serait  funeste.  Il 
sentait  profondément  l'importance  de  cette  institution,  et  tous  ses 
efforts  tendaient  à  l'accroître  encore. 

Je  n'oublierai  pas  enfin  que,  pendant  de  longues  années,  nous 
avons  pu  apprécier  ce  ipie  valait  l'homme  à  côté  du  savant,  son 
obligeance  inépuisable,  son  ardeur  à  défendre  les  idées  qu  il 
croyait  justes,  ardeur  que  tempérait  seule  une  bonté  foncière.  Le 
souvenir  de  Louis  Baffy,  de  tout  ce  qu'il  a  fait  pour  notre  Société 
el  de  tout  ce  qu'il  rêvait  de  fane,  ne  s'évanouira  pas  de  notre 
mémoire.  Puisse  cette  assurance  contribuer  à  adoucir  le  demi 
profond  de  ceux  qu  il  laisse  âpre-,  lui  ' 
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189G.     AXDOVEH,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre   du   Bureau  des  Longitudes, 

rue  du  Val-de-Gràce,  n,  à  Paris  (5"). 
1891.     AXDRIDE,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Mouillière,   i.  à  Besançon. 
1872.      ANDRE  (Désire),  docteur  es  sciences,  rue  Bonaparte,  70  bis,  à  Paris  (6"). 
1879.      API'ELL,  membre  de  l'Institut,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  et  professeur  à  l'École 

Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  du  Bac,  3a,  à  Paris  (""). 
1910.     ARCIIIBAI.D  (R.),  professeur  a  l'Université  de  Providence,  Rliode  Island  (  États-Unis). 
1900.     AlUIC,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  Pierre-Corneille,  38,  à  Lyon. 
1882.      AUTOXiVE,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  professeur  adjoint  honoraire  à  la 

Faculté  des  Sciences  de  Lyon,  rue.  de  l'Hospice,  fig,  à  Cliàteauroux  (Indre). 
1900.     BVIRE,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  24,  rue  Audra,  à  Dijon. 
189G.     BAkElt,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 
1905.     BAItltE,  capitaine  du  génie,  quai  de  la  République,  8,  a  Verdun  (Meuse). 
190b.     BAKTIIEI.S,    docteur    en     philosophie,     professeur    honoraire    de     Mathématiques,     à 

Asehaffenbui g  ( Bavière ). 
1875.     BEIIDELLE.  ancien  garde  général  des  forêts,  a  Rio/.  (Haute-Saône).  S.  P. 
1904.      BERXSIEIX  (S.),  docteur  es  sciences,  privât  docent  a  l'Université,  Apterkarsky,    22,  à 

Kharkow  (Russie). 
1891.     BERTRAND  DB  l'l)\TVI()LA\T,  professeur  à  l'École   Centrale  des  Arts  et    Manulactures, 

iue  Brémontier,  i<>.  a  Paris  (17e).  S.  P. 
1910.     BEIM'UAXD  (G,),  licencie  es  sciences,  rue  Lhomond,   18,  à  Paris  (  .ï*  ). 
1888.     1II0C1IE,   professeur  au   lycée    Louis-lc-Grand,    rue    Notre-Dame-des-Champa,    .">6,    à 

Paris  (G*)  S.  P. 
1900.     BLIMEXTHAI,  (Otto),   professeur  à  In   Teehnische    llochschule,   Riitscherslrasse,   48,  à 

Aix-la-Chapelle  (  Allemagne  ). 

1891.  BLITEL,  professeur  au    lycée   Saint-Louis,    chargé   de  conférences  à  la   Faculté  des 

Sciences,  me  Denfert-Rochereau,  110,  à  Paris  (i4*)- 

1902.  IIOBERIL  (vicomte  Roger  ui),  rue   d'Amibes,    no,  à  Cannes.  S.  P. 

1907.     BOIl'Eli  DE  DIENVAL,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  au  château  de   Valsery,  à 
Cœuvres  (Aisne).  S.  P. 

1892.  BOXAl'ARTE  (prince  Roland),  membre  de  l'Institut,  avenue  d  léna,  10,  à  Paris  (16*). 

1895.  BOUEli    (Emile    ,     professeur     a    la    Faculté     des     Sciences.     s,Mis   directeur    de    l'Iode 

[Normale,   rue  dl  lin,  45,  à  Paris  (">").  S.  P. 
1909.     BOULAI)  (F.),  ingénieur  des  Chemins  de  fer  de  l'Étal   égyptien,  au  Caire  (Egypte). 

1896.  UOlXAXGEIt  ,    docteur    es    sciences,     répétiteur    a    l'École      Polytechnique,    rue    Gay- 

Lussac,  68,   a   Paris  (5'). 

1896.  B0URI.ET,  docteur  es  sciences,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à 

l'École  des  Beaux-Arts,  me  Raynouard,  56,  a  Paris  1  i(i').  S.  P. 

1903.  B0UT1,\,  rue  La vieu ville,  i6,  a  Paris  (180). 

1904.  B0DTROUI  1  P.  ),  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers.  S.  P. 
1900.     BREI'l'LIMi,  proviseur  du  lycée  Buffon,  boulevard  Pasteur,  16,  à  Paris  (  i4')- 

1897.  BIUCARD,  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  répétiteur  à  l'Ecole  Poly- 

technique, me  Denfert-Rochereau,  m.s,  a  Paris  (  i4'). 

(')  Lus  initiales  S.  P    indiquent  les  Société  res  perpétuels 


—  3 


Date 

de 

l'admission. 


1873.     ItROCARI),    lieutenant-colonel  du   génie    territorial,    rue  des  Ducs-de-Bar,  75,  à  Bar- 

le-Duc.  S.  P. 
1901.     BUHL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,   11,  à  Toulouse. 
18!)3.     BURKHARDT,  pro'esseur  àla  TechniseheHoclischule,  Martinstrasse,  3,  Munich  (Bavière). 
1894 .     CAIIEN,  professeur  au  collège  Rollin,  rue  Cortambert,  46,  à  Paris  (16e). 
1893.     C1LDAREIU,  professeur  à  l'Université,  palazzo  Giampaolo,  via  délia  Libéria,  à  Palerme. 
1885.     CAR0\,  chef  honoraire  des  travaux  graphiques  à  la  Sorbonne,  rue  Claude-Bernard,  71, 

à  Paris  (  5e  ). 
1892.     CAROMNET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Demours,  62  bis,  à  Paris  (17"). 
189G.     CARTAN,  maître  de   conférences    à  la    Faculté    des  Sciences,   rue   de   Vaugirard,  17/1, 

à  Paris  (  i5e). 

1887.  l'ARVALLO,    directeur  des  études  à  l'École  Polytechnique,    21,   rue   Descartes,   à   Paris 

(5«).  S.  P. 
1890.     CEDERCREITZ  (  baronne  Nanny),  Unionsgatan,  4,  à  Helsingfors  (Finlande). 
1892.     CELLERIËR  (Gustave),  ancien  astronome  à  l'Observatoire,  cours  de  Rive,  12,  à  Genève 

(Suisse  ). 

1888.  CIIAII.AîV   (Edouard),   professeur  à  l'Institut  catholique,   rue  Denfert-Rochereau,  g5, 

à  Paris  (  i4°  )• 
1896.     CIIARVE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  cours  Pierre-Puget,  60,  à  Marseille. 
1911.     (ïHA'I'EIjET,  agrégé  de  Mathématiques,  rue  Laromiguière,  7,  à  Paris  (5e). 
1907.     CIIAZY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble. 
1884.     CHRYSTAIi,  professeur  a  l'Université,  à  Edimbourg  (Ecosse). 
1901.     CLAIRIiM,    professeur  à   la   Faculté   des    Sciences,    rue    Jacquemars-Giélée,    57    bis,    à 

Lille. 
1898.     COMBEBIAC,  chef  de  bataillon  du  génie  en  retraite,    docteur  es  sciences,   rue  Arbon- 

neau,  7,  à  Limoges. 
1896.     COSSERAT  (F.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse. 
1896.     COSSERAT  (  F.  ),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d'Alsace,  23,  à  Paris  (  io"). 

1900.  C0TTON  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences,  à  Grenoble.  S.  P. 

1904.  CURTISS,  Sherman  avenue,  1939,  à  Evanston  (Illinois,  États-Unis). 

1872.     DARB01X,  secrétaire  perpétuel    de    l'Académie  dos   Sciences,   doyen   honoraire   de  la 

Faculté  des  Sciences,  rue   Mazarine,  3,  à  Paris  (6'). 
1885.     DAIJTIIEYTLLE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,   cours  Gambetta,  27,  à  Montpellier. 

1901.  DELASSUS.    professeur   de   Mécanique    rationnelle    à    la    Faculté    des    Sciences,    bou- 

levard   de    Talence,   226,   à    Bordeaux. 

1905.  DENJOY,  maître   de  conférences  à   la    Faculté   des   Sciences,  rue   des   Ateliers,   y,    à 

Montpellier. 

1895.     DEUUMAY  (N.).  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 

1885.  UEMARTRES,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  Saint-Maur,  à  la  Madeleine- 
lès-Lille  (  Nord). 

1892.     DEMOlLIiV  (  Ylph.),  professeur  à  l'Université,  rue  Joseph-Plateau,  10, à  Gand  (Belgique). 

1883.      DERUYTS,  professeur  à  l'Université,  nie  des  Augustins,  35,  à  Liège  (Belgique). 

1891.     DESAIiMT,  docteur  es  sciences,  boulevard  Gouvion-Saint-Cyr,  47>  »  Paris  (17°). 

1900.     0ICKSTEIN,  Marszatkowska,  117,  à  Varsovie. 

1899.     DRACII,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Japon,  12,  à  Toulouse. 

1909.  DRURY,  bibliothécaire  de  l'Université,  University  Station,  Urbana  (Illinois,  États- 
Unis). 

1907.     DL'LAC,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  4>  à  Lyon. 
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189G.  DUMAS  (G.),  docteur  de  l'Université  de  Paris,  privat-docent  à  l'École  Polytechnique 
fédérale,  Asylstrasse,  81,  à  Zurich  (Suisse). 

1897.     DUMOXT,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 

1886.     DliXTiAM,  Consulting  Enginecr,  Kmpire  Building,  Broadway,  71,  New-York  City. 

1885.  DYCK  (Walther),  professeur  à  l'École  Polytechnique  de  Munich,  membre  de  l'Aca- 
démie des  Sciences  de  Bavière,  Hildegardstrasse,  5,  à  Munich  (Bavière). 

1902.  EG0R0FF  (Dimitry),  professeur  à   l'Université,    Povarskaya,  Borissoglebsky  per.,  n°  8, 

à  Moscou  (  Bussie). 

1903.  ESPA1YET,  ingénieur  civil,  Brazil  Railway  Company,  rue  Louis-le-Grand,  9,  à  Paris. 
1900.     ESTAVIVE,  docteur  èfl  sciences,  secrétaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 

1907.  ETZEL,  S1  Bernard's  Seminary,  à  Rochester  (État  de  New-York,  États-Unis). 

1896.  EUVKUTE,  ancien  élève  de   l'École    Polytechnique,  ancien    capitaine   d'artillerie,  rue 

du  Pré-aux-Clercs,  18,  à  Paris  (7e). 

1888.  FARRY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  17,  rue  Chaptal,  à  Montpellier. 
1906.     FARAGGI,  professeur  à  Sétif  (Algérie). 

1904.  FATOl,  docteur  es  sciences,   astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du  Mont- 

Parnasse,  172,  à  Paris  (i'i°). 

1891.  FAUQliEMHEHGIIE,  professeur  au  lycée,  à  Mont-de-Marsan. 

1892.  FEIIR  (Henri),  professeur  à  l'Université,  4o,  route  de  Florissant,  à  Genève  (Suisse). 
1885.     FIELDS  (J.),  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada). 

1881.     FliOQUET,  doyen  delà  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Commanderie,  21,  à  Nancy. 
1872.     FI.YK  SAINTE-MARIE,  chef  d'escadron  d'artillerie  en  retraite,  ancien  répétiteur  h  l'École 
Polytechnique,  place  Itoyer-Collard,  à  Vitry-le-François  (Marne). 

1897.  F0NTENE,  inspecteur  «le  l'Académie  de  Paris,  rue  Le  Goff,  7,  h  Paris  (5*). 

1903.  FORD  (Walteb  B.),  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Michigan,  à  A  nu 
Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1889.  FOliCIIÉ,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  pue  Soufflot,  5,  à  Paris  (5"). 

1905.  FOIIET,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6"). 

1872.     FOURET,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  avenue  Cainot,/|, 

à  Paris  (17°).  S.  P. 
1903.     FRAISSÉ,  inspecteur  des  études  au  Prytanée,  à  La  flèche  (Sarthe). 
1911.     FRECIIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers. 
1903.     FliE'l'EK,  professeur  à  II  ai  ver  si  té,  Wartenbergstrasse,    17,  à  Bàle  (Suisse). 
1911.     GALBRUN,  rue  de  Luynes,  11,  à  Paris  (7»). 
1900.     GH.REAiV'O  (Z.-G.  de),  correspondant  des  Académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  et 

de  Lisbonne,  professeur  à  l'Université,  Calle  del  Coso,  99,  à  Saragosse  (Espagne). 

1906.  GARGAM  DE  H0NCBTZ,  licencie  es  sciences,  square  de  Latour-Maubourg,  8,  à  Paris  (7*). 
1872.     GARIEIi,  inspecteur  général  des  ponts  ei  chaussées  en  retraite,  professeur  honoraire 

à  la  Facultéde  Médecine,  rue  Édouard-Detaille,  6,  à  Paris  (17'). 

1908.  GARMER,  docteur  es  sciences,  boulevard  Arago,  99,  a  Paris  (i')e). 
1911.     GAI,  docteur  es  sciences,  rue  d'UIm,  J5,  a  Paris  (5"). 

1896.  GÀUTMER-VILLARS,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  éditeur,  quai  des  Grands- 

Augustins,  55,  à  Paris  l  6*). 

1890.  GERRIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Païenne  (Italie). 

1906.  GÉRARDIN,  quai  Claude-le  Lorrain,  3a,  à  Nancy. 

1897.  SERRANS,  professeur  a  YVorcester  Collège,  Saint-John  street,  ao,  a  Oxford  (Gronde- 

Bretagne)  . 

1907.  S10RRAN0,  directeur  du  lî.  Ginnasio,  à  Licata  (Italie). 
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1896.     GIRARDVII-liE,  capitaine  d'artillerie,  rue  Michelet,  6,  à  Montreuil-sous-Bois  (Seine). 

1903.  GODEY,    ancien    élève   de    l'École    Polytechnique,    rue    du     Rois-de-Boulogne,    7,    à 

Paris   (16e). 
1907.     COT  (Th.),  ancien    ingénieur  de  la  marine,   professeur  au   lycée,    rue   Voltaire,  43, 

à  Agen. 
1881  .     COURSAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Denfert-Rochereau,  3g,  à  Paris  (5e).  S.  P. 
1896.     GREVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,  à  Paris  (5e). 

1899.  GUADET,  ancien  élève  de  l'École   Polytechnique,  boulevard   Saint-Germain,  2^0  bis,  à 

Paris  (70). 

1880.  GUCC1A  (  Jean  ),  professeur  à  l'Université,  via  Ruggiero  Settimo,  3o,  à  Palerme  (Italie). 

1906.  GUERBV,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris   (6e).  S.  P. 

1900.  GUICIIAItD,    maître   de  conférences  à   la  Faculté  des  Sciences,   rue  Botilainvilliers,  14, 

à  Paris  (16e). 

1907.  GUICIIARD,  rue  Condorcet,  42,  à  Paris  (9e). 

1881.  GUNTIIER  (  Dr  Sigismond),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 
1885.     GUY0U,   membre  de  l'Institut,  boulevard  Raspail,  284,  à  Paris  (i4e). 

1882.  IIABiCII,  directeur  de  l'École  des  Ingénieurs,  à  Lima  (Pérou). 

1896.     IIADAMARD,    professeur  au  Collège  de  France,  rue  Humboldt,  25,  à  Paris  (i4°).  S.  P. 

1904.  HALBERSTADT,  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures. 

1910.  HALPHEN    (Ch.),   ingénieur  des  Arts  et   Manufactures,  Chaussée  de  la  Muette,  8  bis, 

à  Paris  (16e). 

1894.  HAIiSTED  (G.-B.),  Eight  Avenue  921,  à  Greeley  (Colorado,  États-Unis).  S.  P. 

1901.  HANCOCK,  professeur  à  l'Université  de  Cincinnati,  Aubiirn  Hôtel  (Ohio,  États-Unis). 

1909.  HANSEN,  privat-doceut  à  l'Université,  Dannebrogsgade,  1,  Copenhague  (Danemark  ) 
1872.     IIAT0N  DE  LA  GOUPILLIÈRË,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  Mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6e).  S.  P. 

1905.  HEDIUCK,    professeur  à  l'Université,  South  Ninth  street,  3o2,  à  Columbia   (Missouri, 

États-Unis). 
1892.     HEKMANN,  libraire-éditeur,  rue  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5e). 

1911.  HIEHIIOLTZ,  professeur,  avenue  de  Belmonl,  28,  à  Montreux  (Suisse). 

1911.     HOMUGKËN,  professeur  à  l'Université  d'Upsal,  à  l'Observatoire,  Upsal  (Suède). 

1895.  II0TT  (S.),    professeur  à   l'École   Sl"-Geneviève,  rue  Péclet,  9,  à   Paris  (i5e).  S.  P. 

1880.  IIUMBERT,  membre  de  l'Institut,  ingénieur   en  chef  des   mines,  professeur   à    l'École 

Polytechnique,  rue  Daubigny,  6,  à  Paris  (17e). 
1907.     IIUSS0N,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Tiercelins,  60,  à  Nancy. 

1881.  IMBER,  ancien  directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  ancien  membre  du  Conseil  de 

l'École  Centrale,  place  Voltaire,  2,  à  Paris  (n*). 

1896.  JACQUET  (E.),  professeur,  rue  Lagarde,  3,  à  Paris  (5e). 

1898.     JAHiVKE  (  Dr  E.),  professeur    à    l'Académie    des    Mines,    Pariserstrasse,  36,    à   Berlin, 

W15  (Allemagne). 
1903.     JENSEN  (  J.-L.-W.-V.),   ingénieur  en  chef  des  Téléphones,   Frederiksbcrg  allée,  68,  à 

( Copenhague  ( Danemark). 
1872.     JORDAN,   membre   de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique  et  au  Collège  de 

France,  rue  de  Varenne,  48,  à  Paris  (7e;.   S.  P. 
1875.     JUNG,  professeur  à  l'Institut  technique  supérieur,  via  Fatebenclratelli,   19,  à   Milan 

(Italie). 

1910.  KERAVAL,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  avenue  du  Maine,  46,  à  Paris  (i4*). 
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1892.  KOCII    (H.     von),     professeur    à    l'École    Polytechnique,    à    Djursholm-Stockholm 

(Suède). 
1880.      KŒNIGS,    professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  examinateur    d'admission    à   l'École 
Polytechnique,  boulevard  Arago,  ioi,  à  Paris  (i|e). 

1907.  KRYIjOFF,  ingénieur  des  mines,  Gitomirska  Chaussée,  à  Kolganovska  (Russie). 

1897.  LACAUCIIIE,  ingénieur  civil,  rue  Brochant,  18,  à  Paris  (  17e). 

1873.     LAISANT,  docteur  es  sciences,  répétiteur  et  examinateur  a   l'École   Polytechnique, 

rue  du  Conseil,  5,  à  Asnières  (Seine). 
1900.     LALESCO,   maître  de  conférences  à  l'Université,  str.  Luteranà,  3i,  à  Bucarest. 

1893.  LVNCELIM,  astronome-adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,  3,   h  Paris  (i4*)- 

1899.  LANDAU,  professeur  à  l'Université,  Herzbergerrhaussec,  48,  à  Gôttingen  (Allemagne). 
1896.     LAROZE,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  Froidevaux,  8,  à  Paris  (i4*)- 

1908.  LATTES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Toulouse. 
1873.     LADTH,  manufacturier  à  Thann  (Alsace). 

1890.  LEAI1,  professeur  au  lycée  Michelet,  rue  Denfert-Rochereau,  83,  à  Paris  (i'|e). 
1880.     LÉAIITÉ,  membre  de  l'Institut,  boulevard  de  Courcelles.   18,  à  Paris  (17°).  S.  P. 
1896.     LEREL,  professeur  au  lycée,  rue  Pclletier-de-Chambrun,  13.  à  Dijon. 

1902.  LERESGUK,    maître   de   conférences  à   la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  avenue  de  la 

Tourelle,  7,  à  Saint-Mandé. 

1903.  LEBEUF,    directeur    de    l'Observatoire,     professeur     d'astronomie    à     l'Université,    à 

Besançon. 
1893.     LECORMI,  ingénieur  en  chef  des  mines,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Gay- 

Lussac,  3,  à  Paris  (.")•). 
1895.     LEMERAY,  licencie  es   sciences  mathématiques  et  physiques,  ingénieur  civil  du  génie 

maritime,  villa   Véga,  à  Antibes  (Alpes-Maritimes). 

1904.  LEM0YNE  (T.),  rue  Claude-Bernard,  7',,  à  Paris  (5«). 

1879.      LE  l'AIGE,  professeur  h  l'Université,  à  l'Observatoire  de  Cointe,  à  Liège  (Belgique). 
1895.     LE  ROUX,   professeur  à  la   Faculté  des  Sciences,  rue  de  Châteaudun,   i.'ï,  à  Ile is. 

1898.  LEROY,  docteur  es  sciences,  boulevard  Raspail,   117,  à  Paris  (6r), 

1891.  LERY,  agent-voyer  en  chef  de  Seine-et-Oise,  rue  Magenta.  5.  à  Versailles. 

1900.  LEVI  GIYITA  (T.),  professeur  à  l'Université,  via  Altinate.   i'i,  a  Padoue  (Italie). 
1907.     LESG0UR6UES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  avenue  de  l'Observatoire,  16,  à  Paris  (6*). 

1909.  LÉVY  (  Albert  ),  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  86,  à  Paris  (6°). 
1882.     LEVY    (Lucien),    répétiteur   et    examinateur   d'admission    a    l'École    Polytechnique, 

rue  du  Regard,   12,  à  Paris  (6*). 

1907.  LEVY  (Paul),   ingénieur  des  mines,  professeur  à  L'École  des  Mines  de  Saint-l'.tie.  ne, 

à  Saint-Etienne. 
1875.     LEZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Borage  (Seine-et-Marne). 

1898.     LUVI)ELÔF(Ernst).  professeur  à  l'Université.  Sandvikskajen,  i5,  à  Helsingfors  (Finlande). 
1877.      LI1XDEMANX,   professeur  à  l'Université,  Franz-Josefstrasse,  tj.  à  Munich   (Bavière). 
1886       LI0UVILLE,    ingénieur  des   poudres,   examinateur    des   élèves   à   l'École  Polytechnique, 

quai  Henri  IV,   12,  à  Paris  (4*). 
1888.     LUCAS  (  Félix  ),  ingénieur  en   chef  des  ponts   et   chaussées  en   retraite,   rue  Boissière, 

3o,  à  Paris  (  16°). 
1902.     LUCAS-GIRARDVILLE,  au  Ministère  des  Finances,   Direction  des  manufactures  «le  l'État, 

à  Paris  (2*). 
1902.     LUCAS  DE  l'ESLOUAlV,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  4',  à  Paris. 

1908.  LYXCII  (Arthur),  rue  du  Luxembourg,  40,  à  Paris  (G"). 
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1895.  MAILLET,  ingénieur  des   ponts   et  chaussées,    répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue 

de  Fontenay,  n,  à  Bourg-Ia-Reine  (Seine).  S.  P. 

1905.  MALUSKI,  proviseur  du  lycée  de  Chaumont  (Haute-Marne). 

1906.  MARCIS,  licencié  es  sciences,  rue   Oudry,  25,  à  Paris  (i3e). 

1904.     MAKOTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Reuilly,  35  bis,  à  Paris  (12e). 
1884.     MARTIN  (Artemas),    i535,    Colombia  Street  N.  W.,  à  Washington  D.  C.  (États-Unis). 
1897       MEHMKE,    professeur    à    l'École     technique    supérieure,    Lowenstrasse,    à    Stuttgart  - 

Degerloch  (Wurtemberg). 
1889.     MEND1ZABAL  TAMBOREL  (de),   membre  de   la  Société    de   Géographie  de   Mexico,   calle 

do  Jésus,   i3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 

1884.  MERCEREAU,  licencié   es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue    de    l'Université,  191, 

à  Paris  (7e).  S.  P. 
1902.     MERLIN  (  Emile),  docteur  es  sciences  physiques  et  mathématiques,    ancien   astronome 
adjoint  à  l'Observatoire  royal  de  Belgique,  répétiteur  à  l'Université,  rue  d'Ostende,  1 1 , 
à  Gand  (Belgique). 

1907.  MERLIN  (Jean),  astronome  à  l'Observatoire  de  Lyon,  à   Saint-Genis-Laval  (Rhône). 
1904.     METZLER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1909.     MICHEL    (Charles),   professeur  au   lycée  Saint-Louis,  rue  Sarrette,  i4,  à  Paris  (it\°). 
1893.      MICHEL  (François),  ingénieur,  licencié  es  sciences,  chef  du  service  des  parcours  de 
la  Compagnie  des  chemins  de  fer  du  Nord,  faubourg  Saint-Denis,  2  10,  à  Paris  (10"). 
1873.     MITTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Djursholm-Stockholm  (Suède). 

1904.  MIWA,  professeur  à  l'Université  de  Kyoto  (Japon). 

1902.  M0LK  (J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alliance,  8,  à  Nancy. 
1907.     M0NTEL,  professeur  au  lycée  Buffon,  boulevard  de  Vaugirard,  57,  à  Paris  (i5*). 
1898.     MONTESSUS    DE    BALLORE   (vicomte   Robert    de),    professeur   à    la    Faculté    libre   des 

Sciences,  place  de  Genevières,  8,  à  Lille  (Nord). 

1903.  MliLLER  (J.-O.),  Venusbergerweg,  32,  à  Bonn  (Allemagne). 

1909.  MYERS  (G.-W.),  professeur  de  mathématiques  et  d'astronomie  et  supervisor  de 
mathématiques  à  l'Université  de  Chicago  (États-Unis). 

1909.  NE0VIIJS,  ancien  professeur  à  l'Université  d'Helsingfors,  Chr.  Vinthersvei  31,  à  Co- 
penhague (Danemark). 

1885.  iMEUBERfi,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 
1897.     NIC0LLIER,  professeur,  à  Monlreux  (Suisse). 

1900.  NIEWENGLOWSKI,  docteur  es  sciences,    inspecteur  général  de  l'Instruction  publique, 

rue  de  l'Arbalète,  35,  à  Paris  (5e  ). 
1882.     OCAGNE   (M.  d'),    ingénieur  en  chef  des   ponts   et    chaussées,  répétiteur  à  l'École 
Polytechnique,  rue  La  Boëtie,  3o,  à  Paris  (8e).  S.  P. 

1905.  OMVET,  rue  Pierre-Nicole,  7,  à  Paris  (3e). 

1873.  0V1D10  (E.    d'),  professeur  à  l'Université,  Corso  Sommeiller,  16,  à  Turin  (Italie). 

1901.  l'ADE  (H.),  recteur  de  l'Académie  de  Besançon. 

1893.     l'AINLEVE,    membre  de  l'Institut,   professeur  à   la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Séguier,  18,  à  Paris  (6e). 
1888.     l'APELIER,   professeur  au   lycée,  route  d'Olivet,  3  bis,  à  Orléans. 
1881 .     l'ELLET,  profr  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Gergovia,  77,  à  Clcrinont-Ferrand. 

1874.  l'ERCIN,  général  de  division,  avenue  Elisée-Reclus,  23,  à  Paris  (7e-). 

1881.      l'EROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcester  (Massachusetts,  États-Unis).   S.  P. 
1892.     l'ERRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques,  rue  Tarbé,  3,  à  Paris  (17e). 

1896.  l'ETROVTI'CH,  professeur  à  l'Université,  Kossantch-Venac,  26,  à  Belgrade  (Serbie). 


Date 
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1902.     PËTROVITCII    (S.),    général    major,    professeur    ordinaire    à    l'Académie    d'artillerie 

Michel,  Sergevskaïa,  fo,  log.  10,  à  Saint-Pétersbourg. 
1887.     PEZZO  (del),  professeur  à  l'Université,  piazza  San  Marcellino,  2,  à  Naples  (Italie1). 

1905.  PFEIFFER,  maître  de  conférences  à    l'Université,   Szaoudl   Wladimirskaïa  45,  log  II, 

à  Kiew  (  Russie  ). 

1900.  PHILIPPE  (Léon),  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées,  rue  de  Turin,  23  bis, 
à  Paris  (8«). 

1879.  PICARD  (Emile),  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  et  à 
l'Ecole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  rue  Joseph-Bara,  4.  à  Paris   (6e). 

1872.  PICQUET,  chef  de  bataillon  du  i;énic,  examinateur  des  élèves  à  l'Ecole  Polytech- 
nique, rue  Monsieur-le-Piince,  4>  à  Paris  (6e). 

1899.  PIERPOXT  (James),  professeur  à  l'Université  Vale,  Manslield  street,  'p,  à  New  Haven 
(Connecticut,   États-Unis). 

1882.  P01NCARE,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes,  professeur  à  la 
Faculté  des  Sciences,  rue  Claude-Bernard,  63,  à  Paris  (5*).    S.  P. 

1872.     POUGXAC  (prince  C.  m:),  à  Radmannsdorf  (Carniole,  Autriche).  S.  P. 

1906.  P0P0VICI,   professeur  a  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy    (Roumanie). 
1899.      PRIIV'GSIIHIM,   professeur  h  l'Université,  Arcisstrasse,  12,  à  Munich   (Bavière). 

1896.  PRUV0ST,  inspecteur  général  honoraire  de  l'Instruction  publique,  11,  rue  de  la 
Tour,  à  Paris  (16e  ). 

1902.  PUX  (Victor),  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  professeur  de  mathématiques, 

rue  Madame,  54,  à  Paris  (6"). 
1896.      QUIQUET,  actuaire  de  la  Compagnie  la  Nationale,  bout.  Saint-Germain,  02,  à  Paris  (5"). 
1898.     RABUT,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue    Joseph-Bara,  !\,  à  Paris  (6*). 

1903.  RÉMOUNIIOS,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Soultani,   17,  à  Athènes  (Grèce). 
1906.      REMY,    docteur  es    sciences,    professeur  à    l'École  des    Mines,   34,    cours    Fauriel,    à 

Saint-Etienne. 
1903.     RICHARD,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  rue  de  Fonds,  100, 

à  Chàteauroui 
1908.     RICHARD  D'AHOXI'.OIRT  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Nationale,  -\, 

à  Lille. 

1908.  RISSER,  actuaire  au   Ministère  du    Travail,  rue  Sédillot,  5.  à  Paris  (7e). 
1903.     ROCHE,  agrégé  de  mathématiques,  rue  d'Assas,  76,  à  Paris  (6e). 

1909.  ROSENItLAÏT,  docteur  en  philosophie,  rue  Basztowa,  19,  à  Cracovie  (Autriche). 
1908.      RDTHRDCK.   Professeur  à  l'Université,  à  Bloomington   (Indiana.  États-Unis). 
1872.     ROUART,  ingénieur  civil,  rue  de  Lisbonne,  34,  à  Paris  (8°). 

1896.  R0UGIER,  professeur  au  lycée  et  à  l'École  des  ingénieurs,  rue  Sylvabelle,  84,  à   Mar- 
seille. 

1885.  ROUQIET  (V.),  professeur  honoraire  de  mathématiques  spéciales,  à  Belpech  (Aude). 

1906.  ROI  SIKHS,  professeur  au  collège  Stanislas,  boulevard  du  Montparnasse.  62,  à  Paris  (i4*). 
1911.  RLDXICKI,  licencié  es  sciences,  avenue  du  Parc-de-Montsouris,  21,  à  Paris  (i'i*). 
1900.  SAIJYkOW.  professeur  à  II  Diversité,  à  Kharkow  (Russie).  S.  P. 

1907.  SAMELKYICI,  docteur   es  sciences,  Calca  Victor  ici,    io.3,  à  Bucarest  (Roumanie). 
1872.  SARTIAIX,  Ingénieur  en    chef  des  ponts  et  chaussées,  chef   de    l'exploitation    à    la 

Compagnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
1885.      SAUVAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 
1907.     SCIIŒXFI.IES,    professeur    a    l'Université,    1\,   Raarbrûckerstrasse,   12,   à   Kônigsberg 

(  Prusse). 
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1897.  SCHOll  (Erik),  ingénieur,  Hollaendervez,   12,  à  Copenhague  (Danemark). 

1881.  SCHOUTE,  professeur  à  l'Université,  a  Groningue  (Hollande). 
1901.     SEE  (Thomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Island  (Californie). 

1896.     SEGUIER  (J.-A.  de),  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints-Pères,  56,  à  Paris  (7"). 

1882.  SELIVANOFF  (Démétrius),  professeur  h  l'Université,   Fontanka,  116,  log.  16,  à  Saint- 

Pétersbourg.  S.  P. 
1900.     SERVANT,  docteur  es  sciences,  rue  des  Saints- Pères,  8,  à  Paris  (7e). 

1908.  SHAW  (J.-B.),  professeur  à  l'Université,   no3  West  Illinois  st.,  à   Urbana  (Illinois, 

États-Unis). 
1900.     SPARRE  (comte  de),  doyen    de    la   Faculté    catholique    des    Sciences,  avenue    de    la 
Bibliothèque,  7,  à  Lyon.  S.  P. 

1909.  Sl'EISER  (Andréas),  docteur  en  philosophie,  l.ange  Gasse,  86,  à  Râle  (Suisse). 
1879.     STEPHANOS,  professeur  à  l'Université,  rue  Solon,  20,  à  Athènes  (Grèce). 

1898.  STORMER,  professeur  à  l'Université,  Cort  Aclelers  gade,  12,  à  Christiania  (Norvège  ). 
1904.     SUDRIA,  directeur  de  l'Ecole   préparatoire  à   l'Ecole  supérieure  d'électricité,  rue    de 

Staël,  26,  à  Paris  (i48)- 
1904.     SllNDMAN,  maître   de   conférences    à   lUniversité,    Frcdriksgatan,    19,    à    Helsingfors 

(  Finlande). 
1872.     SYL0W,  professeur  à  l'Université,  Mnjorstuveien,  16  III,  à  Christiania  (Norvège).  S.  P. 

1909.  TARNARIDER  (M11-),  licenciée  es  sciences,  Amdtstrasse  18  II,  à  Gôttingen  (Allemagne). 
1882.     TARRY  (G.),  membre  de  la  Société   Philomathique    de   Paris,   boulevard    de   Stras- 
bourg,  182,  au  Havre.  S.  P. 

1899.  THYBAUT,  professeur  au  lycée   Henri  IV,  boulevard    St-Germain,  5o,  à  Paris  (5"). 

1910.  TIMOCIIEMKfl,  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 

1896.     T0RRES,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  Valgame  Dios,  3,  à  Madrid  (  Espagne). 
1893.     TOUCHE,  ancien  lieutenant-colonel  d'artillerie,   rue  Truffault,  23,  à  Paris  (17*). 
1910.     TRAYNARD,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille. 
1872.     TRESCA,    ingénieur   en    chef  des    ponts   et   chaussées  eu  retraite,  rue  du  Général- 
Henrion-Herthier,  7,  à  Neuilly-sur-Seine  (Seine). 

1896.  TRESSE,  professeur  au  collège  Rollin,  rue  Mizon,  6,  à  Paris  (i5e). 

1907.     TRIPIER  (H.),  licencié  es  sciences,  rue  Alphonse-de-Neuville,  17,  à  Paris  (17*). 
1893.      VALLÉE-POUSSIN  (Cii.-J.   de   l\  ),    membre    de   l'Académie  Royale    des    Sciences,    des 

Lettres    et   des    Beaux-ArU    de    Relgique,    professeur    à    l'Université,    rue  de    la 

Station,    i4g,    à   Louvain  (Belgique). 
1904.     VANDEUREN,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,  16,  à  Bruxelles. 
1905-     VAN   VI/ECK,    professeur    de    Mathématiques.    University    of    Wisconsin,    à    Madison 

(Wisconsin,  États-Unis). 

1897.  VASSILAS-VITAIiIS  (J),    professeur  à    l'Ecole    militaire   supérieure,  rue  Socrate,    11  A, 

à  Athènes  (  Grèce  ). 

1898.  VASSILIEF,  membre  du  Conseil  d'État,  Vassili  Ostrow  ligne  12,  m.  19,  à  Saint-Péters- 

bourg (  Russie  ). 
1909.      VEIL  (  M"°  S),  licenciée  es  sciences,  boulevard  de  Strasbourg,  55,  il  Paris   (  io'). 
1901.     VESSI0T,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   boulevard  Raspail,    >34>  à  Paris  (i4°). 

1911.  VILLAT,  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Montpellier. 

1888.     VOIiTERRA  (  Vito),  professeur  à  l'Université,  via  in  Luciua,  17,  à  Rome. 

1900.     VUIBGRT,  éditeur,   boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5e). 

1880.     WAI.CKENAER,  ingénieur  en  chef  des  mines,  boulevard  St-Germain,  218,  à  Paris  (7°). 

1907.     WEBEU  (Emile),  rue  du  Mambour,  10,  à  Liège  (Belgique). 

N°  ±.  I . 
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1879.     WEIIiIj,  directeur  du  collège  Cliaplal,  boulevard  des  Batignolles,  ^5,  à  Paris  (8"). 

1906.     WlliSON,  Lee  Street,  16,  à  Cambridge  (Massachusetts,  États-Unis). 

1911.      WIiVrtR,  avenue  Kléber,  29,  à  Paris  (16e). 

1909.  W00DE  (F.-S.  ),  professeur  à  l'Institut  de  Technologie,  à  Boston  (Massachusetts, 
États-Unis). 

1878.  WOIUIS  DE  110)111, LY,  inspecteur  général  des  mines,  en  retraite,  quai  de  Passy,  14, 
à  Paria  (i6«). 

1882.  /,  VIKII  IlSItl,  membre  du  Comité  d'artillerie  et  professeur  à  l'Académie  d'Artillerie 
Ziiamenskaïa,  22,  à  Saint-Péleisbourg  (  Russie) . 

1890.  ZAIIEMBA,  professeur  à  la  Faculté  de  Philosophie  de  l'Université,  rue  Sw.  Anny,  12, 
à  Cracovie  (Autriche). 

1903.     ZERV0S,  professeur  agrégé  à  l'Université,  rue  Ipiros,   '|4A>  à  Athènes  (Grèce). 

1881.  ZEUTIIEiV,  professeur  à  l'Université,  Forchhammers  Vej.  12,  à  Copenhague  (Dane- 
mark). 

1898.  ZIWET,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Michigan,  South  Ingalls 
street,  6^,  à  Ann  Arbor  (Michigan,  Ktats  Unis). 

1911.     Z0ARD  DE  GÉ0CZE,  professeur  à  Ungvàr  (Hongrie). 

1909.     Z0RKTTI,  chargé  de  cours  de  Mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen. 


Membres  décédés  en  1910  :   MM.  C0l,0T,  F0\TAi\EAl),  Il  A  A  G ,  III0HX,  LÉVY  (M),  PARAF, 
PKRRIN  (R.),  RAFFY,  R01CI1É,  TANNERY  (J.). 


-  il  - 


sociétaires  perpétuels  recédés. 


BEiVOIST.  —  BIENAYME.  —  BISCIIOFFSHEIM.  —  BORCHARDT.  —  CANET.  —  CBASLES. 
CLAUDE-LAFONTAINE.  —  GAUTHIER-YILLARS.  —  HALPHEN.  —  HERMITE.  —  niRST. 
LAFFON  DE  LADÉBAT.  —  MAXXTIEIM.  —  PERRIN  (R.).  —  RAFFY.  —  TANNERY  (PAUL). 
TCHEBICHEF.  —  VIELLARD. 


LISTE 


PRESIDENTS   DE  LA  SOCIETE  MATHÉMATIQUE   DE  FRANCE 


DEPUIS     SA     FONDATION. 


MM. 

MM. 

1873 

CBASLES. 

1893 

HUMBERT. 

1874 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE     DU     il     JANVIER     1911. 

PRESIDENCE    DE   M.    BRICARD. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renou- 
vellement du  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil  :  elle  entend  le 
rapport  de  la  Commission  des  comptes  et  en  approuve  les  conclu- 
sions à  l'unanimité. 

Communications  : 

Sur  les  courbes  planes  du  quatrième  ordre  et  de  la  cinquième 
classe.  —  En  général  les  courbes  pour  lesquelles  le  nombre  d  des 
points  doubles  est  égal  au  nombre  t  des  tangentes  doubles  sont  de 
classe  égale  à  leur  ordre  et  ont  autant  de  rebroussements  que 
d'inflexions.  11  n'y  a  que  deux  exceptions  correspondant  aux  cas 
suivants  : 

i°  d  =  t  =  o,  courbes  de  troisième  ordre  et  de  sixième  classe  ou 
de  sixième  ordre  et  de  troisième  classe; 

2°  d  =  t  =  2,  courbes  de  quatrième  ordre  et  de  cinquième  classe 
ou  de  cinquième  ordre  et  de  quatrième  classe. 

On  peut  reconnaître  que  les  courbes  du  quatrième  ordre  et  de 
la  cinquième  classe  peuvent  être  définies  comme  les  projections 
d'une  biquadralique  à  point  de  rebroussement,  le  centre  de  pro- 
jection n'étant  pas  sur  la  développable  des  tangentes.  Elles  ont  un 
rebroussement  et  quatre  inflexions. 

Les  courbes  du  cinquième  ordre  et  de  la  quatrième  classe 
s'obtiennent  alors  comme  sections  planes  de  la  développable  des 
tangentes  à  la  biquadratique. 

M.  Foucbé  :  Sur  les  analogies  entre  les  lignes  géodésiques 
et  les  surfaces  minima. 
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M.  Kœnigs  :  Sur  les  courbes  qui  admettent  une  enveloppe, 
dans  le  mouvement  relatif  de  deux  corps. 


SÉANCE     DU    23    JANVIER     1911. 

PRÉSIDENCE    DIC    M.    L      I.KVV. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  MM.  Archibald, 
présenté  par  MM.  Hermann  et  Servant;  Holmgren,  présenté  par 
MM.  Hadamard  et  1...  Lévy;  Galbrnn,  présenté  par  MM.  Cha/.v  cl 
Montel^Zoard  deGeôcze,  présenté  par  MM.  Hadamard  et  Lebesgue. 

Communications  : 

M.  Hadamard  :  Su/-  l'inégalité 

à  laquelle  satisfont  les   variations   de  la  fonction  de  Green 
quand  on  passe  d\in  contour  à  un  contour  voisin. 
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SÉANCE     DU     8     FÉVRIER     1911. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    VESSIOT. 

Communications  : 

M.  Fouché  :  Sur  les  surfaces  minima. 

M.  Vessiot  :  Une  application  de  la  théorie  des  groupes  à 
l' Hydrodynamique.  —  Soienl,  à  l'instant  t,  au  point  x,y,  z  de 
l'espace  :  ux,  ux,  uz  les  composantes  de  la  vitesse  d'un  fluide; 
Q^,  0r,  Qz  celles  du  tourbillon;  Q'x,  Q'  Q'z  celles  de  l'accélération 
rotatoire.  On  a  l'identité 


2""^'  2°*^)  =2i4^~2S"  2°*^ 


àf 


Dans  le  cas  où  il  y  a  un  potentiel  des  accélérations,  cette 
identité  se  simplifie,  et  entraîne  l'invariance  de  l'équation 

Vo    *f 

c'est-à-dire  du  système  des  lignes  de  tourbillon.  Or,  toutes  les  fois 
qu'une  telle  équation  admet  une  transformation  infinitésimale, 
il  en  est  de  même  du  système  des  points  singuliers 

De  là  le  théorème  de  Lagrange;  et,  plus  généralement,  l'inva- 
riance de  l'ensemble  des  points  irrotationnels  ;  c'est-à-dire  l'énoncé 
suivant,  qui  nous  paraît  ajouter  quelque  chose  à  ceux  qu'on 
déduit  habituellement  du  théorème  de  Lagrange  : 

Imaginons,  à  un  instant  particulier  quelcon</ue,  V ensemble 
des  points  du  fluide  qui  sont  ir  rotationnels.  Il  est  constitué  par 
un  ou  par  plusieurs  ensembles  continus,  isolés  les  uns  des 
autres.  Cet  ensemble,  ou  l'un  quelconque  de  ces  ensembles, 
qu'il  soit  un  point,  une  ligne,  une  surface,  un  volume  fini  ou 
infini,  ou  tout  C espace,  demeure  irrotationnel  pendant  tout  le 
mouvement. 
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SEANCE  DU    22    FEVRIER     1911. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    L.    LEVY. 

Communications  : 

M.  Risser  :  Sur  une  équation  fonctionnelle  relative  à  l'assu- 
rance invalidité.  —  Je  me  propose  d'étudier  les  Tables  par  âges 
à  l'entrée  dans  l'assurance  invalidité,  et  tout  particulièrement  de 
déterminer  l'équation  fournissant  le  nombre  des  invalides  d'âge  x 
dont  l'invalidité  remonte  à  l 'âge  y.  La  population  professionnelle 
d'un  groupe  d'âge  x  est  formée  de  V  valides  et  de  1  invalides. 

Si  l'on  désigne  par  i(x,y),  l'ensemble  des  invalides  d'âge  x, 
faisant  partie  de  ce  groupe  depuis  [x — y)  années,  il  en  résulie 
que 

(l)  !(*)=  f    i(x,y)dy, 

*■  -»o 

x0  étant  l'â^e  auquel  commence  à  se  manifester  l'invalidité. 

Soient  py.r  et  qv.x  les  coefficients  instantanés  de  mortalité  à 
l'âge  x  des  ensembles  P(x)  et  V  (x),  vx  le  taux  instantané  d'inva- 
lidité et  nx  le  coefficient  caractéristique  du  passage  de  l'invalidité 
à  la  validité;  on  obtient,  en  écrivant  les  variations  de  population 
des  groupes  P  et  V  dans  le  temps  dx,  les  équations  suivantes  : 


(a)  P(x)pxx  =  Y(x)çXx—  I       l  ^  '     dy, 

d\ 

(3)  —  —  =  V(.r)„x,c-+-  V(.r)vx—  I(ar)*(  ar), 

(4)  -^=-y{s)vx+\{x),{x)-  T  °AfLZldy. 


Comme    [(#)=    /     i(x,y)ax,  on  en  déduit  la  valeur  de  '-j- 
et  par  suite  l'équation  suivante 

(5)  P(x)v(x)  —  [<j(x)  -+-  v(x)]  f     i(x,y)dy  —  i(x,  x)  =  o. 

Si  l'on  pose 


P(ir)v(a?)       =  *(jf), 

:  -  v(  x)  =  tcC.r), 
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l'équation  (5)  se  ramène  à  la  suivante 


(6) 


ce   qui    montre    que    i(x,y)   doit   renfermer   une   fonction  arbi- 
traire. 

Recherche  de  solutions  particulières  de  l 'équation  (5). — 
Première  hypothèse.  —  En  supposant  que  i(x,y)  puisse  se 
mettre  sous  la  forme  F(x)f  (y),  l'équation  (5)  est  ramenée 
à  l'équation  (7) 

,    \  dz        .  .  Pv 

(7)  £  +  (v  +  ^-T  =  o, 

après  avoir  posé /'(#) — f(x0)  =  z;  si  l'on   se  donne  F,  on  voit 
qu'on  est  ramené  à  intégrer  une  équation  linéaire. 

Deuxième  hypothèse.  —  On  prend  pour  i(x,  y)  le  développe- 
ment suivant 

(8)  i(x.y)  =  K\-^—  +■     X~V  9  e*,* +■...+  lx-y)"~l  e«,a  +  „  1 

[w  —  j;0  (oj— 370)2  (10'—  a?ft)"  J 

K  étant  une  constante  (o/<<  to  âge  limite  de  la  vie  humaine). 

Si  l'on  prend  a,  >>  a2  .  .  .  >>  a„  . .  .,  l'expression  i(x,y)  est  liée 
à  la  majorante 

__ en,x . 


Dans  ces  conditions,  on  peut  déterminer  les  constantes  k,  a,, 
a2,  . .  .,  oçn,  .  . .,  de  la  façon  suivante  :  en  posant 

/te*!-*"  _s 

P(X)v(x) ; SB  #(#) 

W  X0 

(9^  <  /  M,      I 

u>'-x0e       +••■+  (n-iXui'-Xoy-i  -Sn-î(*h 

on  voit  facilement  que  a„  se  déduit  de  la  relation 
£-[$-kiv  -+- *)/„_,  1rs,,         .. 

(lO)  ; as    — ■ ; ea"x*. 

v  ni  n{oi  —  xu)" 
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Ces  deux  solutions  particulières,  et  tout  spécialement  la  der- 
nière, permettront  de  trouver  l'expression  pratique  de  la  fonc- 
tion i(x,  y)  et  par  suite  du  taux  de  mortalité  des  invalides  d'âge  x, 
dont  l'invalidité  remonte  à  l'âge  y. 

Je  montrerai,  dans  une  prochaine  Communication,  comment  on 
résout  l'équation  (5). 

M.  Fouché  :  Sur  les  trajectoires  orthogonales  d'une  suite  de 
surfaces  minima. 

Dans  un  champ  de  forces  où  les  surfaces  de  niveau  sont  des 
surfaces  minima,  un  tube  de  force  découpe  sur  les  surfaces  de 
niveau  des  aires  égales. 

M.  Lebesgue  :  Sur  la  non  applicabilité  de  deux  espaces  d'un 
nombre  différent  de  dimensions. 

Étant  donnés  deux  espaces  E  et  e  respectivement  à  n  dimensions 
(.r,,  x2,  -..,  x„)  et  kp  dimensions  (y,,  y->,  .. .,  yp),  n >  p ;  peut-on 
établir  entre  les  points  de  E  et  de  e  une  correspondance  univoque 
et  continue?  L'impossibilité  d'une  telle  correspondance  a  été 
démontrée  par  M.  Brouwer  dans  les  Yfathematiscken  Annalen 
(Bd.  LXX,  191  1).  Dans  le  même  recueil,  à  la  suite  de  la  Note  de 
M.  Brouwer,  M.  Lebesgue  a  indiqué  une  méthode  de  démons- 
tration qui  fait  l'objet  de  sa  Communication  à  la  Société  mathé- 
mathique  et  dont  le  principe  est  le  suivant  :  s'il  existait  une  telle 
correspondance,  elle  transformerait  les  ensembles  fermés  en 
ensembles  fermés;  or,  on  voit  facilement  qu'un  peut  décom- 
poser e  en  ensembles  fermés  aussi  petits  (pie  l'on  veut  et  places  de 
telle  manière  qu'il  y  ait  des  points  communs  à  p  +-  1  de  ces 
ensembles  et  aucun  point  commun  à  plus  de  p  -+-  1 .  Il  faillirait 
donc  qu'une  pareille  décomposition  lui  possible  pour  E  :  on 
montre  que  si  E  est  décomposé  en  ensembles  fermés  assez 
petits,  il  y  a  nécessairement  des  points  communs  à  n  -+-  1  de  ces 
ensembles. 

La  correspondance  ne  peut  donc  être  réalisée. 

M.  Tresse  :  Su/'  les  fonctions  exponentielle  et  logarith- 
mique. 

On  peut  définir  el  étudier  la  fonction  logarithmique  d'abord,  la 
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fonction  exponentielle  ensuite,  à  l'aide  seulement  des  deux  pro- 
positions suivantes  : 

L'expression  av(a~^>o),  définie  seulement  pour  les  valeurs 
rationnelles  de  x  : 

i°  Est  croissante  (pour  a  >  i); 
2°  Satisfait  à  la  relation 

axaï—  axX. 

M.  Vessiot  :  Sur  la  réductibilité  des  équations  aux  dérivées 
partielles.  —  Soit 

Y(Xq,Xx,  . .  .,xn,  z,  p0,pi,  ...,/>»)  =  o. 
Si  on  la  prend  sous  la  forme 

^0=  WOo  |a"i,  . .  .,a?«  \pu  ■  ■  -,Pn), 
son  intégration  équivaut  à  celle  de 

¥-  +  [W,/J«,„,W— W^  =o        (i  =  i,  a, ...,  *). 

Ô.T0        L       ,J  J       "''  dz 

Le  groupe  de  rationalité  de  celle-ci  est  le  groupe  de  transfor- 
mations de  contact  de  l'espace  s,  x{,  ...,  xn,  ou  un  de  ses  sous- 
groupes.  De  là  la  discussion  des  cas  de  réductibilité  de  la  pro- 
posée. 

Pour  /i  =. i,  on  retrouve,  dans  le  cas  général,  l'intégration  par 
la  recherche  d'une  intégrale  première  et  l'intégration  d'une  équa- 
tion du  premier  ordre  à  deux  variables.  Dans  les  cas  particuliers, 
en  exceptant  ceux  où  l'intégration  équivaut  à  celle  d'un  système 
différentiel  ordinaire  à  trois  variables,  on  a  :  soit  une  quadrature 
(qui  peut  être  inutile),  suivie  de  l'intégration  d'un  système  diffé- 
rentiel ordinaire  à  trois  variables  et  de  deux  quadratures;  soit 
l'intégration  d'une  équation  linéaire  homogène  ordinaire  du  qua- 
trième ordre,  ayant  pour  groupe  le  groupe  projectif  d'un  complexe 
linéaire,  ou  un  de  ses  sous-groupes. 

Une  méthode  analogue  s'applique  aux  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  en  involtition,  quand  les  caractéristiques  ne 
dépendent  que  de  constantes  arbitraires. 


—  22  — 
SÉANCE     DU    8     MARS     1911. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    L.    LJÉVT.  • 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  MM.  Chalelet, 
présenté  par  MM.  Borel  et  Monte];  Fréchet,  présenté  par 
MM.  Boutroux  et  Hadamard;  Gau,  présenté  par  MM.  Borel  et 
Gonrsat;  Hierholtz,  présenté  par  MM.  VessiotetMontel  ;  Rudnicki, 
présenté  par  MM.  Kryloff  et  Rémy;  Winler,  présenté  par 
MM.  Boutroux  et  Cahen. 


SÉANCE     DU    22    MARS     1911 


PRESIDENCE    DE    M.    VESSIOT. 


Conférence  de  M.  Bertrand  Russel,  professeur  à  Trinitv  Collège 

(Cambridge),  Sur  les  axiomes  de  r  infini  et  du  Iran  s  fini  : 

La  Mathématique  pure,  on  le  sait,  peut  s'exprimer  et  se  démon- 
trer entièrement  en  termes  d'idées  et  d'axiomes  de  la  logique. 
Cette  thèse  est  évidente  pour  quiconque  considère  la  nature  de  la 
déduction.  Quand  on  déduit,  on  dit  :  x  possède  telle  propriété, 
donc  x  possède  telle  autre  propriété.  Or,  si  l'on  peut  savoir 
ceci,  il  est  certain  que  les  deux  propriétés  doivent  avoir  un  lien 
formel,  qui  permet  de  transformer  les  propriétés  en  variables, 
cl  d'affirmer  :  deux  propriétés  quelconques  ayant  tel  ou  tel  lien 
formel  sont  telles  (pie  Tune  d'elles  implique  l'autre.  On  a  là  une 
proposition  de  logique.  En  effet,  toute  proposition  mathématique 
devient  une  proposition  de  logique  en  transformant  en  variables 
un  nombre  suffisant  des  constantes  que  peu!  contenir  la  propo- 
sition. 

Je  donnerai  un  exemple  géométrique  de  ce  procédé.  La  Géomé- 
trie des  espaces  infinis  (qui  comprend  celle  d'Euclide)  peut  se 
développer  comme  théorie  de   la   relation  entre  parmi  les  points. 
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On  définira  les  points  :  tout  terme  y  qui  est  entre  deux  termes  x 
et  z.  Mettons  Sf  pour  entre.  On  définira  la  ligne  (x,z)  :  les 
termes  y  tels  que  y  2r(.r,  s)  ou  #Sr(y,  s)  ou  sEr(:r,y)  et  .r  et  z. 
On  aura  des  axiomes,  tels  que 

^^(a?.  .z).^  3,(y,  w>).  ~^).z?S(x,  m»),         .... 

On  peut  alors  considérer  une  relation  2r  quelconque  ayant  ces 
propriétés,  et  l'on  a  de  la  logique. 

Cependant  on  n'obtient  la  réduction  à  la  logique  qu'en  cessant 
de  demander  avec  trop  d'insistance  s'il  existe  des  objets  qui 
vérifient  les  hypothèses  dont  on  considère  les  conséquences.  Il 
arrivera  parfois  qu'on  pourra  construire  de  tels  objets  a  priori; 
par  exemple,  on  peut  construire  a  priori  une  classe  ayant  un 
nombre  fini  quelconque  de  termes.  (A  vrai  dire,  celte  construc- 
tion n'est  a  priori  qu'en  admettant  comme  a  priori  l'axiome  qu'il 
existe  au  moins  un  objet,  ou  quelque  équivalent.)  Mais  la  plupart 
des  théorèmes  d'existence  (qui,  du  reste,  ne  sont  pas  nécessaires 
pour  la  vérité  des  autres  théorèmes,  mais  seulement  pour  leur 
importance)  ont  besoin  de  données  qui  ne  sont  pas  purement 
logiques.  Dans  la  Mathématique  pure,  deux  axiomes  d'existence 
donnent  à  peu  près  tous  les  théorèmes  d'existence  qu'on  peut 
désirer.  Ces  deux  axiomes  sont  : 

i"  L'axiome  de  l'infini; 

2°  L'axiome  multiplicatif,  autrement  dit,  l'axiome  de  Zermelo. 

Ces  deux  axiomes  ne  peuvent  se  démontrer  par  la  logique,  et,  à 
mon  avis,  ils  n'ont  pas  d'évidence  intuitive.  Cependant  je  voudrais 
d'abord  expliquer  leur  nature  et  leurs  conséquences,  avant  d'exa- 
miner les  raisons  qu'on  pourrait  avoir  pour  admettre  ou  nier  leur 
v^-ité. 

L'axiome  de  l'infini  s'énonce  comme  suit  :  Si n  est  un  nombre 
cardinal  fini  quelconque,  il  y  a  des  ensembles  consistant  en  n 
individus.  Ici  le  mot  individu  s'oppose  à  classe,  fonction,  propo- 
sition, etc.;  en  d'autres  termes,  individu  signifie  être  du  monde 
actuel,  par  opposition  aux  êtres  de  la  logique.  Pour  amplifier 
celte  notion,  il  faudrait  expliquer  la  théorie  des  types  logiques,  ce 
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que  je  ne  désire  pas  faire;  les  lacunes  qui  résultent  de  ce  silence 
seront  sans  doute  visibles  à  mes  auditeurs. 

Appelons  in  la  classe  de  tous  les  ensembles  de  n  individus.  Alors, 
étant  donné  l'axiome  de  l'infini,  la  suite 

lo,      l\-,      *2>       •  •  •  t      lrti 

forme  une  progression,  c'est-à-dire  une  suite  dont  le  nombre 
cardinal  est  a>  (selon  le  langage  de  Cantor).  On  trouve  ainsi  que 
l'axiome  de  l'infini  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
l'existence  des  progressions,  c'est-à-dire  pour  l'existence  des  suites 

de  la  forme 

Xi,     Xi,      •  • . ,     xn,      .  .  . ,     ad  inf. 

Cet  axiome  est  donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
L'existence  du  plus  petit  nombre  ordinal  transfini  u>,  et  du  plus 
petit  nombre  cardinal  transfini  j$0- 

Etant  donnée  l'existence  de  j$0,  on  aura  aussi  1  existence  de  2No, 
puisque  ce  nombre  est  le  nombre  des  classes  contenues  dans 
une  classe  ayant  ^0  termes.  On  aura  de  même  l'existence  de  22S°, 

■a-  ",  et  ainsi  de  suite;  et  il  est  facile  de  montrer  que  tous  ces 
nombres  sont  différents,  et  qu'ils  forment  une  suite  en  ordre  de 
grandeur  croissante. 

Voici  donc  une  première  suite  infinie  de  nombres  cardinaux 
trauslinis. 

Etant  donnée  l'existence  de  co,  on  aura  aussi  l'existence  de  tous 
les  autres  nombres  ordinaux  qui  se  forment  en  changeant  l'ordre 
des  termes  dans  une  progression.  Par  exemple,  on  a  les  suites 


. ,     n  -h  i,     . . . ,     i , 

.,     n  -+-  ?,      . .  . ,      i,     3, 

.,       an,       ...,     i,    3,    5,     ...,    2/i  —  i,     — 

On  obtient  ainsi  un  certain  ensemble  de  nombres  ordinaux, 
à  savoir,  l'ensemble  des  nombres  ordinaux  des  suites  dont  les 
termes  sont  les  entiers  finis.  Cantor  a  montré  qu'on  peut  arranger 
ces  nombres  ordinaux  en  ordre  de  grandeur  croissante.  Ces  nom- 
bres eux-mêmes  forment  donc  une  suite  bien  ordonnée,  dont  le 
nombre  ordinal  est   plus  grand  qu'aucun   nombre  qui   parait  dans 


I, 

•'. 

i. 

2, 

3, 

4, 

'-*-, 

4, 

5, 

••>, 

4, 

<">, 
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la  suite.  Ce  nombre  ordinal,  nous  l'appellerons  to,.  On  montre 
aussi  facilement  que  le  nombre  cardinal  de  termes  dans  une  suite 
du  type  (o,  est  plus  grand  que  ^0  ;  d'après  Cantor,  nous  l'appe- 
lons 5$,. 

On  obtient  ainsi  une  suite  de  nombres  ordinaux  et  une  suite  de 
nombres  cardinaux.  Celle  dernière  est  ^0,  5$,,  ...,  ^H,  ....  On 
peut  démontrer  l'existence  de  tous  ces  nombres,  en  admettant 
l'axiome  de  l'infini.  Mais,  à  mon  avis,  on  ne  peut  pas  démontrer, 
sans  un  nouvel  axiome,  l'existence  de  ^w,  ou  d'un  nombre  car- 
dinal quelconque  plus  grand  que  tous   les   nombres  $$0,  ^,,   ..., 

tfn,  •••• 

En  admettant  l'axiome  de  l'infini,  nous  avons  donc  démontré 
l'existence  de  deux  progressions  de  nombres  cardinaux,  à  savoir 

tfo,     2*0,     jp*      ..., 
No,     «1,     tfj,       .••• 

Si  l'on  n'admet  pas  l'axiome  multiplicatif,  il  n'existe  aucune 
démonstration  que  les  termes  de  la  première  progression  sont  ou 
plus  grands  ou  plus  petits  que  les  termes  de  la  seconde  progression 
(à  part  le  terme  ^o)-  Cantor  a  espéré  pouvoir  démontrer  que 
'2^0  =  ^!,  mais  ni  lui  ni  aucun  autre  n'a  réussi  à  démontrer  une 
telle  équation. 

Il  y  a  un  autre  ordre  d'idées  qui,  en  partant  de  l'axiome  de 
l'infini,  démontre  l'existence  de  suites  denses  de  divers  types. 
Qu'on  arrange,  par  exemple,  les  entiers  finis  d'après  la  règle 
suivante  :  Exprimons  les  entiers  d'après  l'échelle  dyadique,  de 
sorte  qu'ils  ont  la  forme 

a 

c'est-à-dire,  la  somme  des  nombres  2"  pour  tout  n  qui  est  membre 

de  a.  Alors,  étant  donnés  deux  nombres    >  2"  et  ^,2a,  on  mettra 

le  premier  avant  le  second  si  le  plus  petit  nombre  qui  appartient 
à  l'une  des  deux  classes  a,  t3  sans  appartenir  aux  deux  classes 
appartient  à  a. 

On  obtiendra  alors  une  suite  de  nombres  où  les  nombres  qui 
ont  le  plus  de  zéros  à  la  fin  viendront  plus  tard;  parrm  les  nombres 
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qui  onl  même  nombre  de  zéros  à  La  fin.  ceux  qui  onlle  moins  de  i 
avant  les  zéros  viendront  plus  lard;  parmi  les  nombres  qui  ont 
même  nombre  de  zéros  à  la  (in  el  même  nombre  de  i  avant  les 
zéros,  ceux  qui  ont  le  plus  de  zéros  avant  les  i  viendront  plus 
lard,  et  ainsi  de  suite.  On  peut  construire  cette  suite  de  la  manière 
suivante  :  mettons  i  au  milieu,  10  à  droite,  m  à  gauche.  Appe- 
lons lacune  non  pas  seulement  les  espaces  entre  deu\  chiffres, 
mais  aussi  les  espaces  à  droite  et  à  gauche  de  tous  les  chi fifres. 
Remplissons  alors  les  lacunes,  à  parlir  de  la  droite,  en  ajoutant 
d'abord  le  chiffre  o  sans  changer  l'ordre,  ensuite  le  chiffre  i,  en 
omettant  les  chiffres  déjà  obtenus.  Autrement  dit,  en  abandon- 
nant l'échelle  dyadique,  meltons  i  au  premier  rang;  au-dessous 
de  i,  mettons  2,  3  dans  les  lacunes  de  droite  à  gauche;  au- 
dessous  du  second  rang,  doublons  le  second  rang  pour  remplir 
les  lacunes  à  droite  de  1,  et  ajoutons  1  aux  chiffres  du  troisième 
rang  déjà  obtenus  pour  remplir  les  lacunes  à  gauche  de  1. 


••■'> 
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Pour  obtenir  le  nlèm*  rang,  on  commence  par  a"-1  à  L'extrême 
droit*1;  puis  on  y  ajoute  2n-2;  puis  on  ajoute  in~-  aux  nombres  déjà 
obtenus,  en  préservant  l'ordre;  puis  on  ajoute  a"-3  aux  nombres 
déjà  obtenus,  en  préservant  l'ordre;  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  des 
nombres  impairs,  qui  remplissent  la  moitié  gauche  du  rang. 

En  continuant  par  cette  méthode,  il  est  évident  qu'on  obtient 
nue  suite  dense  composée  des  entiers  finis.  I3one,  en  admettant 
l'axiome  de  l'infini,  il  \  .1  des  suites  denses  avant  j<„  termes.  En 
prenant  les  segments  d'une  telle  suite,  on  obtient  une  suite  con- 
tinue au  sens  de  Cantor,  c'esl-à  dire  une  suite  du  type  des  nombres 
réels.  Donc,  en  admeltanl  l'axiome  de  l'infini,  on  démontre 
I  existence  du  continu.  De  là  on  peut  démontrer  L'existence  (au 
sens  mathématique)  des  espaces  euclidiens  el  non  euclidiens  de 
toute  espèce. 

D'après  ce  que  QOUS  venons  de  dire,  il  est  évident  que  l'axiome 
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de  l'infini  suffit,  à  lui  seul,  à  démontrer  la  plupart  des  théorèmes 
d'existence  dont  on  a  besoin  en  mathématiques.  Pourtant  il  y  a 
un  autre  axiome  d'existence,  à  savoir  l'axiome  multiplicatif,  qui 
serait  très  utile  si  l'on  pouvait  savoir  qu'il  est  vrai.  L'utilité  de 
cet  axiome  concerne  plutôt  la  théorie  du  transfini  que  la  mathé- 
matique ordinaire,  tandis  que  l'axiome  de  l'infini  est  nécessaire 
pour  la  plus  grande  partie  de  la  mathématique  ordinaire,  par 
exemple  pour  le  calcul  infinitésimal. 

L'axiome  multiplicatif  a  beaucoup  de  formes  équivalentes. 
Zermelo,  le  premier  qui  l'ait  énoncé  explicitement,  lui  donne 
une  forme  qu'on  peut  exprimer  de  la  manière  suivante  : 

Etant  donné  un  ensemble  a  quelconque,  soit  x  la  classe  de 
tous  les  ensembles  non  nuls  qui  sont  parties  de  a  (y  compris  a 
lui-même).  Alors  il  existe  une  fonction  f  telle  que,  si  (3  est  un 
membre  de  x,  f  [i  est  un  membre  de  [3.  Autrement  dit,  il  existe 
une  règle  d'après  laquelle  on  peut  choisir  un  terme  représentatif 
dans  toute  classe  non  nulle  contenue  dans  a. 

Pour  comprendre  cet  axiome  et  son  utilité  pour  la  multiplica- 
tion, il  faut  dire  un  mot  de  la  théorie  des  sélections.  Soit  x  une 
classe  d'ensembles  qui  s'excluent  mutuellement,  alors  on  appelle 
sélection  de  x,  une  classe  qui  contient  un  terme,  et  un  seul,  dans 
tout  ensemble  qui  est  membre  de  x.  Ce  terme,  on  peut  l'appeler  le 
représentant  de  l'ensemble  auquel  il  appartient.  Supposons,  par 
exemple,  que  la  Chambre  des  députés  soit  composée  exclusive- 
ment d'habitants  des  arrondissements  qu'ils  représentent;  alors 
la  Chambre  sera  une  sélection  des  arrondissements  considérés 
comme  classes  d'électeurs. 

Or,  quand  le  nombre  des  membres  de  x  est  fini,  on  peut  faire 
un  choix  arbitraire  des  représentants  des  ensembles,  de  sorte 
qu'il  y  a  toujours  des  sélections.  Et  il  est  évident  que,  dans  ce  cas, 
le  nombre  des  sélections  possibles  est  le  produit  des  nombres  des 
ensembles  qui  sont  membres  de  x.  On  peut  employer  la  classe 
des  sélections  pour  définir  ce  produit,  et  l'on  obtient  ainsi  une 
définition  du  produit  qui  s'étend  au  cas  où  le  nombre  des  facteurs 
est  infini.  C'est  pour  cette  raison  que  la  théorie  des  sélections  est 
intimement  liée  à  la  théorie  de  la  multiplication. 

Il  faut  d'abord  préciser  un  peu  l'idée  de  sélection.  Quand  le 
nombre  des  membres  de  x   peut  êlre  infini,  il  est  impossible  de 
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créer  une  sélection  par  des  choix  arbitraires.  îl  est  donc  néces- 
saire  d'avoir  une  règle  d'après  laquelle  les  choix  sont  effectués. 
(Par  exemple  si  les  ensembles  qui  sont  membres  de  x  sont  des 
suites  dont  chacune  a  un  premier  terme,  on  pourra  choisir  toujours 
le  premier  terme.)  Or,  une  règle  de  choix  est  représentée,  en 
logique,  par  une  relation  univoquc  11  telle  que,  du  moment 
que  x;x,  il  existe  un  x,  et  un  seul,  qui  a  la  relation  R  à  a,  et  cet  x 
est  membre  de  a.  C'est-à-dire,  R  sera  une  relation  univoque  dont 
le  domaine  converse  est  x,  et  qui  implique  s,  où  z  est  la  relation 


->''3 


(l'un  terme  à  une  classe  dont  il  est  membre.  Une  relation  telle 
que  l>  s'appellera  relation  sélective  de  x;  nous  l'écrirons  z\v.. 
lin  symboles, 

:A/.  =  (i^c/s)na'!'-n  R*'e. 

Or  cette  notion  peut  se  généraliser  encore,  en  incitant 


H" 


Si    l'on    a    ReP^X,    \\   ressemblera    à    la    relation     dans     le    dia- 
ramine. 

La   notion   générale   esl    utile,  mais  pour  le  moment  nous   nous 
occuperons  principalement  de  B^X. 

On  remarquera  d'abord  que  la  classe  des  sélections  ne  pourra 
définir   le   produit   arithmétique   que   quand    les  membres  de    x 


—  29  — 

s'excluent  l'un  l'autre,  tandis  que  z\x  n'est  pas  sujet  à  cette 
restriction.  J'écris  Ne' a  pour  le  nombre  cardinal  de  a,  où  a  est 
une  classe  (un  ensemble)  ;  j'écris  IlNc'x  pour  le  produit  des  nom- 
bres des  membres  de  x,  où  x  est  une  classe  de  classes.  On  peut 
donc  mettre 

nNcV.  =  Nc'4x        D/. 

Alors  quand  x  est  une  classe  finie,  même  si  les  membres  de  x 
sont  des  classes  infinies,  IlNc'x  aura  les  propriétés  connues  des 
produits  arithmétiques.  Mais  si  x  est  une  classe  infinie,  on  ne  sait 
pas  que  la  classe  e^x  n'est  pas  nulle,  si  l'on  n'admet  pas  l'axiome 
multiplicatif.  Il  pourra  donc  advenir  qu'un  produit  arithmétique 
soit  zéro  quand  aucun  de  ses  facteurs  n'est  zéro.  Si  l'on  admet 
l'axiome  multiplicatif,  ceci  devient  impossible;  en  effet,  la  propo- 
sition :  un  produit  cardinal  ne  peut  être  zéro  que  si  un  de  ses 
facteurs  est  zéro,  est  équivalente  à  l'axiome  multiplicatif. 

L'axiome  multiplicatif  s'énonce  comme  suit  :  Soitv.  un  ensemble 
d'ensembles  non  nuls;  alors  il  y  a  au  moins  une  classe  y-  qui 
possède  un  terme,  et  un  seul,  dans  chaque  ensemble  qui  est 
membre  de  x. 

L'axiome  de  Zermelo  s'énonce  comme  suit  :  Soit  «  une  classe 
quelconque,  et  soit  x  la  classe  de  toutes  les  classes  non  nulles 
contenues  dans  a;  alors  il  y  a  au  moins  une  relation  sélective 
de  x.  En  symboles, 

(a),  g  !  e^  Clex"1  a. 

Il  est  facile  de  prouver  que  ces  deux  axiomes  sont  équivalents  ('). 

Donc,  d'après  le  théorème  de  Zermeio,  ils  sont  tous  deux  équi- 
valents à  la  proposition  :  Toute  classe  peut  être  bien  ordonnée. 
Ils  sont  aussi  équivalents  à  la  proposition  que,  étant  donné  un 
ensemble  x  d'ensembles  non  nuls,  il  existe  toujours  des  relations 
sélectives  de  x;  et  à  la  proposition  que,  si  P  est  une  relation  quel- 
conque, et  x  une  classe  contenue  dans  le  domaine  converse  de  P, 
alors  P^x  n'est  pas  nul. 

Les  propositions  qu'on  ne  peut  démontrer  que  par  le  moyen 
de  l'axiome  multiplicatif  sont  très  nombreuses.  En  voici  quel- 
ques-unes : 

(')  Voir  Priacipia  MathemaUca,  §  88. 


i°  De  deu\  nombres  cardinaux  différents,  l'un  doit  être  plus 
grand  que  l'autre. 

2"  Les  nombres  cardinaux  qui  s'augmentent  par  l'addition  de 
l'unité  sont  les  mêmes  que  les  nombres  inductifs,  c'est-à-dire  les 
nombres  qu'on  appelle  naturels.  Cette  proposition  identifie  les 
deux  définitions  de  l'infini.  On  peut  dire  (prime  classe  est  infinie 
quand  elle  contient  une  partie  qu'on  peut  mettre  en  relation 
biunivoque  avec  la  classe  entière;  d'après  celte  définition,  un 
nombre  est  infini  quand  il  ne  s'augmente  pas  par  L'addition  de 
l'unité.  On  bien  on  peut  dire  qu'on  appellera  nombre  entier  fini 
tout  nombre  qui  obéit  à  l'induction  complète  à  partir  de  zéro. 
C'est-à-dire  :  appelons  propriété  récurrente  toute  propriété  qui 
appartient  à  //.  -f-  i  du  moment  qu'elle  appartient  à  n}  et  appelons 
propriété  induclive  toute  propriété  récurrente  qui  appartient 
à  zéro.  Nous  appellerons  alors  nombre  inductif  tout  nombre  qui 
possède  tontes  les  propriétés  induclives,  c'est-à-dire  tout  nombre 
pour  lequel  les  démonstrations  par  le  moyen  de  l'induction  com- 
plète sont  valables.  Il  est  facile  de  voir  que  les  nombres  inductifs 
sont  les  mêmes  (pie  les  nombres  naturels  o,  1,2,  ...,  100,  ..., 
1000,  ...,  et  qu'il  y  a  des  nombres  (en  admettant  l'axiome  de 
l'infini)  qui  ne  sont  pas  des  nombres  inductifs,  par  exemple  le 
nombre  des  nombres  inductifs.  Le  soi-disant  principe  de  l'induc- 
tion complète  devient  donc  une  définition,  à  savoir  la  définition 
des  nombres  inductifs.  On  peut  alors  dire  que  les  nombres  infinis 
sont  les  nombres  non  inductifs.  (ianlor  suppose  toujours  (pie  les 
nombres  non  inductifs  sont  les  mêmes  que  les  nombres  qui  ne 
s'augmentent  pas  par  L'addition  de  l'unité;  mais,  pour  démontrer 
ceci,  00  a  besoin  de  l'axiome  multiplicatif,  non  pas,  il  est  vrai, 
dans  toute  sa  généralité,  mais  seulement  pour  les  produits  de  ^0 
facteurs. 

3"  On  définit  le  produit  de  deux  facteurs  de  la  manière  sui- 
vante :  soient  a  et  Jï  deux  classes  quelconques;  alors  le  produit 
de  a  et  [3  sera  la  classe  des  couples  (x,y)  dont  xta.  et  yefi  (en 
distinguant  X,  y  de  r.  ./).  On  démontre  alors  sans  l'axiome  multi- 
plicatif la  plupart  des  propriétés  connues  du  produit  de  deux  fac- 
teurs. Cependant,  si  l'on  veut  établir  le  rapport  entre  l'addition 
et  la  multiplication,  on  a  besoin  de  l'axiome;  c'est-à-dire,  on  en  a 

besoin  pour  prouver  >\w  la  somme  de  u.  classes,  dont  chacune  a 
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v  termes,  possède  a  x  v  termes.  Il  en  est  de  même  pour  le  rapport 
entre  la  multiplication  et  l'exponentiation. 

4"  De  ce  que  nous  venons  de  dire  il  s'ensuit  qu'on  ne  peut 
prouver,  sans  l'axiome  multiplicatif,  que  la  somme  de  ^0  classes 
ayant  chacune  j$0  membres  possède  ^0  x  i>îo  membres.  On  sait 
que  ^0x^0=^oi  et  il  eâL  usuel  d'en  déduire  que  la  somme 
de  ^0  classes  ayant  chacune  fc<0  membres  a  ^0  membres.  Cepen- 
dant cette  déduction  n'est  bonne  que  si  l'on  admet  l'axiome  multi- 
plicatif. 

5°  Par  le  moyen  de  la  déduction  dont  nous  venons  de  parler, 
on  a  coutume  de  prouver  que  la  limite  d'une  progression  de  nom- 
bres ordinaux  de  la  deuxième  espèce  (c'est-à-dire  formée  par  des 
suites  dont  le  nombre  cardinal  est  $<0)  est  elle-même  de  la  deuxième 
espèce.  Ceci  aussi  n'est  valable  que  si  l'on  admet  l'axiome  multi- 
plicatif; donc  une  très  grande  partie  de  la  théorie  des  nombres 
ordinaux  transfinis  devient  douteuse.  Il  en  est  de  même  du 
théorème  que,  dans  une  suite  quelconque,  un  terme  ne  peut  être 
à  la  fois  la  limite  d'une  suite  du  type  to  et  d'une  suite  du  type  w,. 
Il  s'ensuit  que  presque  toute  la  belle  œuvre  de  Hausdorff,  Unter- 
suchungen  iiber  Ordnungstypen,  dépend  de  l'axiome  multi- 
plicatif. 

6"  L'axiome  multiplicatif  est  nécessaire  pour  démontrer  que 
la  somme  de  p.  ensembles  ayant  chacun  v  termes  a  le  même  nombre 
de  termes  que  la  somme  de  v  ensembles  ayant  chacun  p.  termes, 
excepté  dans  le  cas  où  u.  et  v  sont  tous  deux  finies.  Pour  prendre 
le  cas  le  plus  simple,  supposons  une  progression  de  couples 

#u    yu     x,,    jk>,     a?s,    JKs.     •••,     ^v,    Jv,     •  ••, 

et  supposons  qu'on  ait  à  démontrer  qu'on  peut  arranger  les  mêmes 
termes  dans  un  couple  de  progressions.  Avec  la  notation  que  nous 
venons  d'employer,  ceci  se  fait  en  prenant  la  suite 

a?j,     à?,,     ...,    ^v,     ...,    yu    yt,     . ..,    y„,     

Mais  en  adoptant  la  notation  #v,yv  pour  le  v"""  couple,  nous  avons 
introduit  l'hypothèse  qu'un  ordre  esl  donné  pour  chaque  couple, 
de  sorte  qu'on  peut  distinguer  un  premier el  un  deuxième  membre 
du  couple.  Si  l'on  ne  l'ait  pas  cette  hypothèse,  il  sera  impossible 
de  donner  une  règle  d'après  laquelle  on   choisira  simultanément 
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un  terme  dans  chaque  couple.  Donc  on  ne  saura  ranger  les  termes 
en  deux  progressions. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  deviendra  plus  évident  en  prenant 
un  exemple.  Il  y  avait  une  fois  un  millionnaire  qui  possédait 
fcjo  paires  de  bottines.  Peut-on  démontrer  que  le  nombre  des 
bottines  qu'il  possédait  était  un  nombre  pair?  Oui,  car  on  pourra 
mettre  dans  une  classe  toutes  les  bottines  gauches,  et  dans  l'autre 
toutes  les  bottines  droites.  Mais  si  ce  millionnaire  avait  l'excen- 
tricité  d'avoir  les  deux  bottines  semblables,  de  sorte  qu'il  n'y  a\ait 
pas  une  bottine  droite  et  une  bottine  gauche  dans  chaque  paire, 
alors  il  devient  impossible  d'effectuer  la  division  de  l'ensemble 
des  bottines  en  deux  parties  égales.  Il  est  donc  impossible  de 
montrer  que  le  nombre  de  ses  bottines  était  un  nombre  pair, 
ou  qu'il   y   axait  ^0  bottines,  malgré  le  fait  qu'on  a 

Les  mathématiciens  ont  employé  l'axiome  multiplicatif  incon- 
sciemment, non  pas  seulement  dans  la  théorie  des  ensembles, 
mais  aussi  dans  la  Mathématique  ordinaire,  jusqu'à  ce  que  Zermelo 
l'ait  énoncé  explicitement  comme  axiome  (').  Moi-même  je  l'ai 
employé  autrefois  sans  le  savoir;  mais,  en  1904,  j'ai  fait  la  décou- 
verte qu'il  y  avait  là  un  axiome  indépendant.  Beaucoup  de  mathé- 
maticiens, comme  Zermelo  lui-même,  affirment  que  cet  axiome 
est  aussi  évident  que  les  autres,  et  qu'on  peut  l'affirmer  sans 
hésitation.  D'autres  disent  qu'il  n'y  a  aucune  raison  de  croire  (pie 
l'axiome  soit  vrai.  Peano  (a),  après  avoir  démontré  l'indépendance 
de  l'axiome,  consacre  à  la  discussion  de  sa  vérité  seulement  la 
remarque  suivante  : 

«  Maintenant  devons-nous  croire  que  la  proposition  est  vraie, 
ou  qu'elle  est  fausse?  Notre  opinion  est  indifférente  »  (p.  1 48). 

M.  Peano  dit  dans  le  même  article  que  la  question  de  l'évidence 
esi  une  question  psychologique,  qui  ne  concerne  pas  la  logique. 
Cependant  la  logique  dépend  des  axiomes  de  la  logique,  et  ces 


(')  Beweis  dass  j'ede    Venge   wohlgeordiut    werden   kann    (  Mathemalische 
Annalen,  1 .  LIX,  igo^  )• 
(J)  Iicvista  de  Matvnuitica,   V   série,  t.  \  III,  1906,  p.   i'i'>-i'|S. 
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axiomes,  on  les  admet  parce  qu'ils  sont  évidents,  du  moins  l'évi- 
dence ou  bien  des  axiomes  ou  bien  de  leurs  conséquences  est  la 
seule  cause  qui  nous  fait  admettre  les  axiomes.  Il  est  donc  permis 
de  demander  si  l'axiome  multiplicatif  est  vrai,  malgré  ce  fait  qu'il 
ne  se  déduit  pas  des  autres  axiomes.  Il  faut  reconnaître  qu'il  n'y 
a  pas  beaucoup  à  dire  sur  cette  question;  mais  il  est  possible  de 
présenter  quelques  remarques  qui  tendent  à  faire  naître  le  doute 
au  sujet  de  l'axiome. 

Quant  à  la  prétendue  évidence  de  cet  axiome,  il  me  semble  que 
l'imagination  nous  présente  toujours  un  nombre  fini  de  classes, 
même  quand  nous  désirons  parler  d'un  nombre  infini.  Or,  dans  le 
cas  des  nombres  finis,  on  n'a  pas  besoin  d'un  axiome,  puisque  la 
possibilité  des  sélections  se  démontre  facilement.  Donc  l'évidence 
apparente  de  l'axiome  tend  à  disparaître  sous  l'influence  de  la 
réflexion.  De  plus,  quand  on  parle  d'une  classe  infinie,  il  faut 
qu'elle  soit  donnée  au  moyen  d'une  propriété  que  possèdent  tous 
les  membres  de  la  classe  et  que  ne  possède  rien  d'autre  :  il  est 
impossible  que  la  classe  soit  donnée  par  énumération.  Donc 
l'axiome  multiplicatif  doit  affirmer  que,  quand  on  a  un  ensemble 
de  classes,  il  existe  toujours  une  propriété  quelconque  que  possède 
un  terme,  et  un  seul,  dans  chaque  classe  qui  appartient  à  l'ensemble. 
Or  ceci  n'est  nullement  évident,  à  mon  avis.  Je  me  trouve  donc 
amené  à  la  conclusion  que  l'axiome  cesse  d'être  évident  du  moment 
qu'on  saisit  ce  qu'il  signifie. 

Il  faut  dire  aussi  que  le  théorème  de  Zermelo,  à  savoir  que,  si 
l'axiome  est  vrai,  toute  classe  peut  être  bien  ordonnée,  donne  lieu 
de  croire  que  l'axiome  est  faux;  car  il  n'est  guère  croyable  que 
toute  classe  puisse  être  bien  ordonnée.  Beaucoup  de  mathémati- 
ciens habiles  ont  tâché  de  trouver  une  suite  bien  ordonnée  com- 
posée des  nombres  réels,  mais  personne  n'a  réussi  à  trouver  une 
telle  suite.  De  tels  arguments  n'ont  pas  beaucoup  de  force,  mais 
il  faut  leur  accorder  une  certaine  valeur. 

11  est  possible  qu'on  trouve  plus  tard  une  réduction  à  l'absurde 
qui  montrera  que  l'axiome  est  faux.  Mais,  dans  le  moment,  il  me 
semble  qu'il  est  seulement  douteux.  Il  se  peut  qu'il  soit  vrai,  mais 
l'évidence  lui  manque  et  ses  conséquences  sont  étonnantes.  Dans 
ces  circonstances,  il  me  semble  qu'on  fera  bien  de  s'abstenir  de 
l'employer,    excepté    dans    les    arguments    qui    donnent    l'espoir 
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d'aboutir    à   une    absurdité  el  de   Irancher  ainsi  négativement   la 
question  de  la  vérité  de  l'axiome. 

Entre  l'axiome  multiplicatif  et  l'axiome  de  L'infini,  il  subsiste  une 
différence  importante  au  point  de  vue  de  la  théorie  de  la  connais- 
sance. L'axiome  multiplicatif  a  la  forme  et  le  caractère  des  axiomes 
de  la  logique  :  on  ne  saurait  le  démontrer  au  moyen  de  données 
empiriques.  Les  considérations  <|iii  portent  sur  la  vérité  ou  la 
fausseté  de  l'axiome  multiplicatif  sont  des  considérations  de 
logique,  des  considérations  a juiori.  L'axiome  de  L'infini,  au  con- 
traire, est  purement  empirique.  Quel  que  soit  v,  pourvu  que  v  soit 
un  nombre  cardinal  fini  ou  transfini,  il  est  possible  apriorique  v 
soit  le  nombre  des  individus  dans  l'univers.  Mais,  d'après  l'évi- 
dence empirique,  d'après  la  divisibilité  des  objets  physiques,  il 
semble  artificiel  de  supposer  qu'il  y  ait  un  nombre  fini  d'individus 
dans  l'univers.  11  ne  me  semble  pas  que  les  données  empiriques 
suffisent  à  démontrer  que  le  nombre  des  individus  n'est  pas  uni, 
mais  elles  suffisent  à  démontrer  que  l'hypothèse  finilislc  est  beau- 
coup plus  difficile  et  moins  simple  que  l'autre,  et  la  logique  de 
l'infini  démontre  (pie  l'hypothèse  finitiste  n'est  nullement  préférable 
a  priori,  .l'en  conclus  que,  pour  les  raisons  qui  décident  d'habi- 
tude des  hypothèses  scientifiques,  il  vaut  mieux  présumer  que  le 
nombre  des  individus  est  infini,  en  se  souvenant,  pourtant,  que 
cette  hypothèse  pourrait  être  fausse,  quoique  les  faits  sensibles 
soient  tels  qu'on  ne  puisse  jamais  savoir  qu'elle  soit  fausse. 

En  résumé,  nous  avons  vu  que,  malgré  le  fait  que  toute  la 
Mathématique  pure  peut  se  représenter  comme  un  prolongement 
de  la  logique,  les  théorèmes  d'existence  qu'on  désire  démontrer 
ont  souvent  besoin  de  deux  axiomes  qui,  quoiqu'on  puisse  les 
énoncer  en  termes  Logiques,  ne  sauraient  être  démontrés  par  le 
moyeu  des  principes  de  la  logique.  Ces  deux  axiomes  sont  I  axiome 
de  l'infini  el  l'axiome  de  Zermelo  (autrement  dit,  l'axiome  multi- 
plicatif). 

L'axiome  de  L'infini  esl  nécessaire  et  suffisant  pour  démontrer 
qu'il  y  a  des  progressions,  c'est  -à-dire  des  suites  de  la  forme  x,, 
#2»  #3>  ■••■>  2\i  •••  à  l'infini.  Il  esl  nécessaire  et  suffisant  pour 
démontrer  L'existence  des  nombres  cardinaux  ^0,  ^,,  ...,  j^v  (où  v 

esl   lini),  2No,  '.>.-'  ",    etc.;    des   nombres  ordinaux  (0,  (0,,  0)2,  ....   (<>v 
(où    v    est    fini)    ainsi    que    tous    leurs    intermédiaires;   des   types 
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d'ordre  r\  et  0  (c'est-à-dire  les  types  des  nombres  rationnels  et  des 
nombres  réels);  ainsi  que  d'une  masse  d'autres  types  d'ordre. 
L'axiome  multiplicatif,  qui  peut  s'exprimer  sous  beaucoup  de 
formes  équivalentes,  est  nécessaire  et  suffisant  pour  montrer  qu'un 
produit  arithmétique,  dont  le  nombre  des  facteurs  est  infini,  ne 
peut  être  zéro  que  si  un  des  facteurs  est  zéro,  ainsi  que  pour 
montrer  que  toute  classe  peut  être  bien  ordonnée.  L'axiome  suffit 
à  démontrer  beaucoup  de  théorèmes  d'une  importance  capitale 
dans  la  théorie  du  transfini,  qu'on  ne  sait  pas  démontrer  autre- 
ment; il  suffit,  par  exemple,  pour  l'identification  des  deux  défini- 
tions de  l'infini.  Mais,  à  mon  avis,  il  n'y  a  aucune  raison  de  croire 
que  l'axiome  multiplicatif  soit  vrai,  tandis  que,  pour  des  raisons 
empiriques,  il  paraît  probable  que  l'axiome  de  l'infini  se  réalise 
dans  le  monde  actuel.  Pour  ma  part,  je  trouve  qu'on  fait  bien, 
à  présent,  de  n'employer  ni  l'un  ni  l'autre  des  deux  axiomes  que 
comme  hypothèse  explicite. 

L'axiome  de  l'infini  est  seulement  nécessaire  à  cause  de  la 
théorie  des  types  logiques,  qui  sert  à  résoudre  les  paradoxes.  Il 
est  donc  possible  que,  en  modifiant  la  théorie  des  types,  l'axiome 
de  l'infini  cesse  d'être  nécessaire.  Quant  à  l'axiome  multiplicatif, 
il  reste  possible  qu'en  cherchant  ses  conséquences  on  aboutisse 
à  une  contradiction,  ce  qui  prouverait  que  l'axiome  est  faux.  Mais, 
pour  le  moment,  les  deux  axiomes  restent  douteux;  il  se  peut  que 
tous  deux  soient  vrais,  et  il  se  peut  que  l'un  soit  vrai  et  l'autre 
faux.  La  seule  chose  qu'on  sait  être  impossible,  c'est  que  tous 
deux  soient  faux;  car  s'il  n'y  a  pas  de  classe  infinie,  les  sélections 
doivent  être  toujours  possibles,  de  sorte  que  l'axiome  multiplicatif 
doit  être  vrai. 

Il  est  à  espérer  que  ce  résultat  si  mince  sera  bientôt  grossi  par 
les  travaux  des  mathématiciens. 
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SÉANCE  DU  26  OCTOBRE  1910. 

PRÉSIDENCE   DE    M.    FONTENÉ. 

Communication  : 

M.  Kontené  :  Sur  la  coïncidence  principale  d'un  connexe. 


SÉANCE     DU     9     NOVEMBRE     1910. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    BRICARD. 

Communications  : 

M.  Chazy  :  Sur  l'indétermination  des  /onctions  uni/ormes 
dans  le  voisinage  de  leurs  singularités. 

M.  Halphen  :  Sur  les  mouvements  dans  lesquels  les  accélé- 
rations de  divers  ordres  dérivent  d'un  potentiel. 


SÉANCE  DU  23  NOVEMBRE  1910. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    BRICARD. 

Élection  : 

Est  élu,  à    l'unanimité,   membre  de  la    Société   :    M.  Kéraval, 
présenté  par  MM.  Bioche  et  Fontené. 


(')  A  partir  du  i"  janvier  1911,  les  Comptes  rendus  des  séances  comporteront 
une  analyse  succincte  des  sujets  traités. 


Communications  : 

M.  Gartan  :  Sur  les  invariants  différentiels  des  développables 
isotropes. 

M.  Chazj  :  Sur  le  théorème  fondamental  des  équations  dif- 
férentielles linéaires. 


SÉANCE     DU     14     DÉCEMBRE     1910. 

PRÉSIDENCE    DK   M.    BRICARD. 


Election  : 


Est  élu,  à  l'unanimité,  membre  de  la  Société  :  M.  Gaston  Ber- 
trand, présenté  par  MM.  Bîoche  et  Picard. 

Communication  : 

M.  Paul  Léw  :  Sur  Vintégrabilitê  des  équations  définissant 
les  fonctions  de  lignes. 


SÉANCE    DU    21     DÉCEMBRE     1910. 

PHESIDI  NCK    DE    M.    BRICARD. 

Communications  : 

M.  Moi  us  :    S'///-  ////(.  transformation  géométrique. 
M.  Bricard  :  Sur  un  théorème  d>-  Minkowski. 
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ASSEMBLÉE  GÉNÉRALE  DU  II  JANVIER  1911   (*). 


Rapport  de  la  Commission  des  Comptes. 

(MM.  G.  Humbkht,  C.  Hiochk,  G.  Fouret,  rapporteur.) 

Messieurs  et  Chers   Collègues, 

Conformément  à  l'article  16  de  nos  Statuts  et  aux  articles  33 
et  34  de  notre  Règlement  administratif,  j'ai  l'honneur  de  vous 
présenter  le  résultat  de  l'examen  auquel  a  procédé  la  Commission 
chargée  par  votre  Conseil  d'adminislralion  de  vous  faire  un 
Rapport  sur  la  gestion  de  notre  trésorier  et  sur  la  situation  morale 
et   linancière  de  notre  Société. 

Les  comptes  de  l'exercice  clos,  s'étendant  du  Ier  novembre  1909 
au  3i  octobre  1910,  s'établissent  comme  il  suit  : 

État  des  recettes  et  des  dépenses  courantes. 

fr 

lin  caisse  le  Ie'  novembre  1909 3751 ,24 

Recettes. 

Cotisations 4°°5     » 

Abonnement  au  Bulletin  (T.  XXXVIII) 1 1 1 5 , 55 

Vente  de  volumes  et  tables  du  Bulletin 157, 55 

Souscription  du  Ministère  de  l'Instruction  publique 4°°     » 

Intérêts  et  revenus.  . 1 334, 80 

Total i?-7()4,  i4 


(  ')  La  liste  des  Membres  de  la  Société  élant  soumise  à  une  revision  complète 
paraîtra  dans  un  prochain  numéro. 
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Dépenses. 

Bulletin  (T.  XXXVIII)  :   composition,  impression,    broch 

expédition - i-^i.  ,r84 

Tirages  à  part  et  impressions  diverses 447  ,9 J 

Traitement  de  l'agent,  gratifications  et  souscriptions  diverses.  .  53o     » 

Frais  de  bureau,   frais  de  poste  et  divers 270,85 

Traduction  d'un  Mémoire  pour  le  Bulletin 4°°     » 

Total  des  dépenses  ....  5i>Si  ,  (>j 

En  caisse  le  3i  octobre  1910 7  >s  > .  >o 

Total  comme  ci-dessus ....  1 2764 ,  '4 


Réserve  disponible. 

Il  y  avait  en  portefeuille,  à  titre  de  réserve  disponible,  le  ^'no- 
vembre 1909,  3i8fl  de  rente  3  pour  100  sur  l'État,  ayanl 
coûté 104  ">  S,  M| 

Il  n'a  été  fait  aucun  placement  en  cours  d'exercice. 

Far  suite,  cette  réserve  comprenait,  au  3  1  octobre  1910,  3i8fr  de 

rente  3  pour  100  sur  l'Etat,  ayant  coûté. 10453,2g 

Espèces  en  caisse,  comme  ci-dessus 738?.,  ">o 

Total 17s  i",,7», 


Réserve  inaliénable  1  art.  13  des  Statuts). 

La  réserve  inaliénable,  au  Ier novembre  1909,  se  composait  <lc  : 
En    portefeuille,     886fl     de     rente    3    pour    100    sur   l'État,    et 
•>.  obligations  3  pour  100  des  Chemins  de  fer  de  l'Ouest,  avant 
coûté  ensemble 24515,46 

En  espèces 4  1 

Dans  le  cours  de  l'exercice  njou-1910,  il  a  été  encaissé  : 

Droits  d'admission  de  12  nouveaux  membres i?o     » 

Un  tiers  de  souscription  perpétuelle.. 100     » 

Par    suite,   au     ii    octobre    1910,    le    montant    de    la     

réserve  inaliénable  comprenait  : 
En  portefeuille,  88(1"  de  rente  >  pour  100  sur  l'État  et 

a   obligations    3   pour    100  des  Chemins   de    fer   de 

l'Ouest,  ayanl   coûté    ensemble ai5i5  46 

En  espèces 652,33        65a,  13 


Total ,5,6- 


■'.) 
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Comme  vous  pouvez  en  juger  par  les  chiffres  qui  viennent  de 
vous  être  donnés,  la  situation  financière  de  notre  Société  est 
toujours  satisfaisante  et  même  se  consolide  d'année  en  année. 
Nous  devons  toutefois  vous  signaler  un  léger,  fléchissement  dans  le 
montant  des  cotisations  recouvrées.  Celle  diminution  est  due  en 
partie  aux  pertes  sensibles  que  nous  a  fait  éprouver  la  mort  de 
plusieurs  Collègues  regrettés  qui,  pour  la  plupart,  avaient 
contribué  par  l'éclat  de  leurs  travaux  à  honorer  lout  particuliè- 
rement notre  Société.  Elle  provient  aussi  de  quelques  démissions 
et  surtout  de  quelques  retards  dans  le  paiement  des  cotisations. 
Nous  ne  saurions  trop  insister  auprès  de  nos  Collègues  pour  les 
prier  de  faciliter  le  plus  possible  la  tâche  qui  incombe  à  notre 
trésorier. 

Le  montant  des  dépenses  courantes,  qui  s'est  élevé  à  538 1 fr, 64 , 
a  dépassé  de  700^,89  le  chiffre  correspondant  de  l'exercice  pré- 
cédent. Il  n\  a  pas  lieu  de  regretter  cette  augmentation,  qui  est 
due  à  une  plus  grande  extension  donnée  à  notre  Bulletin,  et. 
notamment  à  la  publication  d'une  traduction  d'un  important 
Mémoire  en  langue  russe,  qu'il  y  avait  intérêt  à  faire  connaître 
plus  complètement.  Le  total  des  dépenses  a  d'ailleurs  été  infé- 
rieur à  celui  des  receltes  d'une  somme  de  i5^ifl',  'i\,  qui  est 
venue  accroître  la  réserve  disponible  et  la  porter  à  la  somme 
de  17  835,r,79. 

D'autre  part,  la  réserve  statutairement  inaliénable,  à  laquelle  a 
été  versée  une  somme  de  220°',  formait  au  3i  octobre  dernier  un 
lotal  de  2a  16^',  7g;  de  sorte  que  l'ensemble  des  deux  réserves 
s'élevait  à  la  même  date  à  la  somme  de  43oo3fr,  58,  composée  de 
8o34fl, 83  en  espèces  et  de  34 968,r, ^5  en  rente  3  pour  100  sur 
l'Etal  et  en  obligations  de  chemins  de  fer,  évaluées  au  prix  d'achat. 
Nous  croyons  devoir  appeler  de  nouveau  l'attention  du  Conseil 
sur  l'intérêt  qu'il  y  aurait  à  consacier  une  partie  de  nos  res- 
sources disponibles  à  publier  et  à  réimprimer  certains  travaux 
inédits  ou  peu  répandus,  ou  bien  encore  dispersés  dans  divers 
recueils. 

Nous  ne  pouvons  terminer  ce  rapide  exposé  sans  adresser  un 
souvenir  ému  à  la  mémoire  de  notre  ancien  secrétaire,  M.  Ballv, 
et  sans  vous  rappeler  lotit  ce  que  nous  devons  de  gratitude  à  ceux 
de  nos  Collègues  qui   se  dévouent  plus  spécialement  aux  intéréls 


(le  notre  Société,  notamment  à  notre  trésorier,  M.  Servant,  et  à 
nos  deux  secrétaires,  MM.  Cartan  ei  Montel.  Nous  vous  proposons 
de  leur  voler  des  remercînients  et  d'approuver,  avec  les  comptes 
qui  vous  sont  présentés,  les  conclusions  du  présent  Rapport. 

G.    Four  et. 


tfl- 


AVIS. 


Dans  sa  séance  du  8  mars  i  pi  i  ,  le  Conseil  delà  Sociélé  ma- 
thématique de  France  a  décidé  qu'à  l'avenir  tout  Membre  de  la 
Société  qui  voudra  compléter  sa  collection  du  Bulletin  aura  le 
droit  personnel  de  le  faire,  une  seule  fois  pour  chacun  des  volumes 
publiés  avant  son  admission,  aux  prix  suivants  : 

3  francs  le  volume  pour  chacun  des  trente  premiers  tomes;  ou  60  francs 
pour  l'ensemble  des  3o  volumes. 

25  francs  le  volume  pour  chacun  des  tomes  suivants,  ou  120  francs  pour 
l'ensemble  des  8  volumes  3i  à  38.  Ces  exemplaires  étant  rares,  il  ne  sera 
peut-être  pas  toujours  possible  de  livrer  un  volume  isolé. 


Les  séances  de  la  Sociélé  mathématique  ont  lieu  les  deuxième 
et  quatrième  mercredis  de  chaque  mois,  à  8h45m  du  soir,  dans  la 
salle  des  Thèses  de  la  Faculté  des  Sciences  (entrée  place  de  la 
Sorbonne,  escalier  au  fond  de  la  galerie,  deuxième  étage). 

Les  membres  de  la  Société  reçoivent  une  carte  portant  le 
timbre  du  Secrétariat  leur  donnant  accès  à  la  Bibliothèque  de 
l'Université  et  fournissant  à  ce  sujet  les  renseignements  néces- 
saires :  ceux  qui  ne  l'auraient  pas  reçue  sont  priés  d'en  informel- 
le Secrétariat. 


V 


N°  4. 

SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE   DE  FRANCE. 

COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SÉANCE     DU     12    JUILLET     1911. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    FOUCHÉ. 

Election  : 

Est  élu,  à  l'unanimité:  M.  Chalory,  présenté  par  MM.  Fontené 
et  Grévy. 

Communications  : 

M.  Ch.  Halphen  :  Sur  les  surfaces  de  révolution. 

On  peut  établir,  par  des  considérations  géométriques  très  sim- 
ples, les  propriétés  de  la  surface  gauche  de  révolution;  en  parti- 
culier, démontrer  que  la  méridienne  est  une  hyperbole,  à  l'aide  du 
théorème  bien  connu  sur  la  tangente  à  cette  courbe.  Des  remarques 
analogues  donnent  des  propriétés  des  surfaces  de  révolution 
usuelles. 

M.  Fouché  présente  quelques  remarques  sur  celte  Communi- 
cation. 

M.  Marcus  :  Sur  l'intégration  des  équations  de  Bernoulli. 


SÉANCE  DU  24  OCTOBRE  1911. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    L.    I.ÉVY. 

Élections: 

Sont  élus,  à  l'unanimité,  membres  de  la  Société:  M.  Turrière, 
présenté  par  MM.  Bioche  et  Bourlet;  M.  Ch.-N.  Moore,  présenté 
par  MM.  L.  Lévv  cl  E.    Picard. 

N"    l\.  I 
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Communications  : 


M.  Bioche:  Sur  le  Congrès  de  Milan. 


M.  Ch.  Bioche  donne  quelques  détails  sur  la  réunion  tenue  à 
Milan,  les  18,  19  et  20  septembre  191  1 .  par  la  Commission  interna- 
tionale de  l'Enseignement  mathématique.  Coite  Commission  a  été 
instituée  par  le  Congrès  international  des  Mathématiciens  qui  a 
eu  lieu  à  Rome  en  avril  1908,  en  vue  de  faire  une  enquête  sur 
l'enseignement  mathématique  dans  les  différents  pays.  La  réunion 
de  Milan  avait  pour  objet  de  préparer  le  Congrès  de  Cambridge 
(22-28  avril  1912),  où  doivent  êlre  présentés  et  discutés  les  Rap- 
ports publiés  par  des  sous-commissions  nationales. 

Grâce  à  l'activité  de  son  président,  M.  de  Saint-Germain,  la 
sous-commission  française  a  pu  présenter  à  la  réunion  de  Milan 
le  semble  de  ses  Rapports,  constituant  cinq  Volumes  publiés  par 
la  librairie  Hachette. 

La  réunion  de  Milan  a  étudié  spécialement  trois  questions: 

1"  Le  rôle  de  la  logique  et  de  l'intuition  dans  renseignement 
moyen; 

20  La  question  de  la  fusion  des  différentes  parties  de  l'ensei- 
gnement; 

3°  La  question  de  la  préparation  mathématique  des  étudiants  en 
sciences  physiques  el  naturelles. 

Un  compte  rendu  des  séances  de  Milan,  qui  ont  été  très  intéres- 
santes, a  paru  dans  le  numéro  du  16  novembre  àieV  Enseignement 
mathématique,  organe  olficiel  de  la  Commission  internationale. 

M.   Denjov:   Sur  /'analysis  situs  du  plan. 
M.  Denjov  énonce  le  théorème  suivant  : 

Si  les  frontières  Y  el  V  de  de//./  continus  distincts  C  et  C 
ont  deux  points  communs  A  et  B,  chacune  de  ces  frontières  est 
d'un  seul  tenant  entre  k.  et  B. 

La  démonstration  s'appuie  sur  un  lemme  préliminaire,  d'après 
lequel  chaque  BOmmel  de  la  frontière  d'un  domaine  constitué  par 
des  carré*  de  côtés  égaux  déiermine  un  cycle  de  sommets,  et  un 
seul,  le  dernier  sommel  du  <  >cle  coïncidant  avec  le  premier. 


Ce  lemme  étant  admis,  il  est  possible  d'établir  l'existence  d'une 
suite  de  points  appartenant  à  F  (ou  à  F')  et  joignant  A  à  B,  la  dis- 
tance de  deux  points  consécutifs  étant  inférieure  à  un  nombre 
arbitraire  e. 

Ce  théorème,  essentiel  dans  la  théorie  de  Yanalysis  situs  du 
plan,  et  inexact  pour  les  continua  définis  pour  le  tore,  appartient 
à  tout  ensemble  possédant,  comme  le  plan,  la  propriété  que 
M.  Denjoy  appelle  la  biconnexité. 

Un  ensemble  E,  d'un  seul  tenant,  est  biconnexe,  si  A,B,C,D, 
étant  quatre  quelconques  de  ses  points,  (AB),  (BC),  (CD), 
(DA),  quatre  continus  arbitraires  joignant  respectivement  A 
à  B,  etc.,  il  est  possible  de  déterminer  sur  E  un  ensemble  de 
points  à  deux  indices  M{p  :  1VI00  étant  en  A,  M0„  en  B,  Mm/l  en 
C,  Mm0  en  D,  M0{-  sur  (AB),  Mp„  sur  (BC),  Mmi  sur  (CD),  Mpn 
sur  (DA). 

M.  Fouché:  Su/-  une  extension  de  la  règle  de  Duhamel  rela- 
tive à  la  convergence  des  séries. 


CORRESPONDANCE. 


SUR  LA   MAGIE  ARITHMÉTIQUE; 
Par  M.  G.  Taury. 


3* , 

Dans  l'espace  magique  à  k  dimensions,  il  y  a directions 

pamliagonales.  Pour  nous  limiter  aux  espaces  réels,  nous  comp- 
terons :  dans  le  cube  X,  — ■ —  =  i3  directions  pandiagonales, 
savoir  :  3  pour  les  arêtes  du  cube,  4  pour  les  diagonales  du  cube, 
6  pour  les  diagonales  des  faces;  dans  le  carré  X,  ■ =  4  direc- 
tions pandiagonales,  données  par  les  a  directions  des  côtés  et  levs 
2  directions  des  diagonales. 


G  *.  ) 


J'ai  appelé  espace  panmagique  aux  n  premiers  degrés,  tout 

espace  à  un  nombre  quelconque  k  de  dimensions,  dont  les  cases 

sont  remplies  avec  la  suite  des  nombres  naturels,  de  telle  manière 

3*  _  , 
que  dans  toutes  les  lignes  arithmétiques  de  chacune  des    — - — 

directions  pandiagonales,  la  somme  des  nombres  soit  la  même, 
ainsi  que  la  somme  de  leurs  carrés,  de  leurs  cubes,  etc.,  jusqu  à 
la  somme  de  leurs  nlemes  puissances. 

La  découverte  de  la  magie  à  tous  les  degrés  a  été  communiquée  à 
l'Académie  des  Sciences,  dans  une  Noie  présentée  p;ir  M.  H.  Poin- 
caré,  qu'on  trouvera  dans  les  Comptes  rendus  de  la  séance  du 
26  mars  1906.  Je  me  propose  de  faire  connaître  la  méthode  suivie 
au  Ve  Congrès  international  des  Mathématicien-;  à  Cambridge,  en 
l'appliquant  à  la  construction  d'un  cube  pantrimagique,  c'est-à- 
dire  donnant  l'égalité  aux  3  premiers  degrés  dans  les  »3  directions 
pandiagonales. 

Les  carrés  panmagiques  ont  été  appelés  diaboliques,  puis 
pandiagonaux .  Actuellement,  c'est  l'expression  panmagique  qui 
prévaut  en  Fiance.  Il  est  à  souhaiter  qu'on  se  mette  d'accord 
sur  une  dénomination  uniforme. 

Dans  tous  les  (  )uvrages  où  il  esl  question  de  carrés  panmagiques, 
les  auteurs  déclarent  qu'on  ne  peut,  par  les  méthodes  connues, 
obtenir  de  carré  panmagique  lorsque  le  module  est  un  nombre 
impair  de  la  forme  3/7,  n  ne  contenant  pas  le  facteur  3.  J'ai  comblé 
celte  lacune  en  faisant  connaître  un  procédé  pour  construire  de 
pareils  carrés,  à  l'aide  de  deux,  rectangles  magiques  de  côtés  3  et/?. 

Le  plus  petit  de  ces  carrés  panmagiques  est  celui  de  module  i5. 
J'en  présente  un  qui  me  parait  posséder  le  maximum  de  propriétés 
magiques.  Les  223  premiers  nombres,  de  o  à  224,  on!  été  écrits 
dans  le  système  <le  numération  de  base  10  pour  bien  faire  voir  le 
mécanisme  du  procédé  ;  ce  qui  me  dis-penSeYà  de  toute  explication. 

Je  me  contenterai  dénoncer  les  plus  importantes  propriétés 
magiques. 
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Carré  panmagique  de  module  i5. 
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1.  Le  carré  est  réparti  en  25  compartiments  carrés  de  3  cases 
de  côté,  et  dans  chaque  compartiment,  la  somme  des  3  nombres 
situés  sur  une  même  li^ne,  horizontale  ou  verticale,  est  égale 
à  336. 


Les  compartiments  ne  sont  que  quasi-magiques  à  cause  de  la 
petitesse  du  nombre  3.  On  voit  aisément  que  si  le  plus  petit  <li\  i- 
seur  du  module  ('Mail  supérieur  à  3,  les  compartiments  seraient 
des  carrés  magiques,  et  même  panmagiques. 

II.  Tout  groupe  de  cases  homologues  dans  les  compartiments 
forme  un  carré  pan  magique  de  côté  5,  dont  la  somme  magique 
est  56o. 

III.  Sur  la  figure  appliquons  un  carton  sur  lequel  nous  décou- 
perons 5  fenêtres,  correspondant  aux  cases  d'une  constellation 
magique  de  l'un  de  ces  carrés  panmagiques.  Jetons  celle  grille. 
suivant  l'une  quelconque  de  ses  8  orienlations,  de  manière  à 
découvrir  5  cases  de  notre  carré  répété  autant  de  fois  qu'on 
voudra.  Partout  la  somme  de  5  nombres  vus  à  travers  les  lucarnes 
sera  égale  à  56o. 

IV.  Deux  nombres  placés  dans  des  cases  symétriques,  par  rap- 
port au  centre,  sont  toujours  complémentaires  à  224. 

C'est  un  eboix  convenable  des  rectangles  magiques  générateurs, 
qui  a  permis  d'obtenir  un  carré  auto-complémentaire. 

V.  On  remarquera  (pie  notre  carré  fournil  une  solution  du 
problème  des  22;)  officiers. 

Observation.  —  Dans  mes  recherches  sur  la  magie,  il  m'a 
semblé  que  chaque  carié  possédait  une  somme  constante  de  pro- 
priétés magiques,  pouvant  se  transformer  le>  unes  dans  les  autres. 

Par  exemple,  daus  le  carré  de  côté  i5,  la  propriété  de  panmagie 
peut  se  transformer  en  propriété  de  bimagie;  ce  qui  m'a  permis 
de  construire  un  carré  magique  de  base  i5  dans  lequel  la  somme 
des  carrés  des  1  5  nombres  est  la  même  dans  chacune  des  1  5  rangées 
et  des  i5  colonnes.  Il  m, impie  l'égalité  au  ■>.''  degré  dans  les  a  dia- 
gonales, pour  que  le  cane  soil  bi magique  :  mais  par  une  sorte  de 
compensation,  il  est  auto-complémentaire. 

J'espère  arriver  à  échanger  celle  dernière  propriété  contre  la 
bimagie  dans  les  deux  diagonales. 


. 


AVIS. 


L'ordre  du  jour  de  la  seconde  séance  de  chaque  mois  est  porté 
à  la  connaissance  des  membres  résidents  quelques  jours  avant 
celui  de  la  séance.  MM.  les  Auteurs  des  Communications  qui 
doivent  être  faites  dans  la  seconde  séance  mensuelle  sont  priés 
d'en  faire  connaître  le  titre  au  Secrétariat,  au  plus  tard,  le  jour 
de  la  séance  précédente. 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ   MATHÉMATIQUE   DE   FRANCE. 


REMARQUES  SUR  L'APPLICATION  DU  PRINCIPE  DES  FORCES  VIVES 
AUX  MACHINES  MOBILES; 

Par   M.    Emile    Cotton. 


Dans  l'application  du  principe  des  forces  vives  à  certaines  ma- 
chines mobiles,  on  s'est  contenté  parfois  de  notions  intuitives 
dont  l'accord  avec  les  principes  de  la  Mécanique  rationnelle  n'ap- 
paraît cependant  pas  immédiatement. 

Par  exemple,  s'il  s'agit  du  mouvement  d'une  bicyclette  et  de 
son  cavalier  (*),  on  ne  peut  calculer  le  travail  des  forces  intérieures 
au  cycliste,  dans  l'ignorance  où  l'on  est  de  la  distribution  de  ces 
forces;  on  prend  alors  comme  travail  moteur  celui  qui  correspond 
aux  pressions  des  pieds  sur  les  pédales. 

D'autre  pari,  on  calcule  ce  travail  en  considérant  le  déplacement 
des  pédales  par  rapport  au  cadre  de  la  bicyclette  et  non  pas  par 
rapport  au  sol.  Cette  façon  d'évaluer  le  travail  est  encore  licite 
pour  les  frottements  intérieurs,  mais  serait  manifestement  absurde 
pour  la  résistance  de  l'air  ou  les  réactions  du  sol. 

Les  pages  suivantes  ont  pour  but  de  montrer  comment  on  peut 
éliminer  d'une  façon  rigoureuse  et  générale  le  travail  des  forces 
intérieures  au  moteur  dans  l'application  du  principe  des  forces 
vives  aux  machines  mobiles  (2);  il  ne  reste  dans  l'équation  finale 
que  des  forces  plus  accessibles  à  l'expérience.   Elles  permettent 

(')    Voir  Bourlet,  Bicycles  et  bicyclettes,  t.  II,  p.  73  à  88. 

(2)  Voir 'a  ce  sujet  l'article  de  M.  Lkcornu,  Sur  la  Dynamique  des  corps 
dé/orrnables  (ce  Bulletin,  l.  XXIX,  1901,  p.  176  à  190). 

Voir  aussi,  dans  l'Ouvrage  L'Aviation  de  MM.  Painlcvé  et  Borel,  le  raisonnement 
donnant  l'équation  du  mouvement  d'une  automobile  (p.  181  à  i83).  Ce  rai- 
sonnement suppose  la  marche  rectiligne;  nous  traitons  ici  le  cas  d'un  mouve- 
ment quelconque. 
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d'abord  d'eslimer  ainsi  les  approximations  que  comporte  la  mé- 
thode intuitive  précédemment  indiquée;  d'autre  part,  elles 
donnent  un  nouvel  exemple  de  l'intérêt  qu'il  y  a,  au  point  de  vue 
des  applications,  à  donner  un  énoncé  géométrique  aux  principes 
de   la  Mécanique   rationnelle. 

1.  Pour  la  commodité  de  l'exposition,  nous  ferons  usage  de  la 
notion  de  puissance  de  préférence  à  celle  de  travail  (■). 

Nous  supposerons  connues  les  explications  que  nous  avons  don- 
nées à  ce  sujet  dans  un  article  antérieur  Sur  la  notion  de  puis- 
sance en  Mécanique (2). 

La  démonstration  d'un  résultat  concernant  la  puissance  des 
forces  intérieures  donnée  dans  cet  article  (3)  (p.  227)  conduit  à 
la  proposition  un  peu  plus  générale  que  voici  : 

I.  Dans  le  calcul  de  la  puissance  d'un  système  de  forces 
géométriquement  équivalent  à  zéro,  c'est-à-dire  à  résultante 
de  translation  nulle  et  à  moment  résultant  {par  rapport  à  un 
point)  nul,  le  choix  du  système  de  comparaison  par  rapport 
a  uquel  on  prend  les  vitesses  des  points  d'application  des  diverses 
forces  est  indifférent.  On  pourrait,  bien  entendu,  substituer  les 
mois  travail  élémentaire  au  mol  puissance,  à  condition  de  parler 
de  déplacement  infiniment  petit  au  lieu  de  vitesse. 

Cette  proposition  importante (*)  est  d'un  emploi  fréquent. 

Par  exemple,  le  calcul  de  la  perte  de  puissance  par  frottement 
d'un  coussinet  ou  d'un  pivot  pourra  toujours  se  faire  en  prenant 
le  produit  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  l'arbre  par  rapport 
à  ses  appuis  par  le  moment  du  système  des  réactions  par  rapport 
à  l'axe  du  coussinel  ou  (lu  pivot,  et  cela  que  les  appuis  soient  ixes 
ou  mobiles  \>;w  rapport  au  sol. 


(')  La  première  [ail  intervenir  les  vitesses  des  points  d'application  des  forces 
m  lieu  des  déplacements  comme  fait  la  seconde;  et  les  règles  relatives  au  chan- 
gemeol  du  système  de  comparaison,  bien  connues  en  ce  qui  concerne  les  vitesses, 
demanderaient  des  explications  assez  longues  pour  les  déplacements. 

(-)  L'Enseignement  mathématique,  i5  mai  1910.  Les  renvois  à  cet  article 
seront  désignés  par  les  lettres  /'.  M. 

(3)  On   notera  que  cette   dé istratton  s'applique  aussi   bien  aux   forces  de 

contact  deux  .1  deux  égales  <-i  directement  opposées  qu'aux  actions  à  distance. 
c'«*l  •'  oes  dernières  seules  que  s'applique  le  raisonnement  classique  (Appell, 
Mécanique  rationnelle,  t.  Il,  p.  :•>-  de  la  a*  édition). 

(')  M.  Lecornu  m  .1  Bignalé  l'intérêt  [voir  sa  Dynamique  appliquée). 
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Plus  généralement,  la  perte  d'énergie  mécanique  par  frottement 
entre  deux  pièces  solides  en  contact  est  la  même  —  pour  un  même 
état  des  forces  de  contact  (')  —  quel  que  soit  le  mouvement  des 
pièces  par  rapport  au  sol  ;  elle  ne  fait  intervenir  que  le  déplacement 
de  l'une  des  pièces  par  rapport  à  l'autre. 

2.  Considérons  maintenant  une  machine  mobile  (bicyclette, 
automobile,  aéroplane,  etc.).  L'épilhèle  absolu  se  rapportera 
mutuellement  aux  mouvements  par  rapport  au  sol  et  aux  éléments 
mécaniques  [vitesses,  accélérations,  puissances  (2),  forces  d'inertie] 
correspondants.  Nous  appellerons  relatifs  les  mouvements  par 
rapport  à  un  système  invariable  II  et  les  éléments  correspondants. 
En  pratique,  II  sera  la  pièce  rigide  la  plus  importante  de  la  ma- 
chine (cadre  de  la  bicyclette,  carrosserie  de  l'automobile,  etc.).  Le 
mouvement  à' entraînement  sera  celui  de  II  par  rapport  au  sol. 

Nous  distinguerons  deux  parties  P,  P'  dans  la  machine.  La  pièce 
Il  appartiendra  à  la  partie  P'.  Les  forces  intérieures  à  P'  seront  en 
pratique  toutes  résistantes,  leur  puissance  sera  négative  ou  nulle; 
au  contraire,  parmi  les  forces  intérieures  à  la  partie  P  que  nous 
appellerons  le  moteur,  figureront  les  forces  motrices.  Cette  hypo- 
thèse n'est  cependant  pas  utilisée  dans  la  théorie  suivante. 

Nous  admettrons  que  les  forces  correspondant  aux  actions  mu- 
tuelles de  P  et  de  P'  sont  des  forces  de  contact,  deux  à  deux 
égales  et  directement  opposées. 

Nous  classerons  les  forces  ordinaires  (3)  agissant  sur  la  machine 
de  la  façon  suivante  : 

i°  forces  intérieures  à  P F,p    \        forces 

2°  forces  intérieures  à  P' Fzp<  I    intérieures 

3°  actions  exercées  par  P'  sur  P Fp'p  i  à  la 

4°  actions  exercées  par  P  sur  P' Fpp-  /      machine 

5°  forces  extérieures  à  la  machine  agissant  sur  P Fep 

6°  forces  extérieures  à  la  machine  agissant  sur  P' I\i> 


(')  L'indifférence  du  système  de  comparaison  sur  le  calcul  des  pertes  de 
puissance  ou  d'énergie  n'est  exacte  qu'en  ce  qui  concerne  les  vitesses  (ou  les 
déplacements  );  car  une  modification  du  mouvement  d'entraînement  peut  entraîner 
une  modification  des  forces  centrifuges  et,  pour  un  même  état  des  forces  données, 
une  modification  des  forces  de  liaison  s'exerçaut  au  contact  des  deux  solides. 

(7)   Voir  le  n*  4  de  l'article  K.  M. 

(3)  Nous  opposons  les  forces  ordinaires  et  les  forces  d'inertie. 


_  A  - 

3.  Appliquons  le  théorème  des  forces  vives  au  mouvement 
absolu  de  la  machine.  La  somme  des  puissances  absolues  des 
forces  ordinaires  est  égale  à  la  demi-dérivée  par  rapport  au  temps 
de  la  force  vive  absolue.  Nous  désignerons  par  c£a(®)  'a  puissance 
absolue  d'un  ensemble  de  forces  <ï>,  par  <?r(*)  et  y?«($)  la  puis- 
sance relative  et  la  puissance  d'entraînement  du  même  ensemble. 
D'autre  part,  on  sait  (E.  M.,  p.  225)  que  la  demi-dérivée  précé- 
dente changée  de  signe  est  égale  à  la  puissance  absolue  des  (orces 
absolues  d'inertie  de  la  machine.  Désignons  l'ensemble  des  forces 
d'inertie  absolue  correspondant  à  P  par  3flP  et  celles  correspondant 
à  P'  par  5ap.;  l'équation  traduisant  le  théorème  des  forces  vives  peut 
alors  s'écrire 

(  I  )  9a  (  <5„P  )    -f-  <£a  (  3«I")    +  C£a  (  F(P  )-+-£«(  F,P<  ) 

+  #«(F,,p)  +  ««(FHpO-4-  *«(F«p)  ■+■  ««(F,f)  =  o. 

4.  Il  y  a  intérêt  à  éliminer  la  puissance  des  forces  intérieures 
au  moteur  P,  lorsque,  comme  il  arrive  souvent,  il  est  difficile  de 
les  connaître  même  d'une  façon  approchée.  Dans  le  cas  du  cycliste, 
par  exemple,  il  ne  saurait  être  question  de  les  analyser. 

Pour  faire  celte  élimination,  nous  appliquerons  au  moteur  P  un 
théorème  analogue  à  celui  des  forces  vives  (E '.  M.,  p.  228),  en 
écrivant  que  la  puissance  relative  de  l'ensemble  des  forces  agissant 
sur  P  (tant  forces  absolues  d'inertie  que  forces  ordinaires)  est 
nulle.  Nous  avons  ainsi  l'équation 

(S)  «r(3Bp)4-$r(FI-p)  +  «r(Fp.p)-H$r(FeP)  =  0. 

Retranchons  cette  équation  de  la  précédente  (1).  D'après  la 
proposition  du  n°  1,  les  puissances  relative  et  absolue  de  l'en- 
semble F,P  des  forces  intérieures  à  P  sont  égales  entre  elles.  Cet 
ensemble  de  forces  disparait  donc  bien  de  l'équation  restante. 

Rappelons  d'ailleurs  que  l'excès  de  la  puissance  absolue  d'un 
ensemble  de  forces  sur  la  puissance  relative  est  égale  à  la  puissance 
d'entraînement  (E.  J/.,  p.  227).  L'équation  obtenue  peut  alors 
s'écrire 

( 3 )  $, (3«p)  -H  (JP« ( Fpp )  ■+■  £, ( F,P ) 

+  £«(3,*.)  -H  ««(F/p.)  +  ««(Fpp.)  4-  *«(F.pO  =  o. 

Les  forces  appartenant  aux  ensembles  FP.P  et  Fpp  forment  un 
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système  géométriquement  équivalent  à  zéro,  la  somme  de  leurs 
puissances  d'entraînement  est  nulle  (E .  M.,  p.  227);  l'équation  (3) 
prend  alors  la  forme  suivante  : 

(4)   ^(3,l.)  +  ^a(3rtp.)  +  ^(Fp1.0  +  ^(F,p)-f-^a(F,p,)+^a(Fep.)  =  o. 
C'est  l'équation  que  nous  voulions  obtenir. 

5.  Voici  maintenant  quelques  remarques  au  sujet  de  cette  équa- 
tion et  de  ses  applications  pratiques. 

La  puissance  d'entraînement  d'un  ensemble  de  forces  <ï>  s'obtient 
comme  on  sait  (E .  M.,  p.  227)  en  prenant  le  moment  du  dyname  $ 
et  du  torseur  des  rotations  instantanées  donnant  la  distribution 
des  vitesses  d'entraînement.  Il  suffit  donc,  pour  le  calcul  de  cette 
puissance,  de  connaître  <ï>  par  ses  coordonnées  pluckériennes 
relativement  à  des  axes  quelconques,  ou  encore  sa  résultante  de 
translation  et  son  moment  résultant  (par  rapport  à  un  point  quel- 
conque). 

Dans  le  cas  des  forces  absolues  d'inertie,  d'un  système  maté- 
riel P,  un  calcul  élémentaire  (')  montre  que  la  résultante  de  la 
translation  est  équipollenle  à  la  force  absolue  d'inertie  d'un 
point  matériel  fictif  placé  au  centre  de  gravité  de  P  de  masse  égale 
à  la  masse  totale  de  P. 

Quant  au  moment  résultant  Oc  de  ces  forces  par  rapport  à 
un  point  fixe  O,  on  voit  de  même  qu'il  est  opposé  à  un  vecteur 
d'origine  O  équipollent  à  la  vitesse  de  l'extrémité  S  du  vecteur  OS 
moment  résultant  par  rapport  à  O  des  quantités  de  mouvement 
de  P. 

Une  règle  tout  aussi  simple  s'applique  au  calcul  du  moment 
résultant  des  mêmes  forces  par  rapport  au  centre  de  gravité  G 
du  système  matériel  P.  On  détermine  le  moment  résultant  GS', 
par  rapport  à  G,  des  quantités  de  mouvement  qui  correspondent 
au  mouvement  du  système  par  rapport  à  des  axes  de  directions 
fixes  passant  par  G;  on  prend  la  vitesse  S'V  du  point  S',  par  rap- 
port aux  mêmes  axes,  et  l'on  mène  le  vecteur  Go1  équipollent   au 


(')  Les  calculs  indiqués  ici  sont  au  fond  ceux  qu'on  fait  au  début  de  la 
Dynamique  des  systèmes  pour  l'établissement  des  théorèmes  généraux  (voir  par 
exemple  le  Traité  de  Mécanique  de  M.  Appell,  t.  II). 
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vecteur  V  S' opposé  à  S'V;  on  a  ainsi  le  moment  résultant  cherché. 

Nous  voyons  ainsi  ce  qu'il  suffira  de  connaître  pour  déterminer 
exactement  L£e(3„f)',  mais  dans  nombre  de  cas  on  pourra  se  con- 
tenter d'une  détermination  approchée. 

Par  exemple,  si  les  mouvements  de  P  par  rapport  à  P'  sont 
lents,  les  vitesses  relatives  étant  faibles,  la  puissance  relative  <fr(AoP) 
sera  négligeable  et  l'on  pourra  au  lieu  de  ^e(-">aP)  écrire  ti>a(-3„,,); 
celte  dernière  puissance  est,  comme  on  sait,  égale  à  la  demi- 
dérivée  de  la  force  vive  de  P  changée  de  signe. 

11  arrivera  souvent  d'ailleurs  que  les  deux  termes  de  l'équation  (4) 
se  rapportant  aux  forces  d'inertie  seront  négligeables;  c'est  par 
exemple  ce  qui  arrive  lorsque  l'approximation  précédente  étant 
permise,  la  force  vive  de  la  machine  varie  lentement  ('). 

Lorsqu'il  en  est  ainsi,  on  peut  écrire  l'équation  approchée  sui- 
vante, qui  sera  dite  V équation  de  la  marche  uniforme  : 

%r  (  FPP.)  -*-  $e  (  Fe  p  )  -h  9a  I  Fi  .■■  )  -4-  £«  (  Fe  p.  )  =  O. 

Dans  le  cas  des  machines  fixes  (le  mouvement  d'entraînement 
se  réduisant  au  repos),  cette  équation  est  celle  donnée  par  le 
principe  des  vitesses  virtuelles. 

On  peut  transformer  l'équation  eu  prenant  les  valeurs  moyennes 
de  ses  différents  termes  pendant  un  intervalle  de  temps  /0T; 
l'équation  obtenue  conserve  la  même  forme  (pie  l'équation  (4), 
mais  les  puissances  sont  alors  des  puissances  moyennes  et  non 
plus  des  puissances  instantanées.  Dans  l'équation  aux  puissances 
moyennes  ainsi  obtenues,  la  disparition  des  termes  correspondant 
aux  forces  d'inertie  se  présentera  Fréquemment  ;  tel  serait  le  cas 
d'une  marche  normale  de  la  machine,  où  vitesses  et  accélérations 
reprendraient  périodiquement  les  mêmes  valeurs  et  les  mêmes 
inclinaisons  mutuelles  et  où  l'on  appliquerait  l'équation  en  ques- 
tion à  un  cycle. 

0.  Pour  donner  un  exemple  concret,  appliquons  ceci  au  mouve- 
ment d'une  bicyclette  et   de  son   cavalier,  et  plaçons-nous  dans 


(')  Remarquons  aussi  que  si  l'une  îles  parties  P,  1*  a  une  masse  très  faible  par 
rapport  t  l'autre,  les  vitesses  el  les  accélérations  étant  de  grandeur  ordinaire,  le 
terme  correspondant  de  l'équation  (  j)  est  négligeable. 
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l'hypothèse  d'une  vitesse  sensiblement  constante  où  l'équalion  de 
la  marche  uniforme  sera  manifestement  applicable. 

Prenons  comme  partie  P  le  cycliste  lui-même;  comme  pièce  II 
le  cadre.  Les  forces  FP,„  sont  les  actions  de  conlact  exercées  par  le 
cycliste  sur  les  pédales,  le  guidon  et  la  selle.  Gomme  dans  l'équa- 
tion (5),  c'est  leur  puissance  relative  qui  intervient  seule,  et  comme 
les  points  du  cycliste  en  contact  avec  la  selle  sont  très  sensiblement 
immobiles  par  rapport  au  cadre,  les  actions  qui  s'exercent  sur  la 
selle  sont  négligeables  dans  l'équation  (5).  Il  en  est  de  même, 
mais  à  un  moindre  degré,  des  actions  qui  s'exercent  sur  le  guidon. 
Il  ne  reste,  en  définitive,  que  les  pressions  sur  les  pédales,  dont  la 
puissance  se  calcule  bien,  comme  il  a  été  dit  au  début,  en  prenant 
le  mouvement  des  pédales  par  rapport  au  cadre. 

Quant  aux  forces  extérieures  FeP  elles  se  réduisent  à  la  résistance 
de  l'air  et  au  poids.  Un  peu  de  réflexion  suffit  pour  s'assurer  que 
la  puissance  d'entraînement  correspondante  ne  diffère  guère  de  la 
puissance  absolue. 

Les  forces  FeP.  comprennent  les  poids  des  diverses  parties  de  la 
bicyclette,  les  résistances  de  l'air  s'exerçant  sur  ces  parties  et  de 
plus  les  actions  du  sol.  La  puissance  correspondante  à  ces  dernières 
actions  est  à  peu  près  celles  qui  correspond  au  roulement  dans  un 
plan  d'une  circonférence  sur  une  droite  fixe;  elle  serait  aisée  à 
calculer  connaissant  la  pression  normale,  le  coefficient  de  frotte- 
ment de  roulement  et  la  vitesse  du  centre  de  la  circonférence. 

Au  sujet  des  forces  F,P.  qui  sont  ici  les  frottements  intérieurs, 
nous  avons  déjà  fait  observer  que  le  calcul  de  la  puissance  corres- 
pondante pouvait  être  fait  en  faisant  intervenir  seulement  les 
vitesses  relatives  des  pièces  en  contact. 

On  peut  varier  les  applications  des  équations  (4)  ou  (5  I.  Choi- 
sissons autrement  les  parties  P  et  P'.  Prenons  par  exemple  pour  P 
l'ensemble  formé  par  le  cycliste,  les  pédales,  les  manivelles  et  une 
partie  de  la  chaîne  en  contact  avec  la  roue  du  pédalier.  Comparons 
L'équation  obtenue  à  la  précédente  (et  négligeons  la  puissance  des 
frottements  dus  aux  parties  ainsi  ajoutées),  nous  aurons  la  diffé- 
rence des  tensions  des  deux  brins  de  la  chaîne  en  fonction  des 
pressions  exercées  par  les  pieds  sur  les  pédales.  On  pourrait  multi- 
plier les  exemples  de  celle  nature;  leur  intérêl  esl  manifeste  au 
point  de  vue  pratique,  puisque  les  dimensions  à  donner  aux  pièces 
d'une  machine  dépendent  des  efforts  auxquels  elles  ont  à  résister. 


7.  Terminons  ces  remarques  en  comparant  le  mouvement  de  la 
bicyclette  et  de  son  cavalier  à  celui  d'une  voilure  traînée  par  un 
chev.ïl.  Appliquons  l'équation  (5)  de  la  marche  uniforme  à  ce  der- 
nier système,  en  prenant  comme  partie  P  le  système  matériel 
formé  par  le  cheval  et  les  brancards  de  la  voiture,  et  comme 
pièce  II  la  caisse  de  la  voilure.  Dans  le  cas  actuel,  la  puissance 
relalive  des  forces  FPP,  est  nulle  puisque  ces  forces  s'exercent  en 
des  points  invariablement  fixés  au  système  II.  Par  contre,  dans 
l'ensemble  Fep  figurent  maintenant  des  forces  que  nous  n'avions 
pas  à  considérer  dans  le  cas  du  cycliste;  nous  voulons  parler  des 
actions  exercées  par  le  sol  sur  les  pieds  du  cheval.  Ces  actions  ont 
une  puissance  absolue  sensiblement  nulle,  comme  la  vitesse  des 
points  de  contact,  le  glissement  des  pieds  sur  le  sol  étant  manifes- 
tement négligeable  en  général.  Au  contraire  leur  puissance  d'en- 
traînement, où  figurent  les  vitesses  d'entraînement  des  mêmes 
points  (vitesses  équipollenles  à  la  vitesse  de  translation  de  la  caisse 
de  la  voilure)  est  différente  de  zéro. 

Les  indications  précédentes  suffisent,  ce  nous  semble,  à  montrer 
l'inlérêt  des  équations  (4)  ou  (5);  le  lecteur  imaginera  aisément 
des  applications  variées  des  mêmes  équations. 


SUR  LES  GROUPES  COMMUTATIFS  DE  QUANTITÉS  HYPERCOMPLEXES; 
Par  M.   Léon  Autowne. 

IlVTROnUCTION. 

Dans  un  groupe  de  quantités  hypercomplexes,  on  nombre  x 
sera  dit  pseudo-nul  (  terminologie  de  M.  Cartan  ;  M.  Frobenius 
dit  racine  de  zéro;  M.  Peirce  dit  nombre  nilpotent),  lorsque, 
sans  être  nul   lui-même,  il  aura  une  puissance  nulle. 

Un  groupe  est  pseudo-nul,  lorsqu'il  ne  contient  que  des 
nombres  pseudo-nuls. 

On  ramène  assez  facilement  la  construction  de  tous  les  groupes 


—  9  — 

commutatifs  (à  multiplication  commutative)  à  celle  des  groupes  (s) 
commulatifs  et  pseudo-nuls. 

Le  présent  travail  est  une  contribution  à  la  théorie  des 
groupes  (e). 

Au  Chapitre  I,  j'expose  ou  je  rappelle  les  démonstrations  par 
lesquelles  on  ramène  la  construction  d'un  groupe  commutatif  à 
celle  d'un  groupe  (e). 

Au  Chapitre  II,  je  définis  pour  la  matrice  d'un  groupe  (e)  une 
forme  réduite  ou  simplifiée  que  voici. 

Les  m  unités  ea,  j  a,  (3,  y  =  i ,  2,  . . .,  m  j  de  (e)  sont  soumises 
aux  formules  de  multiplication 

a 

où  aapy  =  aayp  est  une  constante  réelle  ou  complexe.  La  matrice 
du  groupe  est 

Y 

Par  un  choix  convenable  de  variables,  la  matrice  S(#)  prend  la 
forme  réduite  j  X,  [x  =  i, 2, ...,£;  A-^/wj  : 

o 

^31        P3Î  O 


S(tf)  = 


/>Xi     />Xî 


/»X|i 


/>Al      />/fc2 


PA[J. 


£>X,X-i     ° 
/>*,X-i     o 


où  ^[j,  =/?X[i(^)  est  un  tableau  à  ^x  lignes  et  oy  colonnes,  formé 
d'éléments  sap  ; 

»""#ï-+-...  +  *X+... .■*-#*■ 

Rangeons  les  unités  ea  (les  variables  xa)  en  systèmes  ^x  (en 
systèmes  X-\)  de  la  façon  suivante,  par  exemple,  pour  les  xa.  A!-, 
contiendra  les  gt  premières  xa,  2&2  les  g2  suivantes  j  . . .  ;  <X*  con- 
tiendra les  gît  dernières.  Nommons  $\  le  tableau 


Pl\    pu 


Pl\>. 


/>X,X-i- 
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Alors  $x  :  i°  ne  dépend  pas  des  variables  de  X-y,  -\-).+  i,  •••  -\-a  ; 
2°  contient  chacune  des  variables  de  -V-x_»  ;  3°  dépend  des  va- 
riables de  -X-i ,  A- 2,  •  •  -,  A-x_2- 

De  plus,  le  produit  d' une  unité  de  C\par  une  unité  de  C^.  ne 
dépend  que  des  unités  de  £p,  Cp+, ,  . . .,  £*,  où  p  est  le  plus  petit 
entier  supérieur  à  la  fois  à  X  et  à  a. 

Si  tous  les  entiers  gi  sont  égaux  à  l'unité,  le  groupe  (e)  a  sa 
matrice  de  rang  maximum  m —  i  (la  réciproque  est  vraie).  Alors 
la  forme  réduite  est  j  sap  =  #a-P>  s*$  =  °  pour  a^  (3  J  : 


S(*)  = 


.r, 


o 

37, 


&m—\      xm  —  i 


3C*L 


Au  Chapitre  III  est  développé  un  procédé  régulier  de  calcul, 
par  lequel  on  passe  d'un  groupe  m-aire  (e)  à  un  groupe 
(m-f-i)-aire  (Ç)  (commutatif  et  pseudo-nul).  (Ç)  se  nomme  le 
prolongement  de  (e). 

Tous  les  groupes  (m  +  \)-aires  commutatif  s  et  pseudo- 
nuls s'obtiennent  en  prolongeant  des  groupes  (e)  de  forme 
réduite. 

Bien  entendu,  ne  sont  pas  envisagés  comme  distincts  deux 
groupes  qui  ne  diffèrent  que  par  le  choix  des  variables. 

Comme  application,  je  prolonge  le  groupe  (71 -aire  (e),  de  rang 
maximum  m  —  i ,  construit  ci-dessus. 

Un  pareil  groupe  n'admet  que  deux  prolongements  (Ç)  : 

i°  ("Ç)  a  le  rang  maximum  m  et  est  analogue  à  (e)  ; 

2°  La  matrice  de  (Ç)  s'obtient  en  ajoutant  à  la  matrice  de  (e) 
une  (/w  +  i)™c  ligne  et  une  (m -\-  i )"',nt'  colonne,  composées  de 
zéros. 

Un  résumé  des  présentes  recherches  a  paru  dans  les  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (i3  juin  1910). 


INDEX  BIBLIOGRAPHIQUE. 

I.  Frobenius,  Théorie  der  hyperkomplexen  Grossen  (Sitzungs- 
berichte  de  i  Académie  de  fier  lin,  avril  1903). 
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II.  Cartan,  Sur  les  groupes  bilinéaires  et  les  systèmes  de 
nombres  complexes  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  t.  XII,  1898}  on  consultera  surtout  les  paragraphes 
IV  à  VII). 

III.  Autonne,  Sur  la  fonction  monogène  d' une  variable  hyper- 
complexe  dans  un  groupe  commutatif  (Bulletin  de  la  So- 
ciété mathématique  de  France,  1909). 

La  notation  (Index,  11)  ou  (II,  Index)  désignera,  par  exemple, 
le  travail  de  M.  Cartan,  marqué  par  le  chiffre  romain  II  de  la  liste 
ci-dessus. 

Pour  la  théorie  générale  des  nombres  complexes,  on  renverra  à 
l'article  de  M.  Cartan  dans  l'édition  française  de  Y  Encyclopédie 
des  Sciences  mathématiques  (t.  I,  vol.  I,  fasc.  3,  avril  1908, 
p.  392  à  443). 

CHAPITRE  I. 

RÉDUCTION   DU    PROBLÈME. 

i°  Conservons  les  définitions  et  notations  de  mon  précédent 
travail  (III,  Index)  et  rappelons  quelques  propriétés  d'un  groupe 
commutatif  (e),  aux  n  fondamentaux  et ,  . .  .,  zn. 

Ces  n  unités  se  réparlissenten  A- systèmes  (G\)  (\=  1 ,  2,  . . .,  k), 
de  gi  unités  respectivement,  avec  n  =  gt  -+-..-  +  g/s-  (G()  com- 
prend les  g,  premières  unités,  (G2)  comprend  les  g.>  unités  sui- 
vantes ;  . . .  •,  (Ga)  contient  les  g^  dernières.  Les  g\  unités  de  (Gx) 
engendrent  un  groupe  Gx  de  quantités  hypercomplexes,  évidem- 
ment commutatif.  Le  produit  d'une  unité  de  (Gx)  par  une  unité 
de  (G,;.),  u,^é)M  est  zéro. 

Soient  x  =  xs  s,  +  . .  .  H- •£„£„,  y  =y\  et  -h-  .  •  deux  nombres 
de  (e).  Désignons  par  Xx  et  Y\  ce  que  deviennent  x  et  y  quand 
on  y  biffe  toutes  les  unités  qui  n'appartiennent  pas  à  (Gx).  On  a 
évidemment 

A  X 

Alors 

*y  =2j  XxYx. 
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La  connaissance  de  (e)  est  assurée  par  celle  des  groupes  G),  dont 
chacun  est  indépendant  des  autres. 

2°  Soit  G,  d'ordre  n  =  m  -+-  i ,  un  quelconque  des  groupes  G*. 
On  peut  toujours  choisir  les  variables  x  de  façon  que  la  matrice 
S*  =  S  {x)  de  G  ait  la  forme  suivante,  les  n  =  m  ■+■  i  unités  étant 


e0,  s, ,  . . .,  tm 


Sx  = 


X0 

X\  X0 

Xt  Sji          Xq 

x<x  sa.\      scl* 


*a,<x-i 


x0 


^ m, m  -  1       Xq 


s«p=  s^{x)  =  a^,J|  +  .  .  ,4-aap,a_ia:a_,         (a,  [3,  y  =  i ,  2,  .  . . ,  m), 

«apY=°         Pour         a  =  Pi     a  =  ï>     aaPy=«ai'P- 
|  pE  —  S  (x)  |  =  (p  —  x0)"l+i,         E  =  n-aire  unité;         n  =  m-\-i. 

ô°  M.  Carlan  (II,  Index,  p.  21)  appelle,  dans  un  groupe  de 
quantités  hypercomplexes,  pseudo-nul  tout  nombre  x  tel  que 

|PE-S(*)|  =  p». 

Pour  qu'un  nombre,  dans  le  cas  actuel,  soit  pseudo-nul,  il  faut 
et  il  suffit  que  x0  =  o. 

Les  m  unités  £,,...,£„,  engendrent  un  groupe  pseudo-nul, 
dans  lequel  les  formules  de  multiplication  sont]  a,  (3,y  =  i ,  2,  ...,m|, 

£j3Sy=eYep=2e«a«Pr 

a 

Ce  groupe  a  donc  pour  matrice  la  wï-aire 


$(x)  = 


0 

*21 

O 

Sil 

S3Î 

S  ml 

smî 

sm,m— 1      ° 
3ayp=«aPy=o         pour         a^p,     a  S  y. 
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Pour  la  démonstration  de  ce  qui  précède  je  renvoie  au  Cha- 
pitre 1  de  mon  travail  précité  (III,  Index). 

4°  La  connaissance  de  la  matrice  S(x)  assure  celle  de  la  ma- 
trice S(x). 

La  construction  de  tous  les  groupes  commutatifs  se  ramène 
donc  à  celle  des  groupes  pseudo-nuls,  dont  la  matrice  a  la  nature 
de  S(x). 

Dorénavant,  (t)  désignera  un  pareil  groupe  commutatif  et 
pseudo-nul  m-aire.  (Ç)  désignera  le  groupe  (m  -+-  i)-aire  dont  S  (x) 
est  la  matrice. 

5°  Soit  (I,  Index,  §9)  une  matrice  n-aire  invertible 

G  =  (cgk),         |  G  |  ^  o,         cgk  —  const.  scalaire 

j  g-,  k  =  o,  i ,  . . .,  m\.   Faisons  un  changement  de  fondamentaux 
en  posant 

ig=S  z/tC/cg-         ou         e  =  C'[e], 

G'  =  la  transposée  de  C.  De  là 

x  =  J^  s-gXg  —  ^J  zgxe 
s  s 

et 


=j£ÀcgkXk,        x  =  C[x}. 


k 


Alors  [loc.  cit.,  formules  (4)] 

S(a?)  =  C-»S(îr)C, 
les  formules  de  multiplication  étant 

e«-e*  =  2|£/'a/''s'/t  (£">*> /l  =  o,  i,  ...,  m), 

h 

S(x)  est  construit  avec  les  aghk  et  les  x,  comme  S(x)  est  con- 
struit avec  les  x  et  les  aghk- 

Le  groupe  (Ç),  dont  les  zg  sont  les  unités,  est  le  transformé 
par  la  collinéation  C  du  groupe  (Ç).  Ces  deux  groupes  sont 
semblables  et  peuvent  être  considérés  comme  n'étant  pas  essen- 
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liellement  distincts.  Les  propriétés  communes  à  tous  les  groupes 
semblables,  pour  une  catégorie  donnée  de  collinéalions,  seront 
particulièrement  intéressantes. 

6"  Montrons  que  la  relation  entre  la  matrice  S(x)(m-\-  i)-aire 
du  groupe  (Ç)  et  la  matrice  m-aire  S(&)  du  groupe  coinnm- 
tatif  (e)  ne  change  pas  quand  on  effectue  une  collinéalion  C,  la- 
quelle :  i°  ne  change  pas  l'unité  s0  ;  2°  soumet  les  unités  s,,  ....  em 
à  une  collinéalion  m-aire  D  arbitraire. 

Il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que  la  relation  mutuelle  de  S.r 
et  de  S^  a  sa  source  dans  les  relations  ejj  =  e0,  tCit0rz=zgL.  Or,  avec 
l'hypothèse   faite   sur   la  collinéalion  C,  on   aura,   eu   égard   à   5°, 

^o  =  £o,  ^a£o  =ea  |  a  =  i,  a, m }, 

11  sera  donc  licite  de  soumettre  le  groupe  (e)  à  une  collinéalion 
arbitraire  m-aire  quelconque. 

7°  Je  ne  considérerai  plus  que  des  groupes  (e)  m-aires,  commu- 
ta tifs  et  pseudo-nuls,  dont  la  matrice  /?i-aire  sera  désignée  par 

S.r=  S(x)  =(*«p)        (a,  p,  y  =  i,  2,  ...»m), 

Y 
8°   La  relation  aapy  =  ««yp  montre  qu'on  a 

S*V{X)  =  î-àxJ-' 

Py 

La  quadratique  fx  n'est  pas  autre  chose  que  la  coordonnée 
(#2)a  de  la  quantité  hypeicomplexe  x2.  La  collinéalion  D  du  6° 
transforme  donc  les/a  de  la  même  façon  que  les  coordonnées  xa  ; 
autrement  dit  (()°) 

x  =  D[x\  et         J(*)  =  D  [/(*)]. 

La  connaissance  «les  m  quadratiques  fa  assure  celle  de  la  ma- 
trice S,  ci  du  groupe  (z).  On  peut  donc  écrire  sans  ambiguïté 

(>"  Soit    un   groupe   m-aire   non   commutatif,   aux  formules  de 
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multiplication 

a 

prenons  sa  matrice  S(x)  =  (saï),  say  =  Xj-^p^apy?   et  la  matrice 

P 
antislrophe  (I,  Index,  Ier  paragraphe) 

Y 
Comme  la  multiplication  est  associative,  on  a  (loc.  cit.) 

S(x)T(y)  =  T(y)S(x). 

Si  le  groupe  est  commutatif,  les  matrices  S  et  T  coïncident  et  la 
condition  précédente  se  réduit  à  S(x)  S(y)  =  S(y)  S(.r).  Par 
suite  : 

Les  coefficients  aapy  dans  un  groupe  commutatif  sont  des 
constantes,  réelles  ou  complexes,  assujetties  uniquement  aux 
relations  suivantes  : 

1°  «aPY=«ayp; 

2°  Pour  x  et  y  quelconques,  les  deux  matrices  S(jp)  et  S  (y) 
sont  échangeables. 
On  a 

p  p 

Zj  «apX«p^ix^X J(a  =^  «apjA«p  Px^X/|a, 

pX[A  pX(A 

o  p 

CHAPITRE  II. 

FORME    REDUITE    POUR    LA    MATRICE    D'UN    GROUPE    COMMUTATIF    (l). 

io°  Soit  un  système  Q  constitué  par  un  nombre  fini  ou  infini 
de  fonctions  w4 ,  to2,  ...  de  m  variables  xi}  . . .,  xa,  . . .,  a:w.  Sup- 
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posons  que  dans  les  o>  figurent,  non  pas  les  xa,  mais  seulement  r, 
V^m,  expressions  linéairement  indépendantes 

T/  =  \^  tjzXz  (i  =  i,  2,  .  .  .,  r;  a  =  i.  2,  ..  .,  m), 

a 

tta=  const. 

On  dira  avec  M.  Frobenius  (I,  Index,  §6)  que  r  est  le  rang 
linéaire  du  système  û. 

Le  rang  linéaire  r  d'une  matrice  est  celui  du  système  Q  formé 
par  ses  éléments. 

Le  V  du  groupe  (e)  sera  celui  de  la  matrice  S(x). 

1 1°  Lemme.  —  On  a  r  «<  m. 

Une  proposition  de  M.  Carlan  (II,  Index,  35°)  dit  ceci  :  Dans 
tout  groupe  pseudo-nul,  il  existe  au  moins  un  nombre  tj,  r\  je  o, 
tel  que, pour  x  quelconque,  xt\  =  o. 

On  a  alors 

(*Y  P 

et,  comme  x  est  quelconque,  les  m2  équations  5ap("/))  =  o  doivent 
avoir  au  moins  une  solution  où  les  Y|y  ne  sont  pas  tous  nuls.  Ces 
m2  équations  se  réduisent  à  X  distinctes  et  l'on  at<m. 

c.    q.  f.   n. 

1  20  Les  nombres  Y|  (1,  Index,  §  9)  constituent  dans  (e)  un  sous- 
groupe  invariant  (2r(  ),  d'ordre  m  —  r.  A  son  tour  (2f|)  admettra 
comme  complémentaire  un  groupe  (0(),  d'ordre  r,  homomorphe 
à  (s). 

i3"  A.  la  similitude  près  (5°),  on  peut  supposer  le  groupe  (Sr,  ) 
défini  par  les  V  =  h  équations  x,  =...=  x/,  =  o.  Alors  los  élé- 

ments  saL^(x)  =  X«a^y Xy  de  §x  ne  contiennent  que  x{,  x2,  ..., 

Y 

%h  et  tfapy  =  o  pour  y  >>  h.  Mais  a<x$y  =  aIXyp  =  oels0Ly(x)  =0 
pourv>/i.  La  matrice  Sx  a  ses  m  —  h  dernières  colonnes  com- 
posées de  zéros  : 

(/#.<•>  »  \  * 

V   -OO)  o        )      m  —  h 

h  m  —  h 


—  17  — 

où  §\{x)  est  une  matrice  A-aire,  tandis  que  ^(x)  est  un  tableau 
(m  —  A,  A)-aire,  c'est-à-dire  à  m  —  A  lignes  et  A  colonnes. 

i4"  On  sait  (I,  Index,  loc.  cit.)  que  3\{x)  est  la  matrice  du 
groupe  homomorphe  (9)),  aux  h  variables  x{,  ...,  x^. 

Comme  S(x)  et  S'(y)  sont  échangeables,  il  en  est  de  même 
de  £,(#),  ^(7),  car 


0 


Le  groupe  (0,)  est  donc  commutatif.  Son  polynôme  caracté- 
ristique est  pA,  puisqu'il  doit  diviser  le  polynôme  caractéristique 
|  p  E  —  S(ic)  |  =  p™  de  S  (x).  Le  groupe  (0(  )  est  par  suite  pseudo- 
nul. 

1  5°  (0|  )  a  les  mêmes  propriétés  que  (s)  =  (Ô0),  et  l'on  peut  rai- 
sonner sur  (6,  )  comme  on  vient  de  le  faire  sur  (90).  Soit  At  <<  A  le 
rang  linéaire  de  (9|).  A  la  similitude  près,  on  peut  admettre  que 
§x  (x)  ne  dépend  que  de  xK ,  . . .,  x/ti,  et  que  par  suite 

*.« 


$i(x)          0        N 

.       /il 

•&(*)        0      y 

'    A  — /il 

A 1          /i /«  ! 

-fj(.r)  est  l;i  matrice  d'un  groupe  A, -aire  (92),  analogue  à  (90) 
et  (9(  ),  lioinomorplie  à  (90)el(8,).  On  raisonnera  sur  (92)  comme 
sur  (90)  et  (0,). 

16"  Procédant  ainsi  de  proche  en  proche  et  changeant  légère- 
ment de  notations,  on  obtiendra  successivement  : 

Le  groupe  (90)  =  (e)  d'ordre  h0  =  m,  de  rang  linéaire  A,, 
ayant  pour  matrice  S  ==  r?0  ; 

Le  groupe  (Q|)  d'ordre  A,,  de  rang  linéaire  A2,  ayant  pour  ma- 
trice $i\  ... 

Le  groupe  (9x)  d'ordre  Ax,  de  rang  linéaire  Ax+),  ayant  $\  pour 
matrice. 

De  plus,  h0  >  A,  >  .  . .  >  Ax- 

On  arrivera  finalement  à  un  groupe  (9/t_i)  d'ordre  A*_,  et  de 
rang  linéaire  h/,=  o.  La  matrice  -f^_  ,  sera  donc  =  o,  composée 
d'éléments  nuls. 

\\\ix.  2 
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Posons 


(0  =  (00)  =  (*u),       (8.)  =  (ia-i), 


Puis  posons 
d'où 


Sx  =&->, 

Sj  =  o,  S/t  =  îo =  S. 


Le  groupe  (t\\)  aura  S>  pour  matrice,  l'x  =  A*_x  f>our  ordre, 
fx_i  =/*a_x+i  pour  rang  linéaire. 

On  désignera  par  g\  la  différence  positive 

g\=  hk-\—  kk-\+i  =  n—  n-i-. 

rx  =  rx-i  -+-  £1  =  #t  -K .  .4-  ^X, 

/j/,  =  m  =  5*1 4-. .  .•+  g-*. 

L'indice  X  prendra  les  valeurs 

X  =  i,  a,  . . . ,  k. 

\n°  Sous  le  bénéfice  des  explications  et  notations  ci-dessus,  on 
voit  que  la  matrice  S(.r)  peut  être  mise  sous  la  forme  réduite 
ci-dessous,  dont  l'établissement  est  le  but  de  toute  la  présenie  dis- 
cussion : 


S*  = 


o 

f>2\ 

O 

P>1 

Pat 

o 

/'>.l 

Pli 

•  •  •         /'/  |X 

•  •     />>..).    i 

o 

Pk\ 

Phi 

• . .    Pk]f. 

[  formule 

(o)J, 

Pk,k-l 

o 

<m  pi\i  —  pini-i')  est  un  tableau  à  g\  lignes  et  à  g-  colonnes  em- 
pruntées  à  S,-,  ;  X,  ix=  i,  a,  ...,  k  \  ;  p\\>.^  <>  pour  A^p.. 

C'est   l'expression  simplifiée  que  nous  axions  en  vue. 

18"  Reprenons  dans  le  groupe  (e)  les  ni  unités  £a  [ou  les  m  va- 
riables .ra  ;  ou   les  m  quadratiques  (8°) /a*]  el   réparti ssons-les 

|  puisque  ///  =  ^#x]  en  /.  systèmes  C^  (ou  -\->  ;  ou  3-,)  de  la  façon 


X=i 


suivante  : 


-  19  - 

C{  (ou^Y-,,  ou  ${)  contiendra  les  g{  premières  sa  (ou  #a,  ou  /a)  ; 
C2  (ou  -V-2)  ou  #2)  contiendra  les  g2  suivantes  ea  (ou,ra,  ou  fa)]  ...  ; 
enfin  Ck  (ou  -Y-*,  ou  Sk)  contiendra  les  gk  dernières  ea  (ou  #a, 
ou  fa). 

On  mettra  en  évidence  les  k  entiers  g\  par  la  notation 


(£)  = 


Xi, 


i+---  +  g\- 


Autrement  dit,  on  séparera  : 

i°  Par  le  point  et  virgule,  les  différents  systèmes  !&\; 

20  Par  la  virgule,  les  différentes  variables  xa  d'un  même  sys- 
tème A;>. 

190  Si  l'on  envisage  le  tableau  p\^  comme  une  lettre  unique,  la 
formule  (o)  ci-dessus  conduit  à  une  matrice  A"-aire, 


P  = 


o 

/>2t        O 


que  l'on  nomme  le  canevas  (III,  Index)  de  la  matrice  /«-aire  S^. 

JNommons  <£\  le  tableau  (g\,  m)-aire  qui  correspond  à  la  X,eme 
ligne  du  canevas. 

Supprimons  dans  le  canevas  P  les  k  —  X  dernières  lignes  (c'est- 
à-dire  dans  Sx  les  tableaux  $>*,  <£*_,,  . ..,  9^+t)  et  ^es  k  —  ^  ^er- 
nières  colonnes.  On  aura  une  X-aire  Px  qui  sera  le  canevas  de  la 
matrice  Sx  du  groupe  (ru)  (160),  d'ordre  Vi  =  g,  -+-  . . .  -+-  g\  et 
de  rang  linéaire  tx_i,  avec  t,  =0. 

Pour  passer  de  (s)  =  (r\j,)  à  (-f\i)  il  suffit  de  supprimer  les  unités 
des  systèmes  C\+( ,  C\+2,  . . . ,  C*. 

Par  construction,  Sx  contient  chacune  des  variables  de  -Y-,,  ..., 
-\-x_i  ;  Sx_i  ne  contient  que  les  variables  de  -Y-,,  .  ..,A.-x_2j  donc 
le  tableau  9),  contient  sûrement  chacune  des  variables  de  x\_\. 

20°  Disons  (pie  l'entier  a,  pris  dans  la  suite  1,  2,  ...,  m  appar- 
tient à  l'indice  X,  pris  dans  la  suite  1,  2,  ...,  k  lorsque 
i  rx  =  gi  -+-  g-i  -+  . . .  -f-  g\  j  î  on  a 

m-i  <  «  ~  rx- 

Considérons  le  coefficient  aafiy=  a^^  o,  où  les  entiers  a,  fi, 
y  appartiennent  respectivement  aux  indices  X,  [i.,  v. 


—  20  — 

sap(^)  =  V«apY.ry  figure  effectivement  dans  le  tableau p-^  du 

r 
canevas  P  de  S  (a;).   On  a  /?X|i  =  o  p '  X<|A,  donc  X  >  u,  et,  de 

même,  X  >  v. 

sp  et  îy  figurent  respectivement  dans  les  systèmes  C^  et  Cv-  On 

a  la  formule  de  multiplication 

a 

el  OaBvne  peut  être  ^  o  que  si  X  est  .supérieur  à  a  el  à  v. 

Donc  «  le  produit  d'une  unité  du  système  Cp  par  une  unité 
de  Cv  ne  dépend  que  des  unités  de  C\,  ...,  £*,  où  X  désigne  les 
plus  petit  entier  qui  dépasse  à  la  fois  u,  ci  v  ». 

21"  Prenons  une  matrice  invertible  D  =  (û?ap),  m-aire  à  coeffi- 
cients constants.  Admettons  qu'elle  possède  pour  canevas  une 
matrice  /.--aire  Q  =  (</).,i),  où  ^  =  tableau  (g\,  glaire,  avec 
7X|x  =  o  pour  u,>A. 

On  a 

I Q  I  =  I  </«  I  •  •  •  I 7/./.  !  *  o. 

On  reconnaît  par  le  calcul  qu'en  transformant  S(a?)  par  la 
collinéation  (5")  D,  «  la  forme  réduite  subsiste  comme  telle,  les 
entiers  i<>  étant    des  invariants  vis-à-vis  de  la   transformation  I)  »>. 

Je  puis  donc  considérer  les  transformations  I)  comme  indiffé- 
rentes à  la  similitude  près. 

22°  L'analyse  précédente  (i  2°  à  i8°)  montre  que  les  nombres ^x, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  nombres  r  =  g\  -h  •  •  •  -f-  g\  sont 
définis  indépendamment  du  choix  des  variables  x.  IsLti  effet,  le 
groupe  (e)  =  (0o)  =  ( r4 a ) ,  d'ordre  m  -— r*  el  de  rang  linéaire  r^-i 
admet  le  sous-groupe  invariant  i  5<  ),  formé  par  les  nombres  £  tels 
que,  pour  ./•  quelconque  dans  (tj#),  a?Ç  =  o.  (3?i)  a  pour  groupe 
complémentaire  dans  [i\/t)  le  groupe  (6()  =(y|#_l)  d'ordre  r*_, 
el  de  rang  linéaire  i'/,  a.  (0,  |  admet  le  sous-groupe  invariant  (3i) 
formé  par  les  nombres  Ç1  '  de  (  0,  i,  tels  que,  pom  ./■  ■'  quelconque 
dans  (0|),  on  ail  x(,^(l)  =  o.  (&>)  a  pour  complémentaire 
dans  (Qt)  le  groupe  (0a)  =  (T^_2)  d'ordre  l ,,_..,  et  de  rang  linéaire 
i*A    ,,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  étudier  les  groupes  (e)  où  g\  —  .    .  =£>=  i, 
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k  =  m.  Alors  (  1 8°,  in  fine) 

(s)  =  \X\ \  a?a 5  . .  •  ;  a?a>  •  •  •  ;  x m). 

Les  systèmes  (i8°)  £a,  -Y-a,  -fa  ne  comprennent  respectivement 
(|iic£a,  xa  elfa.  En  vertn  de  '>.o",  on  a 

Epey=  £pappY  +  ep+i«P+ipy-l--  •  •  •+■  E««/nPyi 

où  p  est  le  pins  petit  entier  supérieur  à  la  fois  à  [3  et  à  y. 

Lemme.  —  Pour  x  quelconque,  on  a  xm  7^0. 

Un  calcul  simple  montre  qu'on  a 

x3-—  eaÊa-t-Sa-HiU.a-M-t---  •  +  &ml*m  (a  =  I,  2,  .. .,  »i;  £4=  a?4). 

Dans  le  produit  a?a+'  =  .ra.r  le  terme  ea+i  Ça+1  ne  peut  provenir 
que  de  l'expression 

p  =  « 
B«5a  ^  ^peP=  £«2  «pe<xep  =  $a2;rP[£«+iaa+,'a!î"H  £*-f-2^  '  ")  ~+~-  ••!• 

d'où 

p  =  « 

£01+1  =  £a  ^,  aa.+\,a.$x$- 

L'expression  ya+l   ne  dépend  que  des  variables  xt,  x2,  ...,  xa, 

•      •  1  àfx     p. 

ainsi  que  s»  ,  ,  v= — r —  Donc 

P=« 

Çcc-t-i  —  ?a*a+i,a  ! 
et,  par  récurrence, 

?a=  *a,a-i*a-i,a-s»  •  •  «s  Sji^i» 

a?OT=  £„,£,„. 

Or,  la  quadratique  /"a  contient  sûrement  l'unique  variable  xa_\ 
du  système  »\-a_,, 

Alors  £a  ^£  o  et  \m  y£  o,  xm  ^  o.  c.   q.   f.   d. 
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On  peut  donc  trouver  dans  le  groupe  (e)  un  nombre 

d  =  £j  d ,  -+- . . .  -+-  tm  dm 
tel  que  dm^é  o. 

24°  De  ce  que  sa,a_,(a;)^o  (23°)  on  conclut  que  le  mineur 
(m  —  i)-aire 

S  «il       sm,m—t 

du    déterminant  |  S(.z)|  est  7^0.    La   matrice   Sx,    qui  n'est    pas 
invertible,  a  donc  le  rang  maximum  m  —  1 . 

Si  donc  on  prend  dans  (e)  le  nombre  d  tel  que  dm  ^é  o  et  si 
l'on  pose  D  =  S,/,  l'équation  de  moindre  degré  à  laquelle  satisfait 
D  est  Dm  =  o. 

Lemme.  —  Les  m  quantités  d,  d2,  ...,  dm  sont  linéairement 
indépendantes. 

Autrement,  on  aurait 

0=  lid-^lid^-h...-+-  lmd'"  =  f(d), 

i/,(u)  =  /,u+...+  lmum,        l\,  •  •  -,  lm=  const.  ; 

o  =  S[/(«0]=/(D),         /(«)  =  «'«         et         d>n=o, 

ce  qui  est  absurde. 

On  a,  par  un  calcul  direct, 


(0 


'a=2epé/«p    (*•  p>  =  ■'  ■••»»). 


La  matrice  (dap)  est  inverlible,  sans  quoi  on  aurait  entre  les  da 
au  moins  une  relation  linéaire  et  homogène.  On  peut  résoudre, 
par  rapporl  aux  sp,  les  équations  (1)  et  prendre  pour  les  m  unités 
de  (e)  les  m  puissances  d,  d'2,  ...,  d"1.  Les  formules  de  multipli- 
cation deviennent  dfidY  =  rf?+T. 

25°  Tout  cela  revient  à  faire,  dans  (e),  ep£y  =  £p+v. 

Comme,  en  général, 

ePeY  =  Zj£«a«Pyi 


on  a 


23 


o  pour  a  p£  p  -f-  y» 


l«Pï 


i  pour         a  =  p  -+-  y, 

*ap=^a,a-p,  /a=2*p*a-p  (£  =  I,  2,  ...,«  — 1  ), 


S(a?) 


3^2 


•E  m  —  1       >P/n— 2        • 


a?»       3"i       O 


Telle  est  l'expression  du  groupe  (e)  pour  lequel  tous  les  en- 
tiers g\  sont  égaux  à  t. 

On  a  vu  que  pour  un  pareil  groupe  la  matrice  S(.r)  a  son  rang- 
maximum  r  =m  —  i  (24°)- 

La  réciproque  est  vraie. 

En  effet,  mettons  S(x)  sous  forme  réduite.  Dans  le  détermi- 
nant |S(.r)  |  l'unique  mineur  (m  —  i)-aire 


*31  *32 


S/nl      S/n2 


5  m ,  m—  1 


—  *21*32  •  •  •  sm,m— I5 


qui  ne  soit  pas  identiquement  nul,  doit  être  7^  o,  pour  que  r  soit 
égal  à  m  —  1 . 

Donc  aucun  des  éléments  de  la  diagonale  de  S*,  constituée  par 
les  expressions  sa,a-n  n'est  zéro.  Or,  sur  la  forme  réduite  (170), 
on  s'assure  immédiatement  que  cela  est  possible  seulement  si  tous 
les  gi  sont  égaux  à  l'unité. 

26"  On  va  maintenant  exposer  un  procédé  régulier  de  calcul 
qui  permet  de  construire  tous  les  groupes  (m  +  i)-aires,  dès 
qu'on  connaît  la  forme  réduite  de  tous  les  groupes  m-aires. 


CHAPITRE  III. 


PROLONGEMENT    D  UN    GROUPE. 


270  Je  dirai  qu'un  groupe  (m-(-i)-aire  (Ç)  (commutatif  et 
pseudo-nul)  a  la  forme  Z,  si  le  produit  xzm+{  de  la  dernière  unité 
£/«+»  par  un  nombre  quelconque  x  de  (Ç)  est  zéro. 
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Tout  groupe  peut  être  mis  sous  lu  forme  Z,  car  tout  groupe 
peut  acquérir  la  forme  réduite,  laquelle  n'est  qu'un  cas  particulier 
de  la  forme  Z. 

Un  groupe  conserve  la  forme  Z  après   transformation    par  une 

collinéation  (5°) 

/Do 
G  = 

\   o      I 

m     i 

laquelle,  laissant  e,w+l  fixe,  transforme  les  m  autres  unités  e(,  ..., 
em  suivant  la  collinéation  m-a'we  quelconque  D. 

280  Pour  que  tm+ix  =  o  pour  or  quelconque,  il  faut  et  il  suffit 
qu'on  ait,  $(x)  étant  la  matrice  de  (Ç), 

8(em+i)  =  o, 

c'est- à -dire 

(p,  CT  =  '.  ?-, "»-+-i)i 

°   =  ap<T,//H-l  ==   rtp,//l-t-l,iJ- 

Alors,  comme  on  le  voit  de  suite  : 

i°  xm+i  ne  figure  pas  dans  les  éléments  de  £>(#); 
20  La  dernière  colonne  de  S(x)  est  formée  de  zéros. 

La  matrice  S(d?)  de  (Ç)  est 

/  S(:r)     o  \     m 

m       1 

où  la  matrice  m-aire  S(.r)  ne  dépend  pas  de  #„,+,,  tandis  que 
■i^(x)  est  un  tableau  à  une  ligne  et  à  m  colonnes. 

290  Raisonnons  sur  S(x)  comme  nous  avons  raisonné  au  i4° 
sur  la  matrice  i ,  (x)  et  reportons-nous  à  des  théories  connues 
(Index,  I,  §9).  On  voil  immédiatement  (pie  S(x)  est  la  matrice 
d'un  groupe  ///aire  («),  aux  ///  iiniiés  ea,  homomorphe  à  (Ç). 

Je  dirai  que  le  groupe  (Ç)  est  te  prolongement  <lu  groupe  (e), 
qu'on  passe  de  (e)  à  (Ç)  par  prolongement,  qu'on  obtient  (Ç)  en 
prolongeant  (e),  etc. 

3o°  (Ç)  reste  le  prolongement  de  (e),  quand  on  transforme  les 
deux  groupes  par  1rs  collinéations  C  el  I)  du  27°.  On  peut  choisir 
D  de  façon   ,1  mettre  (e)  sous   la    forme  réduite.    D'ailleurs  (270) 


loul  groupe  peutêlre  mis  sous  la  forme  Z,  et  la  présente  discussion 
se  résume  dans  la  proposition  suivante  : 

Tous  les  groupes  (m  -f-  i  )-aires  s' obtiennent,  à  la  similitude 
près,  en  prolongeant  tous  les  groupes  maires,  mis  sous  forme 
réduite. 

On  construira  ainsi,  au  moyen  du  prolongement,  par  récur- 
rence, tous  les  groupes. 

3i"  Voici  comment  on  opérera  le  calcul  effectif  du  groupe 
prolongé  (Ç),  le  groupe  (e)  étant  supposé  connu  et  pris  sous 
forme  réduite. 

La  matrice  S(x)  de  (Ç)  n'a  à  satisfaire  qu'à  la  condition  (90) 
d'être  échangeables  à  S  (y),  pour  x  el  y  quelconques.  La  matrice 
S  (a?)  de  (e)  satisfait  déjà  àla  condition  d'être  échangeable  à  S(y). 
Il  ne  reste  donc  plus  à  écrire  que  les  égalités 

2  s«+i.p(aî)  sp$(y)  =2  Sfl»-»-1>pO0  5pp(*). 
p  p 

c'est-à-dire,  identifiant  le  coefficient  de  x\y^  de  part  et  d'autre. 

p  p 

où  X,  u.=  1,  2,  . ..,  m,  tandis  que  p  =  (3  -+-  1 ,  . . .,  m,  puisque 
sm+\,m+\  (#)  =  o  et  que  5-pp(;r)=o,  dans  une  forme  réduite, 
pour  p  <  (3. 

Posons  0,,,+  ,^  =  6p>.  On  aura 

P  P 

Dans  ces  égalités  ne  sont  inconnus  que  les  coefficients  bpi  de  la 
forme  quadratique  fm+\  {%\ ,  x.2,  . .  • ,  xm). 

Nommons  B  la  matrice  m-aire  symétrique  B  =  (bp\),  bp\  =  b\p. 

On  n'a  plus  qu'à  résoudre,  par  rapport  aux  -  m(m  -+-  1  )  in- 
connues b,  le  système  (i)dem'  équations  linéaires  et  homogènes, 
pour  p,  X,  p.=  I,  2,  . ..,  m. 

32"  Comme  application  de  ce  qui  précède,  je  vais  prolonger  le 
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groupe    oi-aire(e),    de    raag    maximum   /// —  i,   étudié    déjà    au 
Chapitre  II. 

S(#)  est  sous  forme  réduite; 

(e)  =  (a?,  ;  x,  ;...;ar„_,  \xm)    et    («Tp\  y  =  i,  a,  . ..,  m), 
pour         a  -    fl  -+-  Yi 


ri        (i  pour         a  =  [3  ■+-  y. 

Résolvons  donc  par  i  apport  aux  inconnues  b  le  système  des  m3  équa- 
tions (3  i°)  linéaires    et  homogènes,   j  fi,  X,  u.,  p,  7  =  i ,  2,  .  .  .,  m  |, 

(o)  2Z,P)aP^  =  2i<I|Aa^)'' 

P  a 

33°  Suivant  le  choix  des  entiers  fi,  X  et  jjl  on  pourra  répartir  les 
/ws  équations  (o)  en  trois  sortes  : 

Première  sorte  :  $-\-"k<m,  fi-\-  u,^  m.  —  Alors  on  pourra  faire 
dans  le  premier  membre  de  (o)  p  =  [â  -f-  u-,  et  dans  le  second 
c  =  Ph-X.  Le  premier  membre  se  réduit  à  &x,p+|A  et  'e  second 
à  ^V.p+X  et 

Deuxième  sorte  :  fi  -+-  u  >  m  (ou  fi  -h  X  >  m)  avec  jï  +  X  £  m 
(ou  ^  -i—  ta.  <  m).  —  Alors  dans  le  premier  membre  (dans  le  second 
membre)  de  (o),  il  n'existera  pas  de  terme  en  6p+{i,x  (ou  en 
£p+X,t*)-  Ce  premier  (second)  membre  se  réduit  à  zéro;   il  viendra 

(2)  o=6p+x,|x        (ou  6p+(J.,x=  o). 

Troisième  sorte  :  (3 -h  X  ^>  m,  fi  -+-  ix  >>  m .  —  La  relation  (o) 
se  réduit  à  une  identité,  tous  lr^  a  qui  y  figurent  étant  nuls. 

.V|"  Reprenons  la  matrice  inconnue  B  =  (6ap)  des  h.  Nom- 
mons-y transversale  j  la  file  d'éléments,  tels  que  a -h  p  =  y".  Les 
transversales  sont  perpendiculaires  à  la  diagonale  principale  et  se 
répartissent  en  deux  catégories  : 

Première  catégorie  :  j<m-\-i.  —  La  transversale  a,  avec 
la  première  colonne  de  B,  un  élément  6/_i  1  commun. 

Deuxième  catégorie  :  j  >  m  -+- 1 .  —  La  transversale  n'a  pas 
d'élémeni  commun  avec  la  première  colonne  de  \\.  Si  on   pose 
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/  =  m  -+-  I  -+-  /<,  la  transversale  y  a,  avec  la  dernière  ligne  de  B, 
l'élément  bmj/l+i  commun. 

On  voit  que  les  relations  (i)  et  (2)  du  33°  n'ont  lieu  qu'entre 
éléments  d'une  même  transversale. 

35°  Supposons  d'abord  que  la  transversale  considérée  est  de  la 
première  catégorie.  Je  dis  que  tous  les  éléments  de  la  trans- 
versale sont  égaux. 

Sur  la  transversale,  les  divers  éléments  6x/_x  =  6/_xx  sont 
définis  par  les  valeurs  X  =  1 ,  2,  . . . ,  y  —  1  de  l'indice  \. 

Prenons  à  volonté  deux  éléments  6p+x,|x  et  6p+(Jl)x,  avec  X  et  f* 
choisis  à  volonté.  Pour  qu'on  ait  la  relation  (1)  du  33" 

6p+X,(x=  &3+|i,X        ou        fy-[i,[i=&/-X,X        (/  =  *-*-{*  -+-?)> 
il  suffit  de  montrer  (33°)  que 

(3  -+-  X  S  m ,  (3  4-  fJi  |j  m  (y  —  [x'£  m,  j  —  X  1  m  ) . 

Comme  la  transversale  est  de  la  première  catégorie,  on  ay'^m  -+-  1 , 
y  =  m  -f-  1  —  h,  /i  non  négatif. 
Alors 

m  +  i-À-À^m,  m  -+- 1  —  h —  (ji  S  m         (X  1 1  —  /i,  {i^i  —  A), 

ce  qui  a  toujours  lieu. 

On  a  donc,  sur  une  transversale  de  première  catégorie, 

6y_X,X=Ky. 

36°  Prenons  une  transversale  de  deuxième  catégorie, y  >  m  -f- 1 , 
ynm  +  i+À,  /i  positif. 

Les  éléments  bj_^^  =  b^j_^  de  la  transversale  sont  fournis  par 
les  valeurs  [j.  =  h  -+-  1 ,  /t  +  2,  . . .,  m  ou  pi>  A  H-  1 . 

Choisissons  à  volonté  l'élément  sur  la  transversale,  c'est-à-dire 
l'indice  jju  Pour  obtenir  la  relation  (2)  du  33° 

o  =  &p+x,|i,=  &/-|A,fi         (y  =X-+-  jx-f-  P), 
il  suffit  d'avoir  deux  conditions  satisfaites  : 

(I)  (3  -t-  X  =  y  —  n^m         ou         »n-t-  I  -H  h  —  \i^m         \l^l\  -\-  h, 
ce  qui  a  effectivement  lieu; 

(II)  {3  -+-  |jl  >  m,        y  —  X  >  m,         m  -+- 1  -1-  /<  —  X  >  m,         X  <  1 -H  A. 
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Or 

X  =  j  —  p  —  |x  =  m  •+- 1  ■+■  À  —  3  —  fi 
el 

m-\- i-f- h  —  (3  —  \i  <  i  -+-  h ,        3  >  /h  —  \i. 

Comme  on  dispose  de  l'entier  B,  on  peul  satisfaire  à  celle  der- 
nière inégalilé. 
Donc  : 

Sur  une  transversale  de  deuxième  catégorie,  les  éléments 
sont  tous  égaux  à  zéro. 

3^"   La  nature  de  la  matrice  m-aire  I3  =  (&ap)  est  maintenant 
connue.  On  a 

k,=  6y_pfp         pour        j  i  m-+-i, 
o  =  &/_{},p  pour         j  >  m  -f-  i. 

Alors  la  quadratique 

//«-M  =2  6apa?«arp 

«P 
est 

/=m+l       P=/  — 1 

c'est-à-dire  (25°) 

fm+i  =  K2y"j  -H. .  •■+•  K„,/,n  -+-  K,,,-^!  i^, 
[$  =  »» 

4*  =  2  *p*»+l-p       et       /'  =  °- 

p-1 

l'osons  (5°)  x  =  C[x],  .ra  =  x«(a  —  i,  a, 01), 

—  "v 

a. 

Le  groupe  /n-aire  (C)  oe  change  pas.  On  a  (5°) 

/«,+■(£)     /„,.,■■>■•    ^'••,./'a<^)-  k//i+,  «j,(ï)-»-V /a(#)|  K«-+-e«|, 

a  a 

Or  il  <>st    licite  de  choisir  !<■>  ra  de  façon  que  caH-Ka=o.   Le 
groupe  '  Ç)  esl  semblable  à  (Ç). 
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On  peut  donc,  à  la  similitude  près,  faire  simplement 

Jm+i  =  «*/»-+-i  y. 

38°  Si  Km+,  ^é  o,  on  peut  supposer  Km+l  =  1  et# 

Jtn+l  —  x\  x m  "+"  ^2  #/»-  I  "+"•••  j 

Le  groupe  (Ç)  est,  comme  (e),  de  rang  maximum. 
Si  Kw+,  =  o,  il  vient/,„+,  =  o. 
3o,0  Toute  la  discussion  se  résume  dans  une  proposition  unique  : 

Le  croupe  de  rang  maximum  et  d'ordre  m  ne  fournit,  par 
prolongement  et  à  la  similitude  près,  que  deux  groupes 
(m  -+- 1  )-aires  : 

le  groupe  de  rang  maximum  ; 

le  groupe  dont  la  matrice  s'obtient  en  ajoutant,  à  la  matrice 

du  groupe  m-aire,  une  (m  -+-  1  )'''me  ligne  et  une  (m  -+- 1  )lème 

colonne,  composées  de  zéros. 


LE  CALCUL  DES  VARIATIONS  ET  CERTAINES  FAMILLES  DE  COURBES; 
Par  M.   E.   Cahtajn. 

Considérons  dans   l'espace   à   n  -+-  <   dimensions   une  lamille  de 
courbes  dépendant  de  /'  >>  n  constantes  arbitraires 

Ci,     c2,      . . . ,     c,- 

et  telles  que  par  chaque  point  de  L'espace  il  en  p;isse  une  infinité. 
Les  conditions  qui  expriment  (pie  la  courbe  de  paramètres 

(Ci,  c2,  . . .,  cr) 

coupe  la  courbe  infiniment  voisine  de  paramètres 
(c!  -+-  dc\,  Cj-t-  dc2,  ■ . .,  cr-+-  </<-,.) 
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sont  fournies  par  un  système  d'équations 
(i)  QiL(ci,ci,.,.,cr;dcl,dci1...,dcr)  =  o        (fi  =  i,a,  ...) 

homogènes  en*dc,,  dc2,  .  •-,  dcr. 

M.  Engel,  dans  un  travail  important  paru  assez  récemment  (') 
et  qui,  depuis,  a  donné  naissance  à  un  certain  nombre  d'autres 
travaux  de  mathématiciens  allemands  (-),  a  eu  l'idée  de  considérer 
les  familles  de  courbes  pour  lesquelles  l'une  des  équations  (i)  est 
linéaire,  ou  quadratique,  etc.,  en  dcl,  ...,  dcr. 

Les  plus  intéressantes  de  ces  familles  de  courbes  sont  celles 
pour  lesquelles  l'une  des  équations  (i)  est  linéaire  en  de,,  ..., 
dcr\  nous  donnerons,  dans  ce  qui  va  suivie,  à  une  telle  famille  le 
nom  de  famille  de  courbes  de  M.  Etlgel. 

M.  Engel  a  montré  que  si  une  famille  de  courbes  est  définie  par 
ses  équations  différentielles,  on  peut  toujours  reconnaître  sans 
intégration  si  elle  jouit  de  la  propriété  indiquée.  11  a  montré  qu'il 
en  était  ainsi  pour  les  courbes  caractéristiques  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  quelconque  et  a  démontré  la 
réciproque  dans  le  cas  île  l'espace  à  trois  dimensions.  Enfin,  dans 
une  Note  toute  récente  (2)  il  a  montré  que  la  recherche  de  l'extre- 
raura  d'une  intégrale  définie 


=  !  <a(x,  y,  y\  ...,  y^l))dx 


conduit  à  des  familles  de  courbes  (dans  l'espace  défini  par  les 
coordonnées  x,  y,  y' ,  . . .,  y^"~{\  s)  jouissant  de  la  propriété  con- 
sidérée. 

En  réalité,  il  y  a  des  relations  très  étroites  entre  les  familles  de 
courbes  de  M.  Engel  et  les  familles  de  courbes  (cxtrémales) 
auxquelles  conduit  le  problème  général  du  Calcul  des  variations, 
et   aussi  avec   les  caractéristiques  des  équations  (et  des  systèmes 

(  '  )  Eine  neue  Méthode  in  der  Fnvariantentheorie  dcr  Dij/erentiafgleic/tungen, 

Lcip/..,  ISer.,   igo5,  |>.   l6l 

( -)  Citons  en  particulier  \\  i  i;\>  R,  l'eber  Système  von  drei  P/a/fschen  Gleick- 
ungen  im  Raume  von  /Un/  IHmensioncn,  {Inaugural  Dissertation,  Leipzig, 
Tenbner,  1908)  et  Haussleitbr,  /.ur  Théorie  der  P/affschen  Système  [Inau- 
gural-Dissertation, Berlin,  Trenkel,  1909). 

(3)  Ueber  Kurvenschaaren  die  ~u  einem  Differentialausdrucke  kovariant 
sinil  1  Jahresb.  dcr  Deutschen  Math.  Verein.,  t.  \l\.  1910,  p.  112-1  10). 
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d'équations  en  involution)  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  montrer  brièvement 
l'importance  de  ces  relations;  ou  verra,  en  particulier,  que  toute 
famille  d'extrémales  du  problème  général  (problème  de  Mayer) 
du  Calcul  des  variations  est  une  famille  de  M.  Engel,  et  que  réci- 
proquement toute  famille  de  M.  Engel  est  formée  d'extrémales 
d'un  problème  déterminé  du  Calcul  des  variations. 

J'en  déduis  une  méthode,  toute  différente  de  celle  de  M.  Engel, 
pour  reconnaître  si  une  famille  de  courbes  définie  par  ses  équa- 
tions différentielles  est  une  famille  de  M.  Engel.  Enfin  j'indique 
comment  on  peut  former,  sous  forme  finie,  les  équations  de  toutes 
les  familles  de  courbes  de  M.  Engel,  de  manière  à  mettre  en 
évidence  les  relations  qui  existent  entre  cette  théorie  et  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

1. 

Désignons  par  x, yK , y2,  .  •  -,JK«  ^es  coordonnées  d'un  point  dans 
l'espace  à  n  -h  i  dimensions  et  considérons  dans  cet  espace  une 
famille  de  courbes  (C)  dépendant  de  /•  paramètres  c(,  c2,  •  •  -,  cr  et 
définies  par  les  équations 

(2)  yi  =  fi(x;  cu  c2,  ...,  cr)         (i  =  1,  2,  ...,  n). 

Si  l'on  considère  sur  la  courbe  (c(  -+-  de,,  . ..,  Cr-\-  dcr)  le  point 
(x  -+-  dx,y{  -+-  dyt,  .  .  .,jk«  -+-  dy„),  on  a  manifestement 

)  f  )  f  • 

dyi  —  y'i  dx=  ■—•  dc\  -+-. . .  +  — ■  dcr        (  i  =  1 ,  2,  ...,«) 

en  désignant  par  (y\,  ...,y'u)  les  coefficients  angulaires  de  la  tan- 
gente à  la  courbe  (C). 

Si  les  deux  courbes  infiniment  voisines  ont  un  point  commun, 
d'abscisse  x,  on  a  évidemment  les  n  relations 

-^-  dc\  ■+■ . .  .-t-  -r~  dcr  =0        (i  =  1,  a,  . . . ,  n). 
dcx  dcr 

La  famille  considérée  sera  une  famille  de  M.  Engel  si  l'on  peut 
trouver  n  coefficients 

pi(r;  cu  .  .  .,  er),      s,(  ./■  ;  r,,  .  .  . ,  cr  ),      P»'(*î  «i»  •  •  •>  <>)> 
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tels  qu'on  ait  identiquement 

=  Gi(ci,  . . .,  cr)  dc\  -t-, . .-t-  C,.  dcr, 

les  C  ne  dépendant  pas  de  x. 

Autrement  dit,  pour  qu' Une  famille  de  courbes  (C)  soit  une 
famille  de  M.  En  gel,  il  faut  et  il  suffit  que  les  équations  (2) 
et  celles  qu'on  en  déduit  en  les  différentiant  totalement 
entraînent  une  identité  de  la  forme 

(3)  ?\(dyx—y\dx)  -h... h-  pn(dyn  —  y'ndx)  =  G,(c)  dcx  +...-)-  Cr(c)dcr. 

De  ce  qui  précède  résulte  que,  si  la  famille  de  courbes  (C)  est 
une  famille  de  M.  Engel,  en  chaque  point  M  (d'abscisse  x)  d'une 
courbe  (C)  on  peut  trouver  n  coefficients  p,,  p2,  ...,  p«  non  tous 
nuls  tels  que  le  vecteur  MM'  obtenu  en  joignant  Je  point  M  à  un 
point  infiniment  voisin  quelconque  M'  d'une  courbe  (C)  rencon- 
trant (C),  satisfasse  à  la  relation 

(4)  pl(dy1  — y\dx) -+-... -h  pn(dfn  —  yndx)  =  o. 

Autrement  dit,  le  lieu  des  courbes  de  la  famille  qui  coupent  la 
courbe  (C)  est,  en  chaque  point  M  de  (C),  tangent  à  une  mul- 
tiplicité /dane  bien  déterminée  quand  on  se  donne  (C)  et  M. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  d'ailleurs  vraie;  car 
tout  choix  de  coefficients  p,  fonctions  de  je,  ct ,  . . .,  cr,  donne  lieu 
à  une  identité  de  la  forme 

Pi<  dy\  -  y\  dx)-h..  .H-  pn(d}'n— y'n dx) 

=  Ci(x;  c)  dcx  -H.  .  .4-  C,.(x;  c)  dcr, 

et  si  Le  premier  membre  de  celle  identité  s'annule  quel  que  soit  x, 
sous  la  seule  condition  que  les  deux  courbes  (c)  et  (c -\- de)  se 
coupent,  le  second  membre  s'annulera  aussi  dans  les  mêmes  condi- 
tions. Par  suite,  deux  courbes  infiniment  voisines  qui  se  coupent 
satisfont  à  une  relation  de  la  forme 

Ci (.',,;  c  )  dey  ■+-...•+-  Gr(r0;  c)  dc,.=  o, 
où  l'on  a  donné  à  ./,,  une  valeur  numérique  fixe. 
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On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  la  conséquence  importante 
suivante  : 

Les  tangentes  en  un  point  M  à  celles  des  courbes  d'une 
famille  de  M.  Engel  qui  passent  par  le  pointM.  ne  remplissent 
pas  tout  /'espace. 

Sinon,  en  effet,  les  courbes  de  la  famille  qui  coupent  une 
courbe  particulière  (C)  en  un  point  M'  suffisamment  voisin 
d'un  point  donné  M  de  (G)  traverseraient  le  plan  X  =  x 
(où  x  désigne  l'abscisse  de  M)  en  tous  les  points  voisins 
de  M,  ce  qui  rendrait  impossible  l'existence  d'une  identité  telle 
que  (4). 

D'après  cela,  le  lieu  des  tangentes  en  un  point  M  aux.  différentes 
courbes  (C)  d'une  famille  de  M.  Engel  est  une  certaine  multi- 
plicité conique,  définie  par  une  ou  plusieurs  équations  de  la  forme 
suivante  : 

j  g\(y\,  ■••,y',r,yi,  ..-,,r», a?)  =  o 

(5)  J   (P<n). 

\  gpiy'i,  ••-,y'n\yu  ■  •■,yn,x)  =  ° 

Ces  équations  (5)  peuvent  être  regardées  comme  définissant  un 
système  de  Monge ;  toutes  les  courbes  de  la  famille  satisfont  à  ce 
système  de  Monge.  Nous  dirons  que  la  famille  de  M.  Engel  cor- 
respond au  système  de  Monge  (5). 

Si,  parmi  les  courbes  d'une  famille  de  M.  Engel,  on  choisit  des 
courbes  dépendant  de  /•' <<  r  paramètres,  telles  qu'il  en  passe  une 
infinité  par  chaque  point  de  l'espace,  on  obtient  évidemment  une 
nouvelle  famille  de  M.  Engel,  que  nous  appellerons  une  sous- 
famille  de  la  première.  Pour  que  cette  sous-famille  corresponde 
au  même  système  de  Monge,  il  faut  évidemment  que  toute  courbe  (C) 
de  la  première  famille  soit  tangente  en  chacun  de  ses  points  à  une 
infinité  d'autres  courbes  de  la  famille.  Réciproquement,  s'il  en  est 
ainsi,  la  famille  de  M.  Engel  admet  des  sous-familles  correspondant 
au  même  système  de  Monge. 

Nous  verrons  plus  loin  comment  on  peut  déterminer  toutes  les 
familles  de  M.  Engel  correspondant  à  un  système  de  Monge 
donné. 

xxxix.  3 
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II. 


Dans  le  Calcul  des  variations  on  a  été  amené  à  se  proposer 
le  problème  général  suivant,  connu  sous  le  nom  de  problème  de 
Mayer  (  '  )  : 

On  considère  toutes  les  courbes  satisfaisant  à  un  système  de 
Monge  donné  (5),  passant  par  un  point  donné  A  de  coor- 
données (x°,  y%  .■■,y°n)  et  rencontrant  une  droite  donner 
parallèle  à  l'axe  des  y„  (de  coordonnées  xK ,  y\,  ...,  y„-,)', 
trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  coordonnée  y„  de 
ce  point  de  rencontre. 

Les  courbes  qui  réalisent  ce  maximum  ou  ce  minimum  (au 
moins  en  tant  qu'on  ne  considère  que  les  conditions  du  premier 
ordre)  sont  appelées  les  extrémales  du  problème  de  Maver.  On 
démontre  que,  si  une  extrémale(r)  réalise  l'extremum  de  yn  quand 
on  se  donne  un  de  ses  points  A  et  une  droite  (A)  parallèle  à  l'axe 
des^rt  et  coupant  (F),  elle  le  réalise  (en  général)  encore  quand  on 
se  donne  un  autre  quelconque  de  ses  points  A'  et  une  autre  droite 
quelconque  (A'). 

Je  vais  d'abord  démontrer  la  propriété  suivante  : 

Toute  famille  d'exlrémales  d'un  problème  de  Mayer,  dans 
le  cas  où  elle  ne  dépend  que  de  constantes  arbitraires,  constitue 
une  famille  de  M.  Engel. 

Nous  supposons,  bien  entendu,  que  par  chaque  point  de  l'espace 

il  passe  une  infinité  d'extrémales  de  la  famille  considérée. 

Soient 

yt=*ft(x ;  ci ,  ....  er  )        (»  =  i,  a,  . . .,  n) 

les  équations  des  extrémales  île  la  famille  considérée.  Prenons  une 
d'entre   elles  (T)  et  sur   cette   courbe  deux  points  quelconques 

k(x»,y{],  .  ..,y„)e\  M  <  / .  i  ,.  r: yR).  Toute  ex  trémale  passanl 

par  A  ci  infiniment  voisine  de  (T)  satisfait  aux  équations 

>/) , —  r,  </./■    -  -=—(/(•,  •-)-. .  .-h  -^—dcr        U  =  i,  2,  . . .,  n), 

de,  oc,. 


(')    Voir  J.  Hadam.uu>,  Leçons  sur  le  Calcul  des  variations,  t.  1.  p.  ja3;  Parts, 

Mil  lu. iiiii,     > 
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en  supposant  que  cette  extrémale  contienne  le  point  M' 

(x  +  dx,yi-h{fyi,  ...,yn-hdyn) 

infiniment  voisin  de  M.  Or,  par  hypothèse,  si  l'on  choisit  dc{ ,  . , ., 
dcr  de  manière  qu'on  ait 

dx  =  dyx  =  •  •  •  =  dy,,-i  =  o, 

on  a  aussi  dyn=o.  Donc,  pour  toute  courbe  delà  famille  infi- 
niment voisine  de  (T),  la  relation 

-^—  dCi  -+- .  ■  .  -+-  -r—  "cr  =  ° 
OCi  ocr 

est  une  conséquence  des  relations 

-f- de  { -{-...-+■  -f-dcr=  o        (e=  i,  a.  ...,  n  —  i), 

et  cela  quel  que  soit  x.  Donc  enfin,  si  l'on  donne  à  x  une  valeur 
numérique  fixe,  toute  courbe  infiniment  voisine  de  (T)  et  cou- 
pant (T)  satisfait  à  une  relation  de  la  forme 

Cl(c)dcl-i-  C2(c)  c/c2-f-. .  .-H  C,.(c)  cfa,.  =  o. 
La  réciproque  est  vraie  : 

Toute  famille  de  M.  Engel,  correspondant  à  un  système 
de  Monge  donné,  peut  être  regardée  comme  formée  par  des 
extrémales  du  problème  de  Mayer  relatif  au  même  système  de 
Monge. 

Considérons  une  quelconque  (C)  des  courbes  de  la  famille 
donnée.  Prenons  sur  cette  courbe  un  point  fixe  A  et  considérons 
une  famille  quelconque  de  courbes  (G)  passant  par  A,  ces  courbes 
satisfaisant  au  système  de  Monge  (5)  (sans  appartenir  nécessaire- 
ment à  la  famille  de  M.  Engel),  et  dépendant  d'un  paramètre  a; 
la  courbe  (C)  elle-même  sera  supposée  faire  partie  de  ces  courbes 
variables  (S)  et  correspondre  à  la  valeur  o  du  paramètre  a.  Par 
chaque  point  M  d'une  courbe  (G)  il  passe  au  moins  une  courbe  (C) 
qui  lui  est  tangente;  nous  pouvons  par  suite  faire  correspondre, 
au  moins  d'une  manière,  à  chaque  point  de  la  courbe  (S)  un 
système  de  valeurs  des  paramètres  (c, ,  c2,  .  . . ,  cr).  On  a  ainsi  défini 
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des  fonctions  y, ,  y2,  .  . .,  yn,  c,,  c2,  •  • .,  cr  de  x  et  de  a,  et  l'on  a, 
quels  que  soient  x  et  a,  l'identité  (3) 

?i  (dyi  —  y\  dx)-i-...-hpn(dyn  —  y'n  dx)  =  C|(c)  dci  -+-. .  .-+■  Cr(c)  dcr. 

Désignons  par  u>  la  valeur  commune  des  deux  membres  de  celte 
identité  et  employons  deux  symboles  de  diflerentiation,  l'un  d 
correspondant  à  a  =  consl.,  l'autre  8  correspondant  à  x  =  const. 
On  a,  comme  on  sait, 

dbfi  —  oio''  =  >   (  - — ■ —!■  )  (  dci  Se*  —  de  h  oc,-  ). 

Au  \  da        ôck  } 

Faisons  dans  celte  égalité  a  =  o  ;  alors  on  a 

dci  =  o        (t  =  i,  2,  . . . ,  r), 

puisque,   pour  a  =  o,  la  courbe  (G)  se  réduit  à  la  courbe  (C)  de 
paramètres  constants.  Donc,  pour  ot=  o, 

doyà —  oio't  =:  o. 

Or  iùd  est   nul   pour   chaque   valeur  de  a,   puisque,   quand  on  se 

déplace  sur  une  courbe  (3),  y't,  y'.,,  ...,  y'n  sont  les   paramètres 

directeurs  de  la  tangente  à  celte  courbe.  On  a  donc  finalement, 

pour  a  =  o, 

rftoS  =  o  ; 

comme  enfin  au  point  A,  (oe  est  nul,  puisque 

ox  =  ô>,  =  . .  .  =  ôY„  =  o, 

on     voit    que     <o°     est    constamment     nul     loul     le    long    de    la 
courbe  (C). 

Si  alors  p/t  est  par  exemple  différent  de  zéro  en  un  point  arbi- 
traire M  de  (C),  et  si  l'on  eboisit  les  courbes  (G)  de  manière  que 
le  point  de  (©)  qui  a  même  abscisse  que  M  ait  aussi  mêmes  coor- 
données yif  y-,,  ...,  y„_{,  on  voit  que,  pour  ces  courbes  (G), 
on  a 

tyn  =  o  : 

(C)  est  donc  une  extrémale  du  problème  île  Mayer  relatif  au  sys- 
tème de  Monge  (.">). 

Les    ilni\    théorèmes    précédents    ramènent     la     recherche    des 
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familles  de  M.  Engel  correspondant,  à  un  système  de  Monge 
donné  (5)  à  la  résolution  d'tin  problème  du  Calcul  des  variations. 
On  déterminera  les  extrémales  du  problème  de  Mayer  relatif  au 
système  de  Monge  (5).  Si  les  équations  différentielles  de  ces 
extrémales  entraînent  d'autres  équations  de  Monge  que  les  équa- 
tions (5),  le  problème  est  impossible.  Sinon,  toute  famille  formée 
d'extrémales  et  telle  que  les  courbes  de  cette  famille  ne  satisfassent 
à  aucune  équation  de  Monge  autre  que  les  équations  (5)  sera  une 
famille  de  M.  Engel  correspondant  au  système  (5). 

111. 

On  peut  aussi  trouver  directement  les  familles  de  M.  Engel 
correspondant  à  un  système  de  Monge  donné;  nous  retrouverons 
ainsi  les  équations  différentielles  des  extrémales  du  problème  de 
Mayer. 

Rappelons  d'abord  le  tbéorème  suivant  : 

Si  l'on  considère  une  expression  de  Pfaff 
(6)  a>  =  X|  dxx  -+-  X2  dx2  4-. .  .-h  X,„  dx/n, 


où  les  X  sont  des  fonctions  données  des  m  variables  indépen- 
dantes x{,  x2,  •••■>  Xm,  les  équations  aux  différentielles 
totales 

(7)  2(ê7-S)^=°      (''  =  '>2>--->™>< 

auxquelles  on  adjoint  l'équation  to  =  o,  forment  un  système 
complètement  intégrable;  si  de  plus  w,,  u2,  •••,  Uh  constituent 
un  système  d'intégrales  premières  indépendantes  de  ce  sys- 
tème (7),  l'expression  to  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(8)  w  =  Ut  diii-h  U2  du2-h. .  .+  U/j  du/i, 

où  les  U  sont  certaines  fonctions  de  u(,  u2,  ...,  u^. 

Si  l'on  forme  le  covariant  bilinéaire  ci)'  de  l'expression  0),  et  si 
on  l'exprime  en  fonction  bilinéaire  de  m  expressions 
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linéairement  indépendantes  en  dxK ,  ....  dxm,  soit 

1,2,..., m 
«,* 

les  équations  du  système  (7)  peuvent  encore  s'écrire 

Si  l'on  exprimait  0/  au  moyen  de  u.  >•  m  expressions 
w,,     u>2,      .  .  .,     o)^ 
liées  elles-mêmes  par  jji  —  m  relations  linéaires 

Cn  I0j-+-C12  Wj-H.  .  .H-  C,^  10^=0, 

C11  W|+C2!  Wj -(-...+  CÎ(X  (0(1,=  O, 


les  équations  du  système  (7),  en  supposant  encore 

1,2 jA 


u>'=    ^   «;*<*>/<**, 
seraient 

(7)  '    

7j  "|i*  {,,a  ■=  'tCi^-f-  /2cSiJiH-. .  .-+-  /jji-mCjj.-,,,^  ; 

dans  ces  formules  on   a   désigné  par  /, ,  /2,  ...,  /^^  des  expres- 
sions de  PfafF  indéterminées  auxiliaires. 

Pour  qu'une  expression  de  Pfaff  kù  puisse  se  mettre  sous  la 
forme  (S)  où  u, ,  . . . ,  uh  sont  h  fonctions  données  des  x  ;  U, ,  . . ., 
Ua  des  fonctions  quelconques  des  u,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
système  (7)  soit  une  conséquence  des  équations 

dut  =  du,  —  ...:-  du,,  =  o. 
Cela  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède. 
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Cela  étant,  considérons  une  famille  de  courbes  de  M.  Engel  et 
partons  de  l'identité  (3), 

(  3  )     pi(dyt  —  y\  dx) -+-...-P  pn  ( dyn  —  y'n  dx)  =  C,  (c)  dcx  +...-(-  G,.(c)  rfcr. 

Nous  supposons  que  la  famille  considérée  corresponde  à  un  sys- 
tème de  Monge  donné 

i  gi(y\,  ■■•,y'n>yi>  ••-,yn,x)  =  o, 

(5)  J  , 

f  gpiy'ù  ■•■,y'n,yi,  •  ■•,ya,#)  =  o; 

nous  supposerons  les  équations  de  ce  système  résolubles  par  rap- 
port à/,,  ...,/p. 

Dans  l'identité  (3)  les  variables  indépendantes  sont 

x ,     C\ ,  c%,     .  .  . ,     cr  ; 

mais  on  peut  évidemment  leur  substituer  les  variables  x,  yK,  . . ., 
y*\  y'P+\i  ■'■■>  y'ui  et  en  outre  r—2n-+-p  des  c,  soit  c(,  ..., 
Cr-2/i+p-  Pour  que  l'identité  (3)  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit 
qu'en  tenant  compte  des  équations 

dc\  =  dc-i  =  . . .  =  dcr  =  o, 
le  système  (7)  relatif  à  l'expression 

u>  =  ?\(dyi  —  y\  dx)  -1-.  . .-+-  pa(dyu  —  y'n  dx) 

soit  identiquement  vérifié;  autrement  dit,  que  ce  système  (7)  soit 
une  conséquence  des  équations  différentielles  des  courbes  (C). 
Or  écrivons  ses  équations  sous  la  forme  (7'),  où  10,,  co2,  ...,  co^ 
sont  respectivement 

dx,     dyu     ...,     dyn;     dy't,     ...,     dy'n;     dcx,     ...,     dcr-în+p- 
Ces  r  -\- p  -f-  1  expressions  sont  liées  par  les  p  relations 

df\  ày'„    J         àyi    •/t  dyn    J  dx 

<*y\  dyn  0yt    J1  dy„    Jn        dx 
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On  a  d'autre  pari 
u>'=  dpiidyi—y'y  dx) -*-...-+-  dpn{dyn—  y'ndx)-¥-  pi  rf*rf^i-l-...+  p«  <tea>n- 
Le  système  (7')  contiendra  d'abord  les  équations 
doi'  du'  _ 

à  dCi  d  dCr-tn+p 

qui  seront  des  conséquences  des  équations 

dY\  —  y[dx  =  ...=  dvn  —  y'n  dx  =  o  ; 

puis  il  restera,  en  tenant  compte  des  équations  précédentes  et  des 
équations  dci  =  o, 

0\   dX  =  l\   -r—r   -T-.  .  .-+-  Ip-, — r» 
<*7 1  ■  4/l 


^Ti                       àyi 

d?n=  h  -3 h... -H  tp-r — j 

■+-  p,  dy\  +...-+-  p„  d/„  =  -  U,  -^r  +  - 

y,  rfp.-t-.-.+j; 

On  voit  d'abord  que  la  dernière  de  ces  équations  est  une  consé- 
quence des  précédentes  [et  des  équations  (5)].  Quant  aux  autres, 
elles  peuvent  s'écrire,  en  remplaçant  /,-  par  lidx, 

,  tel       ,  àgt  dgp       d   I    àgx  dgi  àgp\_ 

àyi  dyt  dyt       dx  \     0y,-  dyt  "  ôy ■,-  / 

(i=  i,  2,  ...,  n). 

Donc,  pour  que  la  famille  de  courbes  considérée,  satisfaisant 
aux  équations  de  Monge  (5),  soit  une  famille  de  M.  Engel,  il 
faut  et  il  suffit  qu'elle  satisfasse  aux  équations  différen- 
tielles (10)  dans  lesquelles  /,,  /a lp  désignent  des  fonctions 

inconnues  auxiliaires  de  x. 

On  reconnaît  les  équations  des  extrémales  du  problème  de  Mayer 
relatif  au  système  de  Monge  (5). 

Si  le  problème  de  Mayer  est  ordinaire,  c'est-à-dire  si  le  déter- 


M  — 


minant 


(ii) 


o 

agi 

dy\ 

ày1,, 

o 

àgP 

dy\ 

àgp 

àgp 

ày\ 

à\f 

ày\  dy'n 

àgp 

ày'n 

à\f 

ày'n  dy'x 

à\f 

ày',1 

(f=ligi 


l,>g,>"> 


àg\ 

ày[ 

àgx 

ày'n 

n'est  pas  identiquement  nul  [en  tenant  compte  des  équations  (5)], 
les  équations  différentielles  (5)  et  (10)  admettent  une  solution  et 
une  seule  telle  que  pour  x  =  x°,  les  fonctions  y\,y*,  •••>  y  ni 
y'p+i,  •••,  y'n,  li-,  •••■>  lp  prennent  des  valeurs  données.  Comme 
d'autre  part  les  rapports  mutuels  des  /  interviennent  seuls,  on 
voit  que  les  équations  (5)  et  (10)  définissent  une  famille  de 
courbes  dépendant  en  général  de  in  —  1  constantes  arbitraires. 
On  aura  la  famille  de  M.  Engel  la  plus  générale  correspondant  au 
système  de  Monge  (5)  en  prenant  pour  les  valeurs  initiales 
de  h^p  —  1  des  rapports  mutuels  des  /  des  fonctions  arbitraires 
des  valeurs  initiales  des  autres  quantités. 

Il  peut  se  faire  que,  avec  l'iiypolhèse  précédente,  les  courbes 
définies  par  les  équa  lions  (5)  et  (10)  dépendent  demoinsdea/i  —  1 
constantes  arbitraires.  Par  exemple,  si  l'on  prend  rc  =  3,  p  =  2, 
et  si  l'on  suppose  que  les  équations  gt  =  g2=  o  ne  contiennent 
que  y'{ ,  y'2,  y'3,  on  obtient  une  famille  de  courbes  ne  dépendant 
que  de  quatre  paramètres  (ce  sont  des  droites). 

Il  peut  arriver  que  les  équations  (5)  et  (10)  soient  incompa- 
tibles; il  en  est  ainsi  par  exemple  si  p  ■=  1 ,  n  =  2,  et  si  l'équation 
g{  =  o  est  linéaire  par  rapport  à  y\,  y'2,  sans  que  l'équation 

soit  complètement  intégrable. 

Il  peut  arriver  aussi  que  les  équations  (5)  et  (10),  sans  être 
incompatibles,  entraînent  comme  conséquence  de  nouvelles  équa- 
tions de  Monge  distinctes  des  équations  données  (5).  C'est  par 


—  42  — 
exemple   ce   qui    se   passe  si   l'on  prend,  pour  n  =  4,  deux  équa- 
tions de  Monge  linéaires  enj',,  •  ••,.>'«  :  ''  résulte  alors  des  équa- 
tions   (5)  et  (io)  une   troisième    équation    de   Monge  également 
linéaire  en  y'if  .  ..,y'n. 

Enfin  il  peut  arriver  que  les  équations  (5)  et  (io),  sans  être 
incompatibles  et  sans  entraîner  de  nouvelles  équations  de  Monge, 
admettent  des  solutions  dépendant  de  fonctions  arbitraires. 
C'est  ce  qui  a  lieu  par  exemple  si,  pour  n  quelconque,  on  prend 
p  =  i  avec 

"A'i  =  .v'i  =o. 

Le  système  (10)  se  réduit  alors  à 

dh  _ 
dx 
et  l'on  obtient  les  courbes 

7i  =  c,,        yt  =  ft(x),         ...,        y,i  =  fn{x), 

où  f2(x),  . . .,  f,i(x)  sont  des  fonctions  arbitraires  de  x. 

Le  cas  où  les  équations  (5)  sont  linéaires  par  rapport  aux  y'  a 
été  étudié,  pour  p  =?  n  —  i  ou  n  —  2,  par  M.  Haussleiter  ('); 
avant  lui  M.  Werner  (2)  avait  étudié  le  cas  particulier  de  3  équa- 
tions linéaires  («  =  4)  (3)  :  '1  y  a  alors  une  famille  de  M.  En  gel 
et  une  seule  dépendant  de  5  constantes  arbitraires  (au  lieu  de  7, 
comme  l'indiquerait  la  formule  générale). 

Dans  tous  les  cas,  lorsqu'on  a  la  solution  générale  du  système 
formé  des  équations  (5)  et  (10),  on  en  peut  déduire  sans  nouvelle 
intégration  toutes  les  familles  de  M.  Lngel  correspondant  au  sjs- 

(')  Zur  Théorie  der  P/aJ/'sc/ien  Système  {Inaugural-Dissertation,  Berlin. 
Trenkel,  1909  ). 

C)  Ueber  Système  von  drei  P/affschén  Gleickungen  im  /{au me  von /Un/ 
Dimenshnen  (inaugural-Dissertation,  Leipzig,  Teubner,  1908).  Dans  ce  travail 
l'auteur  cherche  en  outre  dans  quel  cas,  parmi  les  équations  (1)  qui  expriment 
que  deux  courbes  intinimcnt  voisines  «te  la  famille  se  coupent,  se  irouve,  outre 
une  relation  linéaire,  une  relation  quadratique;  dans  un  cas  particulier  impor- 
tant il  existe  trois  relations  quadratiques  :  pour  tous  les  système<  de  trois  équa- 
tions de  Pfaff  à  cinq  variables  où  cela  a  lieu,  la  forme  biquadratique  binaire 
covariante  est  identiquement  nulle  |  voir  K.  Cartan,  I.e  système  '/<■  P/aff  à  cinq 
variables,  etc.  (Ann.  /■>.  Norm  .   I    -eue,  1.  X.XVII,  1910,  i>.  i"»"")]. 

(s)  M  Hadamard,  dans  l'Ouvrage  précédemment  cité,  étudie  un  exemple  se 
rapportant  à  ce  cas-là  (t.  I,  p.    >j(i). 
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tème  de  Monge  (5).  On  peut  aussi,  d'après  ce  qui  précède,  recon- 
naître sans  intégration  si  une  famille  de  courbes  donnée  par  ses 
équations  différentielles  est  une  famille  de  M.  Engel  :  il  suffit  de 
former  toutes  les  équations  de  la  forme  (5),  qui  sont  des  consé- 
quences des  équations  différentielles  données  et  de  voir  si  les 
équations  (io)  qu'on  en  déduit  sont  encore  des  conséquences  de 
ces  mêmes  équalions  différentielles. 

L'équation  de  Pfaff  qui  est  vérifiée  par  deux  courbes  infiniment 
voisines  de  la  famille  qui  se  coupent  est,  dans  tous  les  cas, 

+  {udû^--^lpdi^){dyn~y,,idx)     =  °" 

IV. 

On  sait  la  relation  qui  existe  en  général  entre  le  problème 
général  du  Calcul  des  variations  et  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Si  le  déterminant  (n)  n'est 
pas  identiquement  nul  en  tenant  compte  des  équations  (5),  la 
surface  conique  ayant  pour  sommet  le  point  (x,yt,  . .  .,JK«)  et 
définie  par  les  équations  (5)  peut  être  regardée  comme  l'enveloppe 
du  plan 

Ytt—  yn==  pt  (  Yi  —  yt)  ■+-. .  .-4-  plt~\  (  Y„_,  —  yn-\  )  -+-  p(  X  —  a?>, 

où  les  quantités  pK ,  .  . .,  pB-t,  p  sont  reliées  à  x,  ylt  . .  . ,  yn  par 
une  relation  unique 

(i3)  F(/>,,  ...,pn-i,p,  x,yu  ...,y„-i,  yn)  =  °- 

Celte  équation  (i3)  définit  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre,  et  les  caractéristiques  de  celte  équation  se 
confondent  avec  les  extrémales  définies  par  les  équa- 
tions (io). 

Réciproquement,  étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles quelconque  du  premier  ordre,  où  yn  est  la  fonction  inconnue 
des  variables  x,  y{ ,  . . .,  yn-\  >  l'équation 

dyn  —  px  dy,  — .  .  ■  —  pn-i  dyn-x  —  pdx  =  o, 


_  u  — 
où  les   variables  sont  liées  par  la  relation  (i3),  est  équivalente  à 
une  équation  de  la  forme 

de —  b\  dat — ... —  ùn    ldan-l  =  o, 

où  a,,  . . .,  «„_,  ,  b,,  . . .,  b„_,,  c  sont  les  rj.n  —  i  paramètres  des 
multiplicités  caractéristiques.  Il  résulte  immédiatement  de  là  que 
les  courbes  caractéristiques  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
constituent  une  famille  de  M.  Engel. 

On  n'épuise  pas  ainsi  toutes  les  familles  de  courbes  de 
M.  Engel.  Pour  nous  en  rendre  compte,  nous  allons,  abandon- 
nant le  point  de  vue  précédent  où  le  système  de  Monge  (5)  a 
joué  un  rôle  prépondérant,  chercher  à  déterminer,  sans  aucun 
signe  d'intégration,  les  équations  finies  de  toutes  les  familles  de 
courbes  de  M.  Engel. 

Partons  pour  cela  de  l'identité  (3) 

Pi  dyx-»r  pj  dyt->r.  ..-+■  pndyn-+-  p  dx  =  G, (c)  dcx -+-... -+-  G,.(c)rfcr, 

que  nous  mettrons,  ce  qui  est  toujours  possible,  sous  la  forme 

(3')       p,  dyx  -K. .-+-  p„  dyn-+-  p  dxss  dcx  —  ct  dc3  — .  .  .—  cî5_2  dcis-x. 

Dans  celle  identité,  nous  pouvons  regarder  les  o  comme  des  fonc- 
tions de  x,  yy,  ...,y„  el  d'un  certain  nombre  d'autres  variables 
indépendantes  //(,  m2>  •••?  'es  c  seront  aussi  des  fonctions  bien 
déterminées  de  ces  mêmes  quantités,  mais  qui  resteront  constantes 
sur  loute  courbe  de  la  famille. 

Cela  étant,  si  nous  égalons  par  exemple  les  s  fonctions  Ci, 
^3i  •••>  c-is-\  à  des  constantes  arbitraires,  nous  obtiendrons  un 
système  d'équations  entre  x,  les  y  el  les  //.  L'élimination  des  u 
entre  c<'s  équations  nous  donnera  un  certain  nombre  /»  >>  o  d'équa- 
tions indépendantes  entre  x,  y,,  . . .,  y„,  ces  équations  contenant 
les  s  conslautes  arbitraires.  On  pourra  toujours  les  écrire  sous  la 

forme 

V,  ir,yu  .  .  .,yn;  a,,  ...,«/,)  =  bu 

...  '  V,(T,jr,,  ...,  yn;  « ah)  =  62, 

'    \'/J-r.  y ,y„,  a, a,,)  =  bk, 

où  Ton  B  posé  h  =  s  —  /. . 
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Si  les  a  et  les  b  sont  regardés  comme  des  constantes,  le  pre- 
mier membre  de  l'identité  (3')  est  identiquement  nul,  c'esl-à-dire 
qu'il  existe  entre  les  différentielles  de  x,  yh,  ...,yu  la  relation 

Pi  dyi  ■+■•  •  •-!-  p«  dyn  -+-  p  dx  =  o. 

Or  les  seules  relations  qui  existent  entre  ces  différentielles  pro- 
viennent de  la  différenliation  totale  des  équations  (i4)-  O*1  a  donc- 
dès  identités  de  la  forme 

Pi  =  Pi  -r1  4-  P,-j-i  H-...+  $k-r~> 
àyx  àyx  r    dyx 


(,5)  o   ^V,  ^Q   dV,    ,  _    dV,, 

_   dV,       n   dV2  .    dV* 

Les  relations  (3'),  (i4)  et  (i5)  entraînent  alors 

p,  rfô.-f-. . .+  \%kdbk-  [p^  +. ..-+-  ?a— 1  A»,--. . . 

es  ûfcj —  c,  rfca  — ...—  Cii-idczs-t. 

Il  résulte  de  là  que  les  rapports  mutuels  des  coefficients 
de  dbt,  ...,  dbk,  da{,  ...,  da-h  dans  le  premier  membre  restent 
constants  pour  toute  courbe  de  la  famille  de  M.  Engel. 

Autrement  dit,  à  chaque  courbe  de  la  famille  on  peut  faire 
correspondre  ir  constantes  a,  bt  a,  (3,  les  s  dernières  n'étant 
définies  que  par  leurs  rapports  mutuels,  et  telles  que  les  rela- 
tions (i4)  et  tes  relations  suivantes 


(16) 


a   à\i        Q   dV2  .    d\k 


àa/t  (ta/,  dan 


soient  vérifiées  par  tout  point  de  la  courbe 

Bien  entendu,  les  constantes  a  et  (3  ne  doivent  pas  être  toutes 
nulles. 
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Les  constantes  a,  b  et  les  rapports  mutuels  des  a  et  des  [3  ne 
sont  pas  autre  chose,  à  l'ordre  près,  que  les  constantes  c(,  c2,  .  • ., 

II  résulte  de  là  que  les  s  équations  (\,\)  et  (16)  sont  indépen- 
dantes par  rapport  à  x  et  aux  y,  sinon  il  y  aurait  une  relation 
nécessaire  entre  les  c,  ce  qui  n'est  pas. 

Deux  cas  sont  alors  à  distinguer  : 

I.  Si  s  est  égala  n,  les  équations  (14)  et  (16)  définissent  une 
famille  de  courbes,  qui  se  confond  manifestement  avec  la  famille 
de  courbes  de  M.  Engel  considérée.  Celte  famille  de  courbes 
dépend  ainsi  de  2/1 —  1  constantes  arbitraires. 

Réciproquement,  si  s  =  n,  les  équations  (i4)  et  (16)  définissent 
une  famille  de  courbes  de  AI.  Engel;  car  ces  équations  entraînent 
l'identité 

pi  dyx  -H. ..H-  p„  dyn  ■+■  p  dx  =  fi,  dbi-^-...-h  $A-db/<  —  0^  dax  — ... —  a/,  da^ 

où  les  p  sont  définie  par  les  formules  (i5). 

Il  est  facile  de  voir  (pie  les  équations  (i4)  définissent  l'inté- 
grale complète  (')  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  dont  les  combes  caractéristiques  sont  précisément  les 
courbes  de  la  famille.  Pour  démontrer  ce  théorème  en  toute 
rigueur,  considérons  l'équation  aux  différentielles  totales 

(  17  )  ?i  dy ,  -+-  p2  dyt  -4- .  .  .  -t-  p„  dyn  ■+■  p  dx  =  o, 

où  les  p  sont  donnés  par  les  formules  (i5)  et  où  les  a  et  les  £1  sont 
des  paramètres  arbitraires.  Si  nous  regardons,  dans  cette  équation 
aux  différentielles  totales,  v„  comme  une  fonction  de  x.  yt,  ..., 
yn-ii  elle  est  équivalente  aux  équations 

\l7  )     /'1  —  -y~  — — —»     Pi—- — = >      •••>     p  =  -5—  — —• 

tyt  ?n  "Vi  p„  r  ÔX  p„ 

L'élimination  des  a  et  «les  \i  entre  ces  n  équations  conduit  à 
une  relation  au  moins  entre  x,yt,  ...,  y„,p,pt,  ...,/>„_,.  Je 
dis  qu'il  □  \  en  a  pas  pins  d'une. 

Sinon,  en  eflfet,  les  rapports  mutuels  de  p,  p< a„  dépen- 


(•)  Vu  seos  généralisé  de  Lie. 
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draient  de  s — -2  combinaisons  au    plus  de  a,,  ...,  a/,,  j^,   •••, 

Pi 

—  •  Autrement  dit,   tou?  ces  rapports  satisferaient  à   une    même 

Pi 

équation  aux  dérivées  partielles  linéaires  de  la  forme 

(.8)  Al-£-H...+  AA-f£-H  B,  -f-+..  .+  B,|l  =  o, 

les  A  et  les  B  étant  des  fonctions  des  a  et  des  (3,  non  toutes  nulles 
et  telles,  de  plus,  qu'on  n'ait  pas 

A|  _  .  éji  —  —  -  — 

o  «    ""pi  h' 

Pour  faire  le  calcul  dune  manière  symétrique  nous  pouvons 
introduire  un  coefficient  convenable  X  tel  que  les  n  -f-  î  fonc- 
tions 

Xp,     Xpj,     ...,     Xp„ 

satisfassent  à  l'équation  (18).  Si  l'on  exprime  cela,  on  constate 
que  cela  exprime  aussi  que  les  déterminants  fonctionnels  des  pre- 
miers membres  des  équations  («4)  et  (16)  sont  tous  nuls  par  rap- 
port à  5  quelconques  des  variables  x.  yK ,  ...,yn.  Ornons  avons 
vu  que  cela  ne  pouvait  avoir  lieu. 

L'équation  (i  7)  entraîne  donc  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  L'identité  (3')  montre  alors  que  les  carac- 
téristiques de  cette  équation  aux  dérivées  partielles  s'obtiennent 
en  donnant  aux  c  des  valeurs  constantes  arbitraires.  C'est  préci- 
sément ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Par  suite,  si  l'on  considère  dans  l'espace  à  n  H-  1  dimensions 
une  famille  de  courbes  de  M.  Engel  telle  que  l'équation  de 

Pfaff 

Ci  dci-\- .  . .-+-  Cr  dcr=  o, 

qui  exprime  que  deux  courbes  infiniment  voisines  de  la  famille 
se  coupent,  ne  puisse  pas,  par  un  choix  convenable  des  para- 
mètres, être  écrite  de  manière  à  contenir  moins  de  in  —  1  pa- 
ramètres, cette  famille  de  courbes  est  formée  nécessairement 
par  les  courbes  caractéristiques  d'une  certaine  équation  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre,  et  réciproquement. 

Les  équations  (i4)  et  (16)  définissent  de  la  manière  la  plus 
générale  une  famille  de  courbes  de  cette  espèce. 
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11.  Si  s  est  inférieur  à  n,on  pourra  ajouter  aux  équations  (i4) 
et  (16)  n  — s  équations  contenant  x,  jKi ,  •  •  -,  y»  ',  a\,  •  -,  a  h', 
ti(,  ...,  j3a,  et,  au  besoin,  d'antres  paramètres  en  nombre  quel- 
conque Yi,  Y2>  •  •  ••  Ces  n  —  5  équations  pourront  être  prises  arbi- 
trairement, sous  la  seule  condition  de  former,  avec  les  équa- 
tions (i  4)  et  (16),  un  système  de  n  équations  indépendantes  en  x, 
y{,  ...,yn.  L'identité  (3')  résultera,  en  effet,  toujours  des  équa- 
tions de  ce  système,  en  désignant  par  p,,  ...,  p„,  p  les  quantités 
définies  par  les  formules  (i5). 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  l'élimination  des  a  et  des  (3  entre 
les  n  équations  (17')  conduit  à  n  —  5  +  1  relations  au  moins 
entre  x,  yt,  . . .,  )■„,  /;,/?,,...,/>„_,,  et  l'on  démontre,  comme 
dans  le  premier  cas,  qu'il  y  en  a  exactement  n  —  s  -h  1 .  L'équa- 
tion aux  différentielles  totales  (17)  peut  donc  être  regardée 
comme  équivalente  à  un  système  de  n  —  s  -f-  1  équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  ;  et  ce  système  est  en  invo- 
lution,  car  l'identité  (3')  montre  que  l'équation 

dyn  —  Pidyl—...  —  yD„_,  dyn-x  -  p  dx  =  o 

peut  se  mettre  sous  la  forme 

dcx  —  Cidc3  —  ..  .—  cXs-tdc2s-i  =  o, 

où  le  nombre  des  variables  a  été  diminué  de  a(/i  —  .s-  4-  1)  unités. 
On  voit  de  plus  que  les  surfaces  caractéristiques  de  ce  système 
en  involulion    s'obtiennent   en    donnant  aux  c  des  valeurs  con- 
stantes, c'est-à-dire  sont  définies  par  les  équations  (i4)  et  (16). 
De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Si  l'équation 

C(  dc\  -f- . . .  -1-  Gr  dcr  =  0 

relative  à  une  famille  de  courbes  de  M.  En  gel  peut  être  écrite 
de  manière  à  contenir  seulement  zn  —  xp  -+-  1  paramètres, 
mais  ne  peut  pas  être  écrit, ■  de  manière  à  en  contenir  un 
moindre  nombre,  il  existe  au  moins  un  système  en  involution 
de  p  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  tel 
que  chaque  courbe  de  la  famille  soit  tout  entière  contenue  sur 
une  des  surfaces  caractéristiques  de  ce  système  en  involution, 


et  tel  que  chaque  surface  caractéristique  contienne  au  moins 
une  courbe  de  la  famille. 

La  réciproque  est  vraie. 

Le  théorème  précédent  ne  donne  qu'un  renseignement  incom- 
plet sur  les  familles  de  M.  Engel,  pour  lesquelles  s  est  inférieur 
à  n.  En  effet  d'abord  le  système  en  involution  obtenu  ne  déter- 
mine pas  complètement  les  familles  de  M. Engel  correspondantes, 
et  d'autre  part  à  une  famille  de  M.  Engel  donnée  correspondent  en 
général  une  infinité  de  systèmes  en  involution. 

On  arriverait  à  quelque  chose  de  plus  précis  si  l'on  se  pro- 
posait de  déterminer  les  multiplicités  de  dimension  maxima 
engendrées  par  des  courbes  (C)  de  la  famille  de  M.  Engel 
et  jouissant  de  la  propriété  que  deux  courbes  quelconques  (C) 
infiniment  voisines  tracées  sur  une  de  ces  multiplicités  se 
coupent. 

Le  lieu  des  courbes  de  la  famille  qui  passent  par  un  point  donné 
est  une  multiplicité  de  cette  nature. 

Ces  multiplicités  s'obtiennent  en  cherchant  le  lieu  des  courbes 
de  la  famille  dont  les  25  —  1  paramètres  a,  b,  a,  (3  sont  liés  par  s 
relations  telles  qu'on  ait 

(18')  Pi  dbi-h. .  .-+-  fa-  db/c=  aj  dat  -+-...-+-  a.h  dau- 

En  particulier,  on  aura  les  multiplicités  (i4)  si  l'on  prend  poul- 
ies a  et  les  b  des  constantes.  Pour  avoir  les  multiplicités  cherchées 
dans  le  cas  le  plus  général,  considérons  les  équations  autres  que  (i4) 
et  (16),  qui  servent  à  définir  les  courbes  de  la  famille.  On  peut 
toujours  imaginer  ces  équations  de  la  forme  suivante  : 


(•9) 

(20) 
On  a 


*i  (•*"> 7i>  •••■, y»,  au  •••,«/*;  Pi,  •  •  -,  p*)  =  o, 

*x(#,  JTi,  ...,  yn\  «i>  •  •  -,  ah;  p,,  .  .  .,  P/,)  =  o  ; 

^i(^, yu  • . -,j«;  «1,  ••■,  ah\  p,,  . ..,  p*;  Yii  •••)  =  8i> 

• 1 

^.{v,  yi,  ■  ■  -,  yn\  «1,  •  ••,  «a;  Pi,  ••  -,  P/>;  Yi,  ••■)  =  h- 

X  -+-  X  =  n  —  s  ; 
xxxix.  4 
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les  y  et  les  o  sont  de  nouvelles  constantes  arbitraires,  qui  peuvent 
d'ailleurs  ne  pas  exister. 

Cela  étant,  si  l'on  exprime  les  a,  les  b  et  les  rapports  mutuels 
des  a  et  des  (3  eu  fonction  de  s  —  i  paramètres  arbitraires  de  ma- 
nière à  satisfaire  à  l'équation  (18'),  on  aura  à  éliminer  ces  s —  i 
paramètres  entre  les  équations  (i4),  (16)  et  (19).  L'élimination 
de  ces  paramètres  cuire  les  équations  (i4)  et  («6)  donnera  la  mul- 
tiplicité intégrale  générale  du  système  en  involulion  dont  il  ;i  été 
question  plus  haut ,  c'est-à-dire  donnera  une  seule  relation  entre 
x,  y,,...,  y„  ;  par  suile,  l'élimination  complète  donnera  x  +  i 
relations.  On  aura  ainsi  obtenu  des  multiplicités  à  n  —  x  dimen- 
sions. Ce  n'est  que  dans  certains  cas  particuliers  que  le  nombre 
des  dimensions  pourra  être  inférieur  à  n — x. 

Il  résulte  en  particulier  de  là  qu'on  peut  toujours  supposer  ce 
nombre  atteint  pour  les  multiplicités  (  1 4 ) ->  c'est-à-dire  on  peut 
toujours  supooser,  sans  restreindre  la  généralité, 

x  =  k  —  1 . 

Les  entiers  k  et  A,  ainsi  définis,  sont  des  nombres  caractéristiques 
de  la  famille  de  courbes  considérée. 
On  a  évidemment  l'inégalité 

h  4-  ik  —  i^n, 

et,  de  plus,  m  //  —  o,  k  ne  peut  être  qu'égal  à  1  [sinon,  les 
équations  (19)  fourniraient  des  relations  entre  les  seules  variables 

Les  multiplicités  à  11  —  Ar-f-l  dimensions  qu'on  vient  d'obtenir 
sont  les  intégrales  d'un  certain  système  d'équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  à  k  fonctions  inconnues  de  n  —  k  -\-  \ 
\  ariables  indépendantes. 

Itxeinple.  —  Dans  L'espace  à  trois  dimensions,  on  a 

h  4- a*| 3; 
par  suile,  /.  est  égal  à   1.  On  a  donc  soit  les  courbes 

\(.r,   .  ,  z,  a)  =  6, 
d\ 
aa 
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soit  les  courbes 

\(x,y,  z)=  b, 

W(x,  y,  z,  yi,  •  ••)  =  S. 

Les  multiplicités  à  deux  dimensions  engendrées  par  des  courbes 
de  la  famille  dont  chacune  coupe  la  courbe  infiniment  voisine 
sont  : 

Dans  le  premier  cas,  la  surface  intégrale  générale  de  l'équation 

aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dont  l'intégrale  complète 

est  la  surface 

V(x,y,  z,  a)=  b; 

Dans  le  second  cas,  l'une  quelconque  des  surfaces 

V(a7,jK,  z)  =  b. 

Si  n  =  3  (espace  à  quatre  dimensions),  on  a 

h  -h  i  k  S.  4 , 

ce   qui  donne  &r=i,  h  =  2,   i   ou  o.  On  a  donc  les  courbes  sui- 
vantes : 

dV 

d\ 

V(v,yt,yt,  yj;  «)  =  b, 

dV  _ 

àa 

^O.  ji,r2,r3;  *;  Yr,  •••)  =  3; 

V  (x,yityt,  y3)  =  b, 
3°  i  Vt(a?,  jruy%%y%\  Yi.  •••)  =  ô,, 

!  V2(ar,  jki,  r^,  Ja;  Yn  •••)  =  8«- 

Les  multiplicités  à  trois  dimensions  engendrées  par  des  courbes 
de  la  famille  dont  chacune  coupe  les  courbes  infiniment  voisines 
sont  définies  respectivement  de  la  manière  suivante  : 

i°  On  a  l'enveloppe  de  la  surface 

v(a-,  yu  y*>  y*\  au  «»)  =/(«ii  «*); 

2°  On  a  l'enveloppe  de  la  surface 

V(»,  fuy*,?*;  a)  =  /(«); 


.)"   On  a  la  surface 

Si  n  =  4,  on  peut  prendre  en  particulier  k  =  2,  h  étant  néces- 
sairement égal  à  1.  On  a  les  courbes  définies  par  les  équations 

Vi(ar,  yt,yt,  yz,y>.\  a)=  bu 
Vi(v,  yi,  y*,  y*,  yw\  «)=  ^2, 

c'a         "  da 

*'^,rt»^«.  ra»  jk^;  rt>  P)  =  °- 

Les  multiplicités  à  trois  dimensions  engendrées  par  des  courbes 
de  la  famille  dont  chacune  coupe  les  courbes  infiniment  voisines 
s'obtiennent  en  éliminant  a  et  &a  entre  les  équations 

Vi (>,.;>"!,  y-i,  y.uy>,\  «)  =/(«,  Mi 

Vî(a7.  ^1,  JK2.JK3.  Jii    «)  =  62, 

da        Jb*  àa    ~/a' 

*(*, ^i, yt,  yz,  yi-,  «, —  /*,)  =  «• 

Au  type  précédent  appartiennent  les  extrémales  obtenues  en 
partant    d'un    système    d<;    trois    équations    de    Monge    linéaires 


SUR  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DU  MOUVEMENT  INTÉRIEUR 
D'UN  SOLIDE  ÉLASTIQUE  ISOTROPE  DE  RÉVOLUTION; 

Pab   M.   L.  Zoeetti. 


Les  équations    du    mouvement   d'un    solide    isotrope    sont    les 
suivantes  : 


(I) 


(  A  -+-  (i.  )  —  H-  u  AW  =  p  — —  , 
ox       oy        '>z 
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U,  V,  W  désignant  la  vitesse  de  déformation  au  point  x,  y,  z  au 

temps  t. 

Si  l'on  suppose  le  corps  de  révolution  autour  de  Oz,  et  si  les 

conditions  initiales  et  aux  limites  sont  les  mêmes  tout  le  long 

d'un  parallèle  quelconque  de  la  surface,  on  peut  admettre  que  la 

déformation  en  un   point  rencontre  l'axe  de  révolution.  Si  donc 

l'on  pose 

x  =  r  costp, 

y  =  r  sincp, 

on  peut  supposer  que  w  dépend  de  r,  de  z  et  de  t  seulement  et 
qu'on  a  aussi 

U  =  f(  A",    Z,    t)  COSCP, 

V  =  /(>•,  s,  0  sincp. 

Le  système  initial  devient,  en  éliminant  6,  un  système  de  deux 
équations  aux  fonctions  inconnues  f  et  w.  Des  calculs  élémen- 
taires donnent  le  système  ci-dessous  : 


(") 


r  d»w       à  idf      ai        /        i  df      f\        d*f 

•      Nr^2w     °  (f    df\\     rf2w 

1  r'  |_  ds2         dr  \r         àr/j        r    c^2  ' 


Ay,  Aw  se  rapportant  aux  dérivées  par  rapport  à  r  et  z.  Remar- 
quons alors  que  les  termes 


d2l  +  idl-L 

Or2         r  Or        r- 


qui   figurent  dans  la  première  équation,   désignent  la  dérivée  par 

raj: 

po< 


rapport  à  r  de  la  fonction  —  +  -■  11  sera  donc  bien  naturel  de 
ri  or         r 


Y         /•     '     or 

Nous  aurons  alors  les  trois  équations  suivantes  : 

r        àr 


(.Aw  +  (X^)(^  +  ^)  =  P 


d<2    ' 


—  u 


Nous  allons  essayer  de  les  intégrer  dans  le  cas  par  lieu  lie* 
obtenu  en  assujettissant  y  à  une  condition  supplémentaire,  visi- 
blement choisie  dans  le  but  de  simplifier  la  deuxième  équa- 
tion (111).  Supposons  que  /  vérifie  l'équation 


La  deuxième  équation  (111)  nous  indique  alors  que  l'expression 

(Jycr 

(X-4-2n)<!/-*-(X  +  ix)— ■ 

est  indépendante  de  r.  Or  l'équation  de  condition  à  laquelle  y 
est  assujettie  donne,  en  posant 

u  =  z  /p  —  t  y\i., 

/(r,  z,  0=  F(«,  r)-t-G(v,  r), 

F  et  G  étant  des  (onctions  arbitraires  de  leurs  arguments.  Nous 
poserons  ensuite 

(4)  (X-!-an)<|»-+-(X  +  fi)^  =  $-(*,  *), 

g  étant  également  une  fonction  arbitraire. 

La     première    équation    (III)    donne    <L.    La    deuxième    donne 
alors  —  »  c  est-à-dire  w  à  une  fonction  arbitraire  près  de  /•  et  de  /, 

Oz  r  ' 

soit  A(/-,  /).  Il  reste  simplement  à  voir  si  ces  fonctions  arbitraires 
permettent  de  satisfaire  identiquement  à  la  troisième  équation  (111). 
(iaiilons  provisoirement^  dans  le  calcul  et  développons  la  troi- 
sième équation  (III).  Elle  donne  d'abord 

(X  +  »«*>-3ir  +  i*  ^77  +<*  +  lOg  =  ?-&•> 
puis,  comme  on  a 

J7-r77ïï[^-^  +  ^)-^Fj' 
elle  donne  encore;,  après  réductions, 

(5)  KaX  +  Srtg+KX  +  art^    -f(X  +  »rtîr+(X+|i)g-o. 
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L'équation  (4)  donne  ensuite 

(X  -4-  n)  [w  —  \(r,  t)J=  f  g (z,  t)dz  —  (X-+-  %\x)  f <b  dz. 

Tirons  de  là  les  expressions  des  trois  dérivées  secondes  qui 
figurent  dans  (5)  : 

d2  w        d &  à<b 

( X -+- a )  — -— -  = ( X  -+-  •!  ix )  — -  (déjà  obtenue), 

dz2         dz  dz 

Portons  ces  valeurs  dans  l'équation  (5).  En  réduisant,  on 
obtient 

(6)  o  =  (X  +  2[,)--1x(,X  +  ,[,)^-f-(X+1,)^.— -p  — 

Considérons  la  partie  qui  ne  contient  pas  A,  c'est-à-dire  les 
deux  premiers  et  les  deux  derniers  ternies.  Ecrivons  que  la  dérivée 
par  rapport  à  z  de  ces  quatre  termes  est  nulle  :  ils  ne  dépendront 
alors  que  de  r  et  de  t.  Cela  donne  la  condition 

(7)  (^.rt^-^  +  SO^-,^ 

Nous  choisirons  d'abord  ^(.5,  /)  de  façon  que 

Pour  simplifier  la  suite  du  calcul,  posons  encore 

£  -  ?  -  B(r,  „), 

G       dG       „. 

-4--Î-  =  C(/-,  v). 
r         or 

Donc  on  a 

*t  =  ^-^  -+-  -£-(F  -4-  G)  =  B  -t-C, 
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Remarquons  aussi  que 

àz       V?  \àu        uv)' 

On  en  déduit  les  valeurs  suivantes  pour  les  dérivées  secondes 
de  <b  : 

77?  ~~  7P-  +  ~ôri  ' 
o<l>        r-/dB       dC\  cty        ,-  / dC       dB\ 

â*ty  _     /<^B        c^G\  .  ç^j/  _       /^_G        c^B\ 

Âï»  ~  P  \"5ô»  +  "^"y  '  d«*    ~~  [X  \  dv*  +  du*  )  ' 

El  l'équation  (7)  devient,  en  lenant  compte  de  (8), 

_pp(X  +  .^_  +  _j=o, 
ou  encore 

qu'on  peut  vérifier  en  prenant 

Connaissant  B  et  C,  on  calcule  aisément  F  et  G,  car  on  a 


d'où 

Donc  on  a 
et  de  même 


B-ï  +  ï. 

/•         or 


rB-F  +  rg-i(Pr). 


Fr=  /  rB|  r,  u  |rfr  1   r,i  u  1, 
Gr=  frC(r,  v)dr^-Gl(v). 


Le  problème  esl  donc  ramené  à  l'intégration  des  équations  (8) 
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et  (9),  et  de  l'équation  (6)  qu'on  peut  supposer  se  réduire  à 

d* A  à* A 

0°)  !"^-P7F  =  0' 

ce  qui  détermine  la  fonction  arbitraire  de  r  et  de  t  qui  figure  dans 

l'intégrale   /  -r-f  dz  par  exemple. 

L'équation  des  cordes  vibrantes,  à  laquelle  on  est  ramené,  se 
rencontre,  comme  on  sait,  dans  la  solution  grossière,  mais  prati- 
quement bonne,  et  surtout  très  simple  que  M.  Aliévi  a  donnée  au 
problème  des  coups  de  bélier.  Le  calcul  précédent,  qui  introduit 
un  certain  nombre  de  fonctions  arbitraires,  permet  peut-être 
d'étudier  la  déformation  de  l'enveloppe  en  considérant  la  solution 
de  M.  Aliévi  comme  fournissant  des  conditions  aux  limites  pour 
ce  dernier  problème. 


SUR  LA  COÏNCIDENCE  PRINCIPALE  D'UN  CERTAIN  CONNEXE; 
Par  M.   G.   Fojntené. 

Dans  une  Note  précédente  (')  j'ai  considéré  le  système 
différentiel  attaché  à  la  coïncidence  principale  d'un  connexe;  ce 
système  différentiel,  très  symétrique,  comprend  naturellement  celui 
qui  est  attaché  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre;  les  deux  questions  diffèrent,  en  effet,  par  la  forme,  non  par 
le  fond.  J'étudie  ici  la  coïncidence  principale  d'un  connexe  que  je 
crois  intéressant. 

En  intégrant  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
qu'on  trouvera  plus  loin,  j'ai  obtenu  une  intégrale  complète. 
Je  suivrai  d'abord  la  marche  inverse,  c'est-à-dire  que  je  cher- 
cherai l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  auxquelles 
j'ai  été  conduit  (quadriques  dépendant  de  deux  paramètres); 
j'effectuerai  ensuite,  dans  un  cas  particulier,  l'intégration  de  celte 
équation.  Pour  la  première  recherche  je  considérerai  d'ailleurs, 
au  lieu  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  la  coïncidence  prin- 
cipale d'un  connexe,  comme  il  est  dit  plus  haut. 

(')  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  XXXVIII,  19K),  p.  1G4. 
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1.  Théorème.  —  On  donne  une  quadrique  S  et  an  point  C 
de  cette  quadrique  ;  soit  d  le  plan  tangent  en  C,  soient  CA 
et  CB  les  génératrices  issues  de  C  (fig-  ')• 


Fil 


Pour  chaque  point  M  de  la  quadrique  S,  MP  et  MQ  étant 
les  génératrices  issues  de  M,  on  considère  Uune,  S,  des  qua- 
driques  en  nombre  simplement  infini  qui  contiennent  les  quatre 
droites  CA,  CB,  MP,  MQ  ;  Vune  des  quadriques  S  étant  fixe  à 
volonté,  soit  S0,  les  autres  sont  déterminées  par  la  condition 
suivante  :  une  quadrique  S  a  en  commun  avec  la  quadrique  S0 
les  deux  droites  CA,  CB  et  une  autre  conique  qui  doit  passer 
au  point  C. 

Cela  étant,  si  l'on  rapporte  la  figure  à  un  tétraèdre  de 
référence  IJKL  absolument  quelconque,  les  équation»  ponc- 
tuelle et  tangentieile  de  la  quadrique  ï  étant 

/(&*?,  *i  0=  °.         F(»i  "i  «'i  r)  =  o, 
l'équation  du  plan  tangent  det  l'équation  du  point  C  étant 

u0x  -+-  Vojr  +  . .  .=  0,         ^o«  +  /o''+'--=o. 

les  coordonnées  x,  r<  3,  /  d'un  point  quelconque  de  l'une 
quelconque  des  quadriques  S  (qui  sont  en  nombre  doublement 
infini)  et  les  coordonnées  u ,  v,  n\  /•  <7f/  /»A///  tangent  en  ce  point 
vérifient  une  relation  de  la  forme 

b - :  *  =  ron-t. 

(u,a? +  ...)*      (ar0a -*-...)« 

2.   Considérons  une  quadrique  ï  sur  laquelle  nous  prendrons 
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deux  génératrices  fixes,  de  systèmes  différents  :  en  prévision  du 
cas  où  l'on  rapporterait  la  figure  à  un  tétraèdre  de  référence  dont 
ces  deux  génératrices  seraient  deux  arêtes,  nous  désignerons  par  C 
le  point  où  elles  se  coupent,  par  ci  leur  plan,  et  elles  seront  dési- 
gnées elles-mêmes  par  CA  et  CB. 

Soit  M  un  point  de  la  quadrique  2,  soient  MP  et  MQ  les  géné- 
ratrices qui  passent  en  M,  la  première  rencontrant  GA  au  point  P, 
la  seconde  rencontrant  CB  au  point  Q  :  soit  S  une  des  quadriques, 
en  nombre  simplement  infini,  qui  contiennent  le  contour  quadran- 
gulaire  MPGQ.  (11  revient  au  même  de  dire  que  S  est  une  qua- 
drique contenant  les  deux  génératrices  CA  et  CBde  la  quadrique  2, 
et  tangente  en  M  à  cette  quadrique  :  l'intersection  se  compose 
en  effet  des  deux  droites  CA,  CB  et  d'une  conique  qui  doit  avoir 
un  point  double  au  point  M;  ou  encore,  les  deux  quadriques 
étant  tangentes  en  C  et  en  M,  cette  intersection  se  compose  de 
deux  coniques  passant  par  les  points  C  et  M,  et  dont  chacune 
comprend  une  première  droite,  CA  ou  CB.  En  réalité,  les  deux 
quadriques  sont  quadritangentes.) 

Pour  chaque  point  M  de  la  quadrique  S  nous  aurons  une  qua- 
drique S  par  la  condition  suivante  :  l'une  des  quadriques  S  étant 
cboisie,  soit  S0,  une  autre  quadrique  S  aura  en  commun  avec 
celle-là  les  deux  droites  CA,  CB,  et  une  autre  conique  qui  devra 
passer  au  point  C.  Il  suit  de  là  que  les  coniques  d'intersection 
des  deux  quadriques  S„  et  S  par  un  plan  quelconque  passant  en  C 
sont  osculatrices  en  C,  d'où  il  résulte  en  sens  inverse  que  deux 
quadriques  S  prises  à  volonté  auront  en  commun,  outre  les 
droites  CA  et  CB,  une  conique  qui  passera  au  point  C.  (Le  plan 
de  la  seconde  conique  d'intersection  passe  d'ailleurs  par  la  droite 
d'intersection  des  plans  tangents  aux  deux  points  M  qui  corres- 
pondent aux  deux  quadriques.) 

Rapportons  la  figure  à  un  tétraèdre  de  référence  absolument 
quelconque,  dont  CA  et  CB  ne  sont  nullement  deux  arêtes,  et 
soit/  =  o  l'équation  ponctuelle  de  la  quadrique  S;  affectons  de 
l'indice  o  les  coordonnées  du  point  C  et  celles  du  plan  tangent  d. 
Les  coordonnées  du  point  M  et  celles  du  plan  tangent  en  ce  point 
étant  affectées  de  l'indice  i,  l'équation  de  la  quadrique  S  corres- 
pondante est  de  la  forme 

/-t-Â^Oo^-H-  •  -)(uix  -h.  •■)  —  o; 
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pour  un  autre  point  M,  aflecté  de  l'indice  2.  l'équation  delaqua- 
drique  S  correspondante  est  de  la  forme 

/-t-  k2(u0x  +..  .)(u3x-h.. .)  =  o; 

le  plan  de  la  seconde  conique  d'intersection  de  ces  deux  quadriques 
devant  passer  en  C,  on  doit  avoir 

kt  (  ut  x0  ■+■ . . .  )  =  kt  (  u2x0  -+- . . .)  ', 

on  devra  donc  avoir 

h  1  —  ■ > 

G  étant  une  constante.  L'équation  de  la  quadrique  S  est  ainsi 

/    \  */  ,x  n,  (ll\X  -\r.  .  .) 

(0  /o> y,  *,  t) -h c(u0x +...)- t  =  °; 

{UiX0-f-.  .  .  ) 

ces  quadriques   dépendent  de  deux  paramètres,  puisqu'elles  dé- 
pendent du  point  M. 

La  condition  qui  achève  de  déterminer  une  quadrique  S  étanl 
une  condition  d'osculalion,  on  peut  prévoir  que  le  fait  corrélatif 
a  également  lieu,  c'est-à-dire  que  le  sommet  du  second  cône 
circonscrit  à  deux  quadriques  S  est  dans  le  plan  </  (sur  la  droite 
joignant  les  deux  points  M  qui  correspondenl  aux  deux  qua- 
driques); on  le  vérifie  aisément  en  rapportant  la  figure  à  un 
tétraèdre  de  référence  CADB,  tel  que  le  contour  quadrangu- 
laire  CADB  (comprenant  les  droites  CA,  CB)  appartienne  à  la 
quadrique  ï.  L'équation /=  0  étant  alors 

xy  -t-  zt  =  o, 
l'équation  de  la  quadrique  S  est 

ux.r  +  p,  y  ■+-  w.  z  ■+-  r,  t 

xy  -+-  zt-+-  Ct— ï-£ ! —  =  o- 

"'1 

l'équation  tangentielle  est  alors 


Ci 


•?'i  11  -1-  )'i  r  +  ;|ii'  ■     t\  r 


avec 

C  +  C'+CC'=o; 

la  forme  de  cette  équation  démontre  le  fait  annoncé. 


61  — 


Dès  lors,  l'équation  tangentielle  de  la  quadrique  S  est,  dans  le 


cas  général. 


(2)  F(a,  v,  w,  /•)-t-C'(ar0«+...)/<f1"    .  "  \  =  °> 

{XiU0-i-.  .  .  ; 

F  =  o  étant  l'équation  tangentielle  de  la  quadrique  S. 

La  constante  C  dépend  de  la  forme  exacte  qu'on  donne  à  la 
fonction  F. 

Des  équations  (1)  et  (2)  on  déduit 

f(x,  y,  Z,  t)    _    C    U0X  -+-..  .    U\X  -+-.  .  .    xt  H0-i--  •  • 


(3) 


F (u,  v,  tv,  z)        G'  x0 «-(-.. .  a?i«  -H. . .    Wiav 


et  nous  supposerons  que,  dans  cette  relation,  les  coordonnées  a, 
y,  w,  r  sont  celles  du  plan  tangent  au  point  dont  les  coordonnées 
x,y,  z,  t  figurent  dans  la  relation. 

Soit  0  =  0  l'équation  ponctuelle  (1)  de  la  quadrique  S. 

Le  point  C,  le  point  M,  le  point  courant  (x,y,  S,  t)  étant  des 
points  de  celte  quadrique,  on  a 


«  =M<pi,        t>  =  m?;. 


on  a  dès  lors 


el 


U\X  ■+-.  .  .             */<)#  +  •  •  • 

B 

Xill  -\- .  . .          x0  u  -t- .  .  . 

Xi  Uo-h.  ■  •         A 

Mt;ro-l-...         B' 

la  relation  (3)  peut  donc  s'écrire 

f(x,  y,  z,  t)    __  C   (  u0  x  -4- . . .  )2 
F(«,  t>,  iv,  r)  —  C  (.r0«  H-. .  .)z 


ou  encore 


(4)  — — '~z-l — ' — -  :  — - — ' — : ■ — -  =  — -  —  const. 

(K0a?  +  ..  .)s      (x0 u  +  ■ . -)'1        G 

Le  théorème  est  démontré. 

3.  Supposons  la  relation  (4)  donnée  a  priori.  L'équationy  =  o 
représente  une  quadrique  S,  dont  l'équation  tangentielle  est  F  =  o  ; 
d'ailleurs,  x0,y0,  . . .  sont  les  coordonnées  d'un  point  C  de  la  sur- 
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face,  point  dont  l'équation  est  .r0  u  -f-  •  •  •  =  o,  et  "<»<  po>  •  •  •»  sont 
les  coordonnées  du  plan  r/  tangent  en  ce  point,  plan  dont  l'équa- 
tion est  u0x  -f-  .  . .  =  o.  On  doit  chercher  les  surfaces  pour 
lesquelles  les  coordonnées  d'un  point  courant  et  les  coordon- 
nées du  plan  tangent  en  ce  point  vérifient  la  relation  en  ques- 
tion ('). 

Si  Ion  fait,  comme  on  le  peut, 

t  =  —  I ,  w  =  —  i , 

sans  être  obligé  pour  cela  de  prendre  des  coordonnées  carté- 
siennes, u  et  v  sont  1rs  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x 
ely,  et  l'on  peut  alors  remplacer  u  et  v  par/>  et  q;  la  relation 

ux  -h  vy  -+-  w  z  -t-  rt  =  o, 

qui  a  lieu  entre  les  coordonnées  d'un  point  et  celles  du  plan  tan- 
gent en  ce  point,  devient 

px  +  qy  =  z-h  r; 
on  pose,  en  somme, 
(5)  r  =  p.r  +  qy  —  z, 

comme  dans  la  transformation  de  Legendre.  L'équation  (4)  est 
alors,  en  conservant  les  svmboles/  et  F, 

/'<•'•.  y,  a  i  v  (/>.  cp  /•) 

(G) - : : - — - - -=const.; 

(p0x  -t-  <p^y  —  z  —  r0  )-     (  x0p  -+-  y0q  —  z0—  r  >- 

c'est  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  On 
peut  employer  pour  l'équation  (4),  prise  dans  toute  sa  généralité, 
le  langage  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

a.  La  quadrique  S  étanl  connue,  ainsi  (pie  le  point  C,  avec  le 
plan  langent  rf,  les  quadriques  S  définies  dans  le  théorème 
ci-dessus,  en  partant  d'une  quadrique  convenable  S0  qui  dépend 


(')  La  relation  ('()  considérée  en  elle-même  représente  un  connexe;  si  on  lui 
adjoint,  comme  ici,  la  relation  u  x  +  vy  -f-  wz  ■+■  rt  =  o  qui  représente  le  connexe 
identique,  l'ensemble  des  deux  relations  représente  la  coïncidence  principale 
du  connexe;  >>n  considère  les  surfaces  pour  lesquelles  an  point  M  et  le  plan  m 
tangent  en  ce  point  font  partie  de  la  coïncidence  en  question. 
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Q 

de  la  valeur  de  la  constante  ^>  forment  une  intégrale  complète 
de  l'équation  (4),  puisqu'elles  dépendent  de  deux  paramètres. 

b.  Si  l'on  déplace  le  point  M  le  long  d'une  courbe  tracée  sur  la 
quadrique  S,  la  quadrique  S  varie  et  l'enveloppe  de  cette  quadrique 
est  une  intégrale  générale. 

c.  Du  fait  que  deux  quadriques  S  ont  en  commun,  outre  les 
droites  GA  et  CB,  une  conique  qui  passe  en  C,  cl  du  fait  corré- 
latif, résultent  les  conséquences  suivantes,  obtenues  en  considé- 
rant deux  quadriques  S  infiniment  voisines.  Tout  plan  k  passant 
par  une  droite  CM  issue  de  C  (Jig-  2)  coupe  la  quadrique  S  qui 

Fie.  2. 


correspond  au  point  M  suivant  une  conique  qui  est  une  caracté- 
ristique du  système  intégral  de  l'équation  (4)  ;  les  caractéristiques 
dépendent  ainsi  de  trois  paramètres.  Tout  point  K  de  la  droite  PQ 
ou  (d,  m)  est  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  la  quadrique  S, 
et  ce  cône  est  une  développai) le  caractéristique.  La  trace  sur  le 
plan  d  du  plan  de  la  conique  (tangente  à  la  conique)  et  la  droite 
qui  joint  le  point  C  au  sommet  du  cône  correspondant  (généra- 
trice du  cône)  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux 
droites  CA  et  CB;  ce  fait  est  un  cas  particulier  d'un  fait  général 
qu'on  obtiendrait  en  considérant  deux  quadriques  S  quel- 
conques, tandis  que  l'on  considère  ici  deux  quadriques  S  infini- 
ment voisines;  nous  aurons  d'ailleurs  l'occasion  de  le  vérifier,  par- 
le calcul,  au  cours  du  paragraphe  II. 


Les  coniques  caractéristiques  sont  doublement  tangentes  à  la 
quadrique  2,  d'une  part  en  un  point  fixe  G,  d'autre  part  en  un 
point  variable  M;  elles  sont  osculalrices  en  C  à  une  même  qua- 
drique, qui  est  l'une  quelconque  des  quadriques  S.  Dans  un  même 
plan  passant  par  le  point  C,  AI  variant,  on  a  des  coniques  qui  sont 
osculalrices  entre  elles  au  point  C. 

Les  cônes  caractéristiques  sont  doublement  tangents  à  la  qua- 
drique  2,  d'une  part  en  un  point  fixe  C,  d'autre  part  en  un  point 
variable  M  ;  etc. 

cl.  La  quadrique  S  constitue  Y  intégrale  singulière  de  l'équa- 
tion (4).  A  priori,  toute  quadrique  S  (surface  intégrale)  est  tan- 
gente à  la  surface  21  (intégrale  singulière)  en  un  point  M;  du  l'ait 
que  ces  deux  surfaces  on!  en  commun  les  droites  CA  et  CB,  il 
résulte  alors,  comme  on  l'a  < J *'•  j ;«  observé,  qu'elles  se  coupent 
suivant  quatre  droites;  en  réalité,  la  surface  intégrale  S  et  la  sur- 
face S  qui  constitue  l'intégrale  singulière  sont  quadruplemenl 
tangentes  (aux  points  C,  P,  Q,  M). 

4.  Les  surfaces  intégrales  de  l'équation  (4)  sont  en  même  temps 
lieux  de  coniques  et  enveloppes  de  cônes  du  second  ordre,  les  cônes 
étant  circonscrits  le  long  des  coniques.  Les  surfaces  qui  possèdent 
cette  propriété  onl  été  étudiées  dans  toute  leur  généralité  par 
M.  E.  Blu tel  dans  sa  Thèse  de  Doctorat  (1890).  On  obtient  de 
telles  surfaces  en  considérant  l'enveloppe  d'une  quadrique  dépen- 
dant d'un  paramètre  el  qui  reste  circonscrite  à  une  quadrique 
fixe;  plus  particulièrement  la  quadrique  variable  peut  passer  par 
une  conique  fixe,  être  une  sphère  par  exemple;  pour  les  sur- 
faces S  considérées  ici,  cette  conique  est  formée  de  deux  droites. 
Si  la  quadrique  dépend  de  deux  paramètres,  elle  forme  l'inté- 
grale complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  dont  les 
caractéristiques  sont  des  coniques,  dont  les  développantes  carac- 
téristiques sont  des  cônes  du  second  ordre, Le  système  des 

quadriques  S  considérées  ici  me  semble  digne  d'attention  parla 
nature  de  IVquation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  il  corres- 
pond ■ 

M. 

.'J.  Inversement,  l'intégration  de  l'équation  (6)  doit  donner 
comme  intégrale  c plète  la  quadrique  S  du  théorème  énoncé  au 
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début  de  ce  Mémoire.  Celte  intégration  est  facilitée  lorsque  le 
point  (x0,y0j  z0)  est  le  sommet  G  du  tétraèdre  de  référence,  le 
plan  tangent  (p0,  q0,  /'„)  étant  en  outre  le  plan  GAB  ou  cl;  l'équa- 
tion (6)  est  alors 


ax2-h  2 

bxy  -+-  c  y2  -+-  ifx  ■+■  ig y  ■+-  ihz  ■+-  k 

a                 b         f-^-hp 

b                 c          g  -+-  hq 

J '-f-  hp     g  -\-  hq     k  —  a  hr 

const. 


OU 


ax-->r  ibxy  -+-  c  y2  -+-  ifx  ■+-  ig y  ■+■  ihz  -+-  k 
aq2  —  2  bqp  -h  cp2  -+- .  .  . 


=  const. 


Je  ferai  le  calcul  en  supposant  en  outre  que  la  quadrique/=  o 
passe  par  les  arêtes  GA  et  CB  du  tétraèdre  de  référence  {fig.  3). 


Fig.  3. 
C 
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On  observera  que  le  point  C  et  le  plan  d  (non  opposés)  jouent 
des  rôles  analogues,  de  même  le  plan  c  et  le  point  D  ;  nous  rappro- 
cherons également  le  point  A  et  le  plan  b,  le  point  B  et  le  plan  a  : 
on  a  rencontré  ci-dessus 

ax2-\-  ibxy  -+-  cy2,         aq2 — 2 bqp  -+-  cp2; 

signalons  encore  les  groupements  (M,  m),  (P,  q),  (Q,/>).  Les 
deux  contours  quadrangulaires  ABGD  et  PGQM  sont  dénotés  à  la 
fois  par  leurs  sommets  et  par  les  plans  de  leurs  angles. 

xxxix.  5 


—  06  — 
L'équalion  (6)  devient 

{axy-y-  bz)  -+■  (fx  -+-  gy  -+■  h)  _  _i_ 

avec 

px-+-  qy  =  z  -+-  r, 
sous  la  condition 

(8)  ah  +  bk  =  fff. 

La  transformation  de  Legendre  donne  une  équation  du  même 
type,  les  analogues  de  s,  X,  y  étant  /•,/>,  7;  les  analogues  des 
coefficients 

a,     b,     h,     m 
étant 

b.     a,     k,     />?'=  —  > 
m 

sans  permutation  des  coefficients  y  et  g. 
Si  l'on  pose 

la  relation  (8)  donne 

(9)  h=7/i-.,         k  =  7* 


lb  -t-  a  i  a  -+-  b  ' 

L'équation  (7)  prend  alors  la  forme 
a  xy  -+-  bz  -4-  fx  -1-  g  y 


fg 


(10) 


II, 


/>(//>  -+-  ar  -+-  fq  -h  gp  -+- 


fë 


I  a 


[En  généralisant  L'équation  bien  connue/?^  =  mz.  j'ai  considéré 
précédemment  l'équation  aux  dérivées  partielles 

a  xy  -+-  b  z  -+-  fx-+-  g  y  _    1 
hqp  -+-  ar  -H  fq  -t-  t^/>         m  ' 

qui  est  L'équal 7  1  pour  l<  =  ni//y  mais  réduite,  et  j'ai  proposé 

L'intégration  de  cette  équation  dans  les  Nouvelles  .Annales 
(question  2121);  ayant  cherché  ensuite  les  équations  ponctuelle 
ci  tangentielle  de  L'intégrale  singulière,  j'ai  été  amené  à  mettre 
cette  équation  sous  la  forme  (10),  avec  /-_///:  c'est  ainsi  que  je 
mus  arrivé-  à  I  ulee  générale  que  je  développe  dans  ce  Mémoire.  ] 


—  67  — 
6.   Etant  donnée  l'équation  aux  dérivées  partielles 

fO>  x,  y,  p,  9)  -  o, 

le  système  différentiel  qui  détermine  les  suites  d'éléments  de 
l'intégrale,  les  ensembles  formés  d'une  courbe  caractéristique  et 
d'une  développable  caractéristique,  avec  correspondance  des  points 
de  la  courbe  et  des  plans  tangents  à  la  développable,  est,  comme 
on  sait, 

dx  _  dy  dz  dp  dq 


P  Q  P/>-wQ?         -(X+J»Z)  _(Y-+-grZ)' 

en  posant 

d¥  dF  dF 

L  =  —,  A  =  -—  ,  •  ••>  P  =  —  ,  .... 

oz  dx  dp 

Nous  écrirons  ici,  en  nous  préoccupant  d'obtenir  une  intégrale 
complète,  et  en  faisant  attention  au  sens  de  /•, 

dx  dy 


bq  -+-  a  x  -+-  g        bp  ■+■  ay  -+-  / 

dq  dy  _   dt 

m( bq  -+-  ax  -t-  g)        m(bp  -+-  ay  -+-/)        Mt 

dz  =  p  dx  -4-  q  dy, 

M  étant  une  constante  que  nous  choisirons  plus  tard  (').  On  a 
d'abord 

(il)  q  =  m(x  —  a), 

(12)  p  =  m(y—  fi). 

Le  système  différentiel  devient 

dx  dy  _   dt 

mb(x  —  y.) -k- ax -\- g        rnb(y — P  ) -H  «„K -H  /         M/ 

dz 

—  =(y  —  $)dx  +  {x  —  9.)dy, 

(')  L'équation  aux  dérivées  partielles  étant  donnée  sous  la  forme 
f(œ,y>  z,P,  g,r)  =  o, 

on  a,  d'une  manière  générale, 

dx  dy  dp  dq 

P-¥-xK  "  Q+yK  —  (X-hpZ)  "  —  (Y  -hqZ)'% 

on  se  rend  bien  compte  ainsi  du  résultat  obtenu. 
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ce  qui  conduit  à  supposer  mb-\-a^éo;  en  prenant  alors  M  =  mb-+-a, 
on  obtient  comme  équations  des  caractéristiques 


az 


S       ..    .*  ,    «P  +  / 


mb  -+-  a  mb  ■+-  a  _ 

(13)  -  -  g  -*, 

aap4-/o-+-^p-4-/i  — — 

(i4)  -=(a;  — a)(.r-[i) j ; 

m       v  ^        r/  /»6  -4-  a 

les  numérateurs  des  rapports  (i3)  se  présentent  d'abord  sous  la 

forme 

mb  a  —  g  mb  S  —  / 

x -. 2.1     y -f ±, 

mb  -+-  a  mb  ■+■  a 

qui  sera  également  utile. 

La  relation  (i4)  est  naturellement  une  intégrale  complète  de 
l'équation  proposée;  la  constante  a  été  déterminée  par  l'équation 
elle-même.  Les  numérateurs  des  rapports  (i3)  sont  les  dérivées 
changées  de  signes  du  second  membre  de  l'équation  (i4)  par  rap- 
port aux  paramètres  a  et  [i;  la  relation  (i4)  étant 

V(a?, y,  *,  a,  p)  =  o, 
la  relation  (i3)  est  donc 

d\r    dX 

—  :  -r-  =  consl.  ; 

dx      dp 

or,  d'une  manière  générale,  si  l'équation  V  =  o  est  une  intégrale 
complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
la  seconde  équation  des  caractéristiques  est 

dX     dX 

—r-  '.  -rrr  =  const.  ; 
dx      rfp 

on  aurait  donc  pu  se  contenter  de  former  l'intégrale  complète  (  1 4 ), 
et  l'on  en  aurait  déduit  la  seconde  équation  des  caractéristiques 
SOUS    la    forme    même    qui    a    été    obtenue,    je    veux    dire   sous    la 

forme  (i3). 

La  surface  (i  [)  contienl  les  droites  CA  et  GB. 

7.  Les  formules  (i  i)  et  (12)  donnenl  q  el  />  en  fonction  de  x  et 
'If.r,  par  suite  en  Ion.  non  de  1  ;  on  aurail  r  par  la  relation 
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on  peut  transformer  ce  résultat.  Si  l'on  pose 
(R)  (î'=  — mot,        ï'a-mp, 

les  formules  (i  i)  et  (12)  prennent  la  forme 

x  =  m'(q  —  j3'), 

7  =  m'(p-cc'), 
et  l'on  a  encore 

z  z=  px  -h  qy  —  r  =  m'p(q  —  (3')  -+-  m' q{p  —  a')  —  r. 
Les  relations  (i3)  et  (i4)  donnent  alors 

9  —  P-i F tt      P  —  «h ; TT 

m  a  -\-  0  m  a  -h  0 

(i5)  =  s s=  "if, 

(16)  -,  =  (?  -  P')  (p  -  a') ,  , ; 


on  a  ainsi  les  équations  des  développables  caractéristiques. 

Les  formules  (i3),  (i4)>  (*5)  et  (16),  en  tenant  compte  des 
relations  (R),  donnent  les  suites  d'éléments  de  l'intégrale  lorsqu'on 
fait  varier  t. 

8.   L'intégrale  singulière  s'obtient  en  éliminant  a  et  [3  entre  les 

équations 

dV  dV 

v  =  °'       7^=°'        ^  =  o; 

la  première  est  l'équation  (i4)>  les  deux  autres  sont 

x  —  an j -=o,         y  —  $-i £ —=o, 

mb  -4-  a  J        r        mo  -+-  a 

de  sorte  que  l'intégrale  singulière  est,  au  point  de  vue  géomé- 
trique, le  lieu  des  points  M  qui  correspondent  à  la  valeur  t  =  o  du 
paramètre. 

L'équation  (i4)  pouvant  s'écrire 

k 

/a+P(«a  +  f)+/i-- 

m  J        r  mb -\- a 

le  plan 

<"  +  >" 
a?  —  a  = ; , 

mb  -+-  a 
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qui  est  le  plan  p  de  la  figure,  coupe  la  surface  (i4)  suivant  la 
droite  GB  et  suivant  une  autre  droite  QM  située  dans  le  plan 

z  J        J  ni 

m  mb  -t-  a 

cette  droite  est  indépendante  de  (3.  Le  plan 

J        r  mb  -f-  a 

qui  est  le  plan  q  de  la  figure,  coupe  de  même  la  surface  (i4)  sui- 
vant la  droite  CA  et  suivant  une  autre  droite  PM  qui  ne  dépend 
pas  de  a.  La  surface  S  qui  représente  l'intégrale  singulière  est  dès 
lors  le  lieu  des  droites  QM,  le  lieu  des  droites  PM.  Si  Ton  cherche 
son  équation  en  la  considérant  comme  le  lieu  des  droites  QM 
définies  par  l'avant-dernière  équation  et  par  la  précédente,  on  a 
d'abord  (en  éliminant  aa  -+-  g) 

( mb  -\-  a)z  —  m(mb  -t-  a)(x  —  a.)  y  ■+-  mfa  ■+-  mh  —  h :  =  o 
ou 

(mb  -t-  a)(z  —  mxy)  -h  moi  [(mb  -t-  a)y  -4-  /]  -+-  mh  —  k  =  o, 


et  comme  on  peut  écrire 

m  b  a  —  c 
x  =  - 

mb  -+-  a 

l'élimination  de  a  donne 


on  (mb  -l-  a)x  +■  g  =  mbz, 


b(mb  -H  a)(z  —  mxy) 

■+■  [(mb  h-  a)x  -+-  g]  [(mb  ■+■  a) y  +/]  -t-  mbh  —  bk  =  o, 

ou,  en  tenant  compte  de  (8)  et  en  divisant  par  mb  -+-  a, 
axy  -\-bz  -t-  fx  -+-  g  y  -+-  h  =  o, 

m  disparaissant.  On  obtient  donc  l'intégrale  singulière  en  égalant 
à  zéro  le  numérateur  de  l'équation  (7). 

Cette  équation  est  celle  d'une  quadrique  S  passant,  comme  on 
I  ;i  supposé  au  début,  par  les  arêtes  CA  et  CB  du  tétraèdre  de 
référence.  Cette  même  surface,  considérée  au  point  de  vue  tan- 
gentiel,  représente  l'intégrale  singulière  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  fournie;  par  la  transformation  de  Legendre;  elle  est 
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l'enveloppe  des  plans  tangents  aux  surfaces  (i4)  °,u>  correspondent 
à  la  valeur  t—o  du  paramètre  dans  les  formules  (i5)  et  (16), 
plans  m  de  la  figure;  son  équation  tangentielle  est 

bqp  -+-  ar  -+-  fq  -+-  gp  -h  k  =  o. 

9.  La  quadrique  S  dont  les  équations  ponctuelle  et  tangentielle 
sont  les  équations  (\/\)  et  (16),  et  qui  représente  une  intégrale 
complète  particulièrement  simple,  peut  être  définie  géométrique- 
ment en  partant  de  la  quadrique  S  qui  représente  l'intégrale 
singulière.  Si  l'on  prend  sur  la  quadrique  S  un  point  M,  et  si  MP 
et  MQ  sont  les  deux  génératrices  issues  de  M,  parmi  les  quadriques 
en  nombre  simplement  infini  qui  contiennent  le  contour  quadran- 
gulaire  CPMQ,  il  s'en  trouve  une  qui  est  une  intégrale  com- 
plète S;  elle  est  caractérisée  par  le  fait  suivant  :  deux  qua- 
driques S,  correspondant  aux  valeurs  a,  et  (3l5  a2  et  (32  des  para- 
mètres a  et  (3,  ont  en  commun  les  deux  droites  CA,  CB,  et  se 
coupent  encore  suivant  une  conique  qui  passe  au  point  G;  en 
effet,  si  l'on  retranche  membre  à  membre  les  équations  (i4)  de  ces 
deux  quadriques,  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

\x  -+-  Bjk  -+•  G  ==  o, 

sans  terme  en  z.  On  retrouve  donc  bien  les  quadriques  S  du 
théorème  énoncé  en  commençant. 

Relativement  aux  faits  signalés  au  n"  3  («,  b,  c,  ci),  nous  pou- 
vons montrer  ici  que  la  trace  sur  le  plan  cl  du  plan  k  d'une  conique 
caractéristique  et  la  droite  qui  joint  le  point  C  au  sommet  K  du 
cône  correspondant  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux 
droites  CA  et  CB;  la  première  est  en  effet  dans  le  plan 

x  _  y 

T         5  ' 

et  la  seconde  est  dans  le  plan 

8  a?  -H  y  y  =  o. 

Observons  encore  que  l'on  peut  choisir  comme  quadrique  S0, 
à  laquelle  les  caractéristiques  sont  osculatrices,  celle  cpii  corres- 
pond aux  valeurs  a  =  o,  (3  ==  o.  Elles  sont  d'ailleurs  osculatrices  à 
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la  quadrique  qui  a  pour  équation 

2 

xy  =  —  • 
m 

10.   Pour  établir  les  formules  (i3)  et  (i4)>  on  a  dû  supposer 
mb  -\-  a^é  o;  examinons  l'hypothèse 

mb  -+-  a  =  o,  m  =  — ; —  • 

b 

L'équation  (7)  devient 

a{axy  ~\-bz-\-  fx  -4-  g  y  -+■  h  )  -+-  b  (  67/?  -4-  ar  -+-  fq  ■+-  gp  -4-  k  )  =  o, 

ou,  en  remplaçant  z  +  r  par  /?#  -h  qy,  et  a/ï  +  &A-  par  fg, 

(bq  -+-  ax  -h  g)(bp  -h  ay  -}-f  )  =  o; 

elle  se  décompose. 

Mais  voici   un  autre   point  de  vue.  L'équation  (7)  étant  écrite 
dans  le  cas  général  sous  la  forme 

m(a.ry  -+■  bz  -4-  fx  -4-  g  y)  —  (bqp  ■+■  ar  -h  fq  -+-  gp)  -4-  G  =  o, 

où  G  est  une  constante,  si  l'on  cherche  à  déterminer  A  et  k  de  ma- 
nière à  obtenir  la  forme  (7),  on  doit  avoir 

mh  —  k  =  G, 
ah  +  bk=  fg, 

et  l'on  obtient  pour  h  et  k  des  valeurs  finies  si  mb -+- a  n'est 
pas  nul.  Lorsqu'on  suppose  m6-4-rt  =  o,  on  doit  garder  la  rela- 
tion sous  la  forme  ci-dessus,  avec  C  quelconque;  elle  devient 
naturellement 

(«7)  (bq  +  ax-h  g)(bp-hay-ï-f)  =  C 

On  a  encore  les  formules  (1  1)  et  (12), 

q  =  m(x  —  a), 

P  =  m(y  —  P), 
d'où  le  système  différentiel 

dx       _       dy       /       «7^ 
\        a  1 


a%-hg       ap-j-/V       a)' 
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cela  donne  (sans  introduire  ici  la  variable  auxiliaire  t) 

(18)  — ^-T  =  *> 

(19)  z  =  m(x  —  a)(jK—  p) -H  p, 

avec  m  =  — 7—  ;  l'équation  elle-même  fournit  entre  a  et  (3  la  rela- 
tion 

(20)  (aa  +  ^)(aj}  +  /)  =  C'; 

on  a  encore  une  intégrale  complète,  avec  deux  paramètres  a  et  lu, 
des  caractéristiques  avec  trois  paramètres  a,  pi,  A.  Les  quadriques 
qui  représentent  l'intégrale  complète  contiennent  les  droites  CA 
et  CB,  et  la  seconde  conique  d'intersection  de  deux  quelconques 
d'entre  elles  passe  au  point  G;  elles  ont  encore  une  autre  pro- 
priété, exprimée  par  la  relation  qui  lie  a  et  [3.  L'une  de  ces  qua- 
driques étant  choisie,  de  sorte  que  a  et  8  sont  déterminés,  les 
plans  k  des  caractéristiques  (qui  passent  tous  au  point  C)  sont  les 
plans  qui  passent  parla  droite 

x  y 

t  —  o,         - 


[>  +  / 


située  dans  le  plan  CAB;  le  point  M  du  cas  général  est  ici  au 
point  C.  En  même  temps,  les  sommets  K  des  cônes  caractéris- 
tiques (qui  sont  tous  dans  le  plan  d)  sont  situés  sur  la  droite  qui 
est  la  conjuguée  harmonique  de  la  précédente  par  rapport  à  CA 
et  CB;  le  plan  m  est  ici  le  plan  cl. 

III. 

11.  L'équation  (7)  est  un  exemple  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  donnant  lieu,  dans  des  cas  particu- 
liers, aux  diverses  singularités  qui  se  présentent  dans  les  rela- 
tions mutuelles  des  caractéristiques  et  des  développables  caracté- 
ristiques. 

Lorsque  a  et  b  sont  différentes  de  zéro,  les  caracléristiques  et 
les  développables  caractéristiques  dépendent  les  unes  et  les  autres 
de  trois  paramètres,  et  se  correspondent  une  à  une. 

Si  l'on  suppose  b  =  o,  l'équation  (7)  est  linéaire  et  il  n'en  est 
plus  ainsi.  Ce  fait,  qui  se  présenterait  de  lui-même  en  appliquant 
le  traitement  ordinaire  des  équations  linéaires,  se  retrouve  aisé- 
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ment  sur  les  relations  (i3)et  (i4),  <|m'  '  on  Pe,lL  remplacer  pais 
les  suivantes  en  modifiant  (i4)  d'après  (i3)  : 

g  f  z         m  h  —  A 

x-+-  -         Y  ■+■—         XV 

.      .  a  a  J         m  ma 

Y  o  8«  ■+■  YP 

les  deux  constantes  a  et  ^  ne  figurant  ici  que  par  la  combinaison 
oa  +  y[ï,  les  coniques  caractéristiques  dépendent  seulement  de 
deux  paramètres. 

Examinons  les  choses  de  plus  près.   L'équation  (7)  devient,  en 
observant  que  la  relation  (8)  donne  ah  =■  fg, 

\_  (ax  +  g)(ay-hf)  _  J_. 
a    fq  -h  gp  -f-  A"  -+-  ar         m  ' 

en  égalant  le  dénominateur  à  o,  on  a  l'équation  d'un  point  M  dont 
les  coordonnées^,^-,  z,  t  sont 


S 

-f 

k 

a 

a 

a 

en  égalant  le  numérateur  à  o,  on  a  les  équations  des  deux  plans  p 
et  q  qui  se  coupent  suivant  CM.  Si  l'on  prend  le  point  de  vue  du 
paragraphe  I,  au  lieu  d'une  quadrique  ï,  il  faut  donc  se  donner 
deux  droites  fixes  CA.,  CAS  et  un  point  fixe  M.  Pour  obtenir  les 
quadriques  S,  on  mène  des  couples  de  droites  MP,  MQ  dans  les 
plans  MCA,  MCB,  et  l'on  opère  comme  dans  le  cas  général. 
Chaque  caractéristique  est  obtenue  par  une  infinité  de  qua- 
druples S;  les  plans  k  de  ces  caractéristiques  passent  par  la  droite 
fixe  <>M;  elles  rencontrent  cette  droite  fixe  en  deux  points  fixes, 
à  savoir  le  point  C,  où  elles  son!  tangentes  au  plan  d,  et  le 
point  M;  elles  sont  ose  ulatriees  en  C  à  une  même  quadrique  qui 
est  l'une  quelconque  des  quadriques  S.  Les  formules  (21)  les 
définissent  analogiquement;  le  numérateur  du   troisième  rapport 

peut  s'écrire,  en  remplaçant  //  par  —  > 


*   S) 


k 


pour  /  =  O,  OU  obtient   le  point   M.  On  peut  prendre  comme   qui- 
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drique  S0  la  quadrique 


/, 


*y-Q) 


cela  revient  à  faire  a  =  o,  [î  =  o  dans  l'équation  (i4)l  plus  sim_ 
plement,  les  coniques  caractéristiques  sont  osculatrices  à  la  qua- 
drique qui  a  pour  équation 

z 
xy  =  —  • 
J         ni 

En  même  temps,  chacune  de  ces  caractéristiques  est  associée  à 
une  infinité  de  développables  caractéristiques  qui  correspondent 
aux  quadriques  S  passant  par  la  caractéristique.  Si  l'on  écrit, 
avec  (3'  et  a', 


y  h m  [se  y 

a  a  \  J         a1  I 


Y  o  —  (op'-4-Y°0 

on  voit  que,  la  caractéristique  étant 


|        y+l       m(xy~ 


=  t, 


y  o  o 

les  développables  caractéristiques  correspondantes  sont  fournies 
par  la  relation 

(R')  oj3'  +  y*'-+-°  =  °. 

qui  lie  (3'  et  a'. 

12.  Si  l'on  suppose  a  =  o,  l'équation  aux  dérivées  partielles 
donnée  par  la  transformation  de  Legendre  est  linéaire,  et  l'on  a 
des  résultats  corrélatifs  des  précédents.  Les  formules  (i5)  et  (16) 
donnent,  en  modifiant  (16)  d'après  (i5), 

g  f  r         ni  k  —  li 

'         b                  b         -"          m              ni  b 
(22)  = 5 —  =  sjr, ; =  mt, 

de  sorte  que  les  développables  caractéristiques  dépendent  seule- 
ment de  deux  paramètres. 
L'équation  (7)  devient 

i_     (!><!  -+-  g)(bp->r  f)     _       _I__ 

b  J  x  ~t-  S  y  +  A+6^  ~  ni  ' 
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en  égalant  le  dénominateur  à  o,  on  a  l'équation  d'un  plan  m; 
en  égalant  le  numérateur  à  o,  on  a  les  équations  des  deux  points  Q 
et  P.  Si  l'on  prend  le  point  de  vue  du  paragraphe  I,  au  lieu  d'une 
quadrique  S,  il  faut  se  donner  deux  droites  fixes  CA,  CB  (mieux  : 
d,  b  et  d,  a)  et  un  plan  fixe  ni.  Pour  obtenir  les  quadriques  S, 
on  mène  dans  le  plan  m  des  couples  de  droites  passant  par  les 
points  fixes  P  et  Q,  et  l'on  opère  comme  dans  le  cas  général. 
Chaque  cône  caractéristique  est  oblenu  par  une  infinité  de  qua- 
driques S;  les  sommets  K.  de  ces  cônes  sont  sur  la  droite  fixe  PQ 
(mieux  :  d,  m)  ;  ces  cônes  sont  tangents  à  deux  plans  fixes  passant 
par  PQ,  à  savoir  le  plan  d  qu'ils  touchent  au  point  C,  et  le 
plan  m;  .... 

En  même  temps,  chacun  de  ces  cônes  est  associé  à  une  infinité 
de  coniques  caractéristiques,  qui  correspondent  aux  quadriques  S 
inscrites  au  cône.   Si   l'on  écrit,  avec  a  et  [3,  et  en  remplaçant  A" 

f et 

paiy-  pour  avoir  une  forme  plus  élégante, 

1  +  Z       *>+{       m'(pi-lï. 

Y  ô  _(3a-HTp)  -""' 

on  voit  que,  la  développable  étant 


hî) 


9  +  ï       F  +  ï       m  iPq  -  bï 


Y  ô  0' 

les  coniques  caractéristiques  correspondantes  sont  fournies  par  la 
relation 

8a  -i-  y[3  -+-  0'=  o 
qui  lie  a  et  fi. 

13.   Reste  le  cas  très  particulier  où  a  et  b  sont  nuls  tous  deux. 
Ici,  comme  au  n°  10,  ou  doit  considérer  l'équation 

/(q  -  mat)  -+-  g(p  —  my)  =  C, 

m  étant  d'ailleurs  quelconque  :  nous  prendrons,  pour  simplifier  les 
calculs, 

( ">3  )  /(  q  —  mx)  -+-  g(jp  —  my)  =  o. 

L'équation   étanl   linéaire,  el   restant    linéaire  quand  on  prend 
comme  variables  />  et  </  avec  x=  -j-,  y  =  -A  on   pourrait  em- 

•  (y;      <*  Ô(J  » 
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ployer  le  système  différentiel 


dx        dy        dz 

dp 

dq 

dr 

"F  =  "Q"  =  "R~  = 

^X  = 

—  Y 

-Z 

Nous  conserverons  le   système  différentiel  déjà  employé,  qui  est 

ici 

dx        dy         dq    dp 

~  ~  ~7  ~  mg  ~  >nf 

dz  =  p  dx  ■+-  q  dy, 

et  nous  ['étudierons  directement.  On  a  d'abord 

q  =  m(x  —  a),         p  =  m(y  —  $), 

avec  la  condition 

/«  H-  S  P  =  o, 

la  constante  C  étant  nulle.  On  a  ensuite 

(24)  fx  —  gy  =  \  z  =  may-4-ji, 

^x  +  aj  étant  proportionnel  à  fx —  gy,  donc  constant.  On  en 
déduit 

(25)  fq-gp  =  \',  r=  —qp  +  p', 

avec 

ml  —  X'=  m(fa  —  g$), 
|i-f-  {*'  =  —  map, 

et  la  condition  fa  -f-  »  [j  =  o  donne  la  relation 

(26)  (ml  —  X')2—  $mfg(y.—  u.')  =  o. 

Les  coniques  caractéristiques  dépendent  de  deux  paramètres  \ 
et  u.,  les  cônes  caractéristiques  dépendent  de  deux  paramètres  )/ 
et  ut.';  pour  une  conique  et  un  cône  qui  se  correspondent,  on  a  la 
relation  (26). 

En  remplaçant  $x-\-a.y  par  une  constante  dans  l'équation  de 
la  quadrique  S,  on  a  obtenu  (24)  une  quadrique  unique  pour 
chaque  caractéristique;  on  a  de  même  (20)  une  quadrique  unique 
pour  chaque  cône;  l'une  de  ces  quadriques  ne  détermine  pas 
l'autre. 

Les  plans  k  des  coniques  caractéristiques  passent  par  une  droite 
fixe  issue  du  point  G  dans  le  plan  d;  les  sommets  K.  des  cônes 
caractéristiques  sont  sur  une  droite  fixe  qui  est  la  conjuguée  har- 
monique de  la  précédente  par  rapport  à  CA  et  CB. 
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Une  conique  et  un  cône  étant  choisis,  on  peut  calculer  a  et  ^ 
par  les  équations 

et  avoir  p  et  q  d'après  x  et  y.  Si  l'on  a  pris  a' =  —  u  (auquel  cas 
les  deux  quadriques  ci-dessus  sont  identiques),  on  a 

X'  =  mX,        a  =  o,         (3  =  o,        ?  =  mar,        />  =  my. 

IV. 

14.  Si  l'on  excepte  le  cas  où  a  et  b  sont  nuls  tous  deux,  l'équa- 
tion (7)  se  ramène  aisément  à  la  forme  canonique 

axy  -4-  bz  _    1 


(27) 


6<7/> 


Lorsque  a  et  b  sont  différents  de  zéro,  le  sommel  1)  du  tétraèdre 
est  alors  un  point  de  la  surface;  S,  le  plan  DAB  ou  c  est  le  plan 
tangent  en  D  ;  si  a  est  nul,  avec  b  ^  o,  ce  qui  donne  l'équation 

(28)  qp  =  "i  z, 

le  plan  c  est  le  plan  m  dont  on  a  parlé  au  n"  12,  le  point  D  est  un 
point  de  ce  plan  ;  si  b  est  nul,  avec  a  ^é  o,  ce  qui  donne  l'équation 

(29)  xy=m'rt 

le  point  D  est  le  point  M  dont  on  a  parlé  au  n"  11,1e  plan  c  est  un 
plan  passant  par  ce  point. 

Par  exemple,  tant  que  l>  n'esl  |>as  nul,  on  peut  poser 

bz  +  fx-»rgy+  h  =  b7,, 

ce  qui  revient  à  garder  les  plans  de  référence  a,  b,  à  prendre 
comme  nouveau  point  I)  le  second  poinl  OÙ  la  droite  (a,  b)  ren- 
contre la  surface  1\  ...  ;  <lc  même,  tant  que  a  n'esl  pas  nul,  on 
peut  garder  les  sommets  de  référence  A.  Il,  prendre  comme  nou- 
veau  plan   c  le  second   plan   tangent   à   la  surface  S  mené   par  la 

droite  AH 

M, us,  lorsque  <t  et  l>  sont  nuls,  il  non  est  plus  de  même,  et  c'est 
l'une  (les  raisons  pour  lesquelles  on  ne  s'est  pas  contenté  de  consi- 
dérer la  forme  canonique  (    ~ 
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CONTRIBUTION  AU  PROBLÈME  DE  LA  REPRÉSENTATION  UNIFORME 
DES  SURFACES; 

Par  M.   Georges  Rémoundos. 

1.  U  esl  bien  connu  que  le  problème  de  la  représentation 
unilorme  des  courbes  à  l'aide  de  fonctions  uniformes  n'ayant  que 
des  points  singuliers  essentiels  isolés  est  complètement  résolu.  La 
solution  définitive  est  due  à  M.  Picard  [Bulletin  des  Sciences 
mathématiques  et  Acta  mathematica,  t.  XI,  1 883),  qui  a  démon- 
tré que  seulement  les  courbes  de  genre  zéro  et  un  sont  suscep- 
tibles d'une  telle  représentation. 

Un  problème  analogue  se  pose  pour  les  surfaces,  c'est-à-dire  : 
Trouver  toutes  les  surfaces  telles  que  les  coordonnées  x,  y,  z 
puissent  sy exprimer  par  trois  fonctions  uniformes  de  deux  va- 
riables complexes,  ayant  partout  à  distance  finie  le  caractère 
d' une  fonction  rationnelle. 

En  d'autres  termes,  ces  fonctions  doivent  être  uniformes  et 
algébroïdes  partout  à  distance  finre,  et  peuvent  s'appeler  aussi 
méromorphes,  comme  dans  le  cas  d'une  variable  indépendante. 
Ce  problème,  qui  est  très  difficile,  a  été  proposé  par  l'Académie 
des  Sciences  de  Paris  (grand  Prix  des  Sciences  matbématiques 
pour  l'année   igio). 

Je  me  propose  d'exposer  ici  quelques  résultats  concernant  une 
classe  de  surfaces  pour  lesquelles  la  possibilité  d'une  représenta- 
tion uniforme  méromorphe  se  ramène  à  la  possibilité  d'une  même 
représentation  pour  une  surface  de  la  forme 

«'=  <*(x,y) 

ou    bien   entraîne  pour  cette   surfaee   une  représentation   remar- 
quable   à  points    critiques,    appartenant    à     un    ensemble    déter- 


2.   Supposons  que  la  surface 
(i)  f(x,y,*)  =  <*f>(x,y)-Jr*<*i{Xiy) 

-h  z2'Jî(t,  y)  ■+-.  •  .-+-  zV-a^r,  y)  =  o 


-  80  — 
soit  susceptible  de  la  représentation  paramétrique 

(2)  fr=M|(B,c)i        y  =  Mt(u,  v),        *  =  M8(a,  i»), 

les  fonctions  M,(m,  t>),  M2(u,v),  M3(w,  v)  étant  uniformes 
entières  (c'est-à-dire  développables  en  série  de  Tavlor  partout  à 
distance    finie).    Supposons  que    la   fonction  <r,  (#,y)   soit  nulle 

•  1  1  •  a3(x,y)  <ti(x,  y)  <Ja(x,y) 
identiquement  et  que  les  quotients  : — ,  — -, r>  •  •  •  »  -£- 

soient  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  x  et  y,  et  posons 

(3)  <r,=  CT0A3O,  7),         <j4=<T0A4(;r,7),  ...,         ff^  =  <t0  A^x,  y). 
Alors,  l'équation  de  la  surface  prend  la  forme 

(4)  Jo(*,/)  +  (i|(r,  y)z*-h<70(T,  y) 

X  [A,(x,y)z*-h  Av(  a-,  7)  5l  +  . .  .+  A^O,  jk)  al1]  =  0 

ou  bien 

(5)  q0(u,  v)  +  gt(ut  v)z*-+-q0(u,  v) 

x  [B3(u,  v)z*  -H  B4(  u,  v)z*>  -+-...-+-  By.(u,  v)zP]  =  o, 

si  nous  faisons  dans  la  première  la  substitution  j7  =  M,(m,  p), 
y  =  M2(u,  p);  les  fonctions  entières  <jr0  («) '')>  ^(m,  ^),  Bj(f(,^) 
sont  celles  que  nous  obtenons  en  faisant  la  substitution 
x  =  M,(u,  v),  y  =  M2(u,v)  dans  les  polynômes  ?0(x}y), 
<r2(x,y),  hi{x,y). 

Cela  posé,  supposons  que  le  système  algébrique 

(6)  a0(.r,  y)  =  o,         <r,(a-,  y)  =  o 

n'admette  aucune  solution;  alors,  il  en  sera  de  même  du  système 

(7)  <7o(".  (')=°,  gr2(u,   f)  =  0, 

parce  que,  si  le  second  avait  la  sol  11  lion  U=  //„,  P==  <>0>  1°  premier 
admettrait  la  solution 

ar  =  5-0=  M,(  11,,.  c0),         j/  =  y0=  i\I2(«0,  »'o)- 

Considérons  une  solution  //  =  u0,  v  =  vQ  de  l'équation 

(8)  <7o(»,  t')  =  o; 

à  ces  valeurs  des  //  et  p  ne  correspond  que   la  valeur   s  =  o  de  la 
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fonction  z  =  M;j(m,  p),  comme  il  résulte  de  l'équation  (5),  qui  est 
évidemment  satisfaite  par  cette  fonction.  Ecrivons  maintenant 
l'équation  (5)  sous  la  forme 

(9)  /?(>(",  v)  =  z\J—  q2(u,  v)  —  q0(u,  P)[B,«  +  Btî»  +  ...+  B^-*], 

et  remarquons  que  le  second  membre  de  celle  égalité  devient 
pourz  =  0(w,  v)  une  fonction  uniforme  dans  le  voisinage  de  u=  u0 
et  v  =  r0,  parce  que  d'une  part  nous  avons 

?oOo,  "0)  =  o,         qî(u0,  v0)^o, 

et  d'autre  part  les  2,  B3,  B/(,  .  . . ,  B^  sont  des  fonctions  entières  des 
a  et  pet  ne  prennent  que  des  valeurs  finies  à  distance  finie.  Il  en 

résulte  que  le  premier  membre  yq0('t,  v)  sera  aussi  uniforme  dans 
le  voisinage  de  u  =  u0  et  v  =  v0  ;  par  conséquent,  l'annulation  de 
la  fonction  q0(u,v)  ne  comporte  aucune  singularité  critique,  et, 
comme  la  même  fonction  est  finie  à  dislance  finie,  nous  en  con- 
cluons que  chaque  branche  de  la  racine  \Jqo(u,  v)  est  une  fonction 
partout  uniforme  (dans  tout  le  plan  de  u  et  de  t>),  et,  par  consé- 
quent, chaque  branche  est  une  fonction  entière  (partout  régu- 
lière). 

Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion  finale  que  la  surface 

(10)  *i=Mx,jr) 
admet  aussi  une  représentation  uniforme 

x  =  M1(u,v),        y  =  M2(u,v),        z  —  H(«,  v), 
H(«,  v)  étant  une  nouvelle  fonction  entière. 

3.    Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant,  concernant  toutes 
les  surfaces 

ayant  les  trois  propriétés  suivantes  : 

1"  La    dérivée    partielle   j^x^y^z)   est    identiquement    nulle 
pour  z  =  o;  20   le  système  formé  par  les  deux  équations 

/(a?,  y>  o)  =  o,       /."(a\  y,  o)  =  0 
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n'admet  aucune  solution;  3°  les  quotients 

/-™ ( ar, y ,  o  )         fl.ï{x,y,o) 

sont  des  polynômes  entiers  par  rapport  à  x  et  y. 

Théorème.  —  67  a/ie  *e//e  surface  admet  une  représentation 
uniforme  à  C  aide  de  fonctions  entières 

af  =  M,(u,  c),        /=  Mg(w,  c),        «  =  M,(b,  c), 
e7  e/t  est  de  môme  de  la  surface 

-2  =  f(x,y,  °)> 

^ttl  admet  la  représentation  paramétrique 

x  =  M, (m,  i>),        /=Mj(b,p),        a=H(a.  o), 

la  fonction  1I(//,  e)  étant  aussi  entière. 

Il  est  bien  entendu  que  les  trois  restrictions  ci-dessus  imposées 
à  L'équation  de  la  surface  peuvent  être  vérifiées  pour  une  valeur 
quelconque  de  z,  puisque  toute  valeur  se  ramène  à  la  valeur  ;  =  o 
par  une  transformation  qui  ne  change  pas  la  nature  de  la  repré- 
sentation paramétrique. 

i.i   M  r,  U.ISATIOHS. 

4.  On  comprend  bien  l'intérêt  du  théorème  ci-dessus  énoncé,  si 
l'on  tient  compte  de  ce  que  le  problème  de  la  représentation  uni- 
forme des  surfaces  algébriques  n'a  pas  encore  eu  de  solution 
complète.  Nous  ne  connaissons  pas,  en  effet,  toutes  Les  surfaces 
algébriques  susceptibles  d'une  représentation  uniforme  à  l'aide  de 
fonctions  méromorphes  ou  entières;  en  dehors  des  surfaces  hyper- 
elliptiques  et,  en  général,  des  surfaces  de  M.  Picard  [voir 
Ë.  Picaro,  Théorie  des  fonctions  algébriques  de  deux  variables 
indépendantes,  i.  II.  p.  [65,  noie  IJ,  jouissant  de  la  propriété 
d'être  satisfaites  par  des  fonctions  uniformes  méromorphes  appar- 
tenanl  à  une  classe  de  transcendantes  nouvelles  [  Voir  aussi  :  .  \cta 
mathematica,  i.  XVIII  et   Wlll.  Sur  une  classe  <lc  iranscen- 
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dantes  nouvelles]  découvertes  par  M.  Picard,  nous  ne  savons  pas 
s'il  en  existe  d'autres;  a  priori,  donc,  il  faut  étudier  le  problème 
de  l'existence  de  surfaces  algébriques,  susceptibles  d'être  satis- 
faites par  trois  fonctions  uniformes  entières. 

Considérons  maintenant  le  cas  général  où  les  polynômes  <J0(x,y) 
et  <*2{x,y)  \_voir  l'équation  (4)  de  la  surface]  peuvent  s'annuler 
simultanément  par  quelques  systèmes  de  valeurs  de  xety,  par 
exemple,  par  (^0,y0),  (x^y^,  (x2,y2),  •••',  dans  ce  cas,  nous 
ne  pouvons  pas  conclure  que  la  surface 

(ii)  s»=*„(a?,^) 

est  aussi  susceptible  d'une  représentation  paramétrique  uniforme 
à  l'aide  de  fonctions  entières;  mais  la  théorie  exposée  dans  ce 
travail  nous  permet  d'obtenir  un  théorème  général  comprenant 
comme  cas  particulier  celui  que  nous  avons  énoncé  dans  le  Cha- 
pitre précédent. 

Théorème  général.  —  Si  nous  appelons  (E)  l'ensemble  des 
solutions  par  rapport  à  u  et  v  des  systèmes  algébriques 

(  a?0=  M^m,  t>),         X)=  M[(«,  c),         x<>  =  Mt(u,  v),         . . ., 
(12)     { 

(  Jo  =  M,(a,  v),        yt  =  M2(w,  v),        y2  =  M2(m,  v), 

la  surface  (11)  est  susceptible  de  la  représentation  paramé- 
trique suivante  : 

a?  =  M|(«,e),        y  —  M2(w,  v),         z  =  P(u,v), 

où  la  fonction  P(u,  v)  ne  saurait  avoir  d'autres  singularités 
critiques  que  les  valeurs  de  u  et  v  appartenant  à  l'en- 
semble (E). 

Pour  nous  rendre  mieux  compte  de  l'intérêt  de  cette  générali- 
sation, posons 

u  =  «[-+-  iu2,         v  =  v  1  -+-  iv-i, 

et  remarquons  que  les  variables  réelles  u{ ,  w2,  vt ,  p2  peuvent  repré- 
senter les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  à  quatre  dimensions; 
ainsi,  à  chaque  système  de  valeurs  de  u  et  v  correspond  un  point 
de  l'espace  à  quatre  dimensions.  L'utilité  du  théorème  général 
lient  à  ce  que  l'ensemble  (E)  est  dénombrable,  tandis  que,  en 
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général,  l'ensemble  des  points  singuliers  d'une  fonction  z  =  J(u,  r), 
déterminée  par  une  équation 

-s2=  <Po(*,.r)> 

où  l'on  remplace  les  x  et  y  par  des  fonctions  quelconques  des  u 
et  i>,  est  continu. 

5.   Nous    tenons  à    citer   aussi   une   autre   généralisation   d'une 
autre  espèce. 

A  cet  effet,  considérons  une  surface  ayant  comme  équation 

M*>y)  +  <*,„(*, /)-'"  + <wi(*,  j)*"'+l-t-...+  M;r,7)^=  ° 

el  admettant  une  représentation  paramétrique  à  l'aide  de  fonctions 
uniformes  entières 

x  =  Mt(u,v),        y  =  M2(m,  t>),        z  =  M3(u,  v). 

Si  nous  supposons  que  le  système  algébrique 

»o(a?ijr)  =  o»        <*/«(^,.r)  =  () 

n'ait  pas  de  solutions,  notre  théorie  exposée  dans  Le  Chapitre  pré- 
cédent montre  d'une  façon  identique  que  la  surface 

z'"  =  <j0(x,y) 

admettra  aussi  une  représentation  paramétrique  de  même  nature, 

x=M,(u,  e),        y  =  Mt(u,v),         z  =  U(u,v), 

H(«,  r)  désignant  une   nouvelle  fonction   entière,  dans  le  cas  où 

.  .  <jm+,(x,y)     am+i(x,  y)  au.(&iy)  ,    i  i 

les  quotients         ,v   '</»         ,      'V'  •••>  -£ — *J  sont  des  poly- 

nomes  par  rapport  à  ./  et  >'. 
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L'ÉTUDE  DES  NOYAUX  RÉSOLVANTS; 
Par  M.  T.   Lalesco. 

1.  Historique.  —  L'étude  approfondie  des  noyaux  résolvants 
a  été  commencée;  immédiatement  après  l'apparition  des  Mémoires 
de  M.  J.  Fredholm  dans  un  travail  remarquable  de  M.  J.  Plemelj  (  '  ) 
qui  est  parvenu  à  la  découverte  des  fondions  biorthogonales  que 
nous  appellerons  fondamentales  et  qui  constitue  un  des  éléments 
essentiels  du  problème. 

Un  second  élément  important  et  utile  aussi  comme  instrument 
de  recherche,  la  notion  des  noyaux  orthogonaux,  a  été  introduit 
et  utilisé  simultanément  par  MM.  E.  Goursat(2)et  B.  Heywood  (3). 
Dans  le  Mémoire  de  M.  E.  Goursat,  la  question  se  trouve  élucidée 
définitivement.  M.  B.  Heywood,  par  une  méthode  d'identification 
directe,  étudie  d'une  façon  complète  la  représentation  de  la  partie 
caractéristique  à  l'aide  d'un  groupe  de  fonctions  biorthogonales 
que  nous  appellerons  principales  et  qui  sont  en  général  distinctes 
des  fonctions  fondamentales.  Mais,  comme  l'a  déjà  montré 
M.  E.  Goursat,  les  fonctions  principales  sont  seulement  intermé- 
diaires; ce  sont  les  fonctions  fondamentales  qu'il  faut  mettre  en 
évidence,  parce  qu'elles  apparaissent  comme  fonctions  principales 
canoniques  et  qu'elles  contiennent  aussi  le  système  des  solutions 
fondamentales. 

Dans  ce  Mémoire,  je  me  propose  de  reprendre  la  méthode  1res 
simple  de  M.  B.  Heywood  et  montrer  comment  on  peut  la  com- 
pléter pour  résoudre  définitivement  le  problème;  la  question  des 
constantes  arbitraires  figurant  dans  l'expression  générale  de  la 
partie  d'un  noyau  relative  à  une  valeur  caractéristique,  y  est  aussi 

(')  J.  Plemelj,  Fredholmsche  Functionalgleichung  in  der  Potentialtheorie 
(Sitzb.  d-  k.  Akad.  der  Wissenscha/ten,  Wien,  mars  igo3)  et  Zur  Théorie  der 
Fredholmschen  Functionalgleichung  (Monatshe/te  fur  Math,  und  Physik, 
t.  XV,  p.  93-128). 

(2)  E.  Gouksat,  Recherches  sur  les  équations  intégrales  linéaires  (Ann.  de 
la  Fac.  de  Toulouse,  a*  série,  t.  X,  1908,  p.  5-98). 

(3)  15.  Heywood,  Sur  l'équation  fonctionnelle  de  Fredholm  (Journal  de  Ma- 
thématiques pures  et  appliquées,  1908). 
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résolue.  J'ajoute  enfin   un  critérium  pour   reconnaître  si  un    pôle 
est  simple  et  quelques  remarques  nouvelles. 

On  ne  supposera  connu  que  le  théorème  fondamental  de 
Fredholm  relatif  au  caractère  analytique  en  A  de  la  solution  d'une 
équation  intégrale,  dont  on  a  à  présent  des  démonstrations  intui- 
tives (')  et  la  formule  donnant  logD(X).  Le  second  théorème  de 
Fredholm  relatif  à  l'équation  homogène  ne  sera  pas  postulé;  on  en 
trouvera  au  contraire  une  démonstration  très  simple  valable  aussi 
pour  le  troisième  théorème  de  Fredholm. 

2.   Lemme.  —  Nous  aurons  besoin  du  lemme  suivant  : 

Toute  fonction  o{xy)  à  trace  finie  (2)  qui  vérifie  l'équation 

(i)  <f(xf)  =  j     y(xs)<f(sy)ds 

est  nécessairement  de  la  forme 

<?i(*)  tyi(y)  +  <?î(-r)  4**00  -+-•  •  ■+  <p«(*)  4^O0> 

les  fonctions  ^  et  ^  formant  les  deux  groupes  d'un  système 
biorthogonal. 

Remarquons  d'abord  que  la  trace  est  nécessairement  un  nombre 
entier  et  positif.  En  effet,  considérons  o(xy)  comme  noyau  d'une 
équation  intégrale  de  Fredholm;  en  vertu  de  la  relation  (i),  les 
traces  de  tous  ses  noyaux  itérés  sont  égales  entre  elles  et  égales  à 

?i  =  /     <f(ss)ds. 

On  aura  donc 

fX       X2  X"  1 

logD(X)  =  «pi[y  — -  +...-+.(_  i)»-i2_  _,_..    I  =(fllog(i-+-X); 

d'où 

(a)  D(X)  =  (n-X)?., 

ce  qui  montre  bien  que  cp,  est  un  nombre  entier  et  positif  n. 

(')  E.  (loi  usai'.  Sur  quelques  points  <le  /</  théorie  des  équations  intégrales 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  \\\\ii,  1910,  p.  i<)7-202). 

(J)  La  trace  d'une  fonction  N(xy)  est,  par  définition,   /      N  (ss)ds  (allemand, 

J  a 
Spur). 
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Cela  posé,  formons  la  fonction 

Elle  vérifie  aussi  (i),  mais  sa  Irace  est  n  —  i.  En  effet,  on  a 


1 


tçi(xs)yi(sy)d$ 

_  _  ?(a-Ki)  ?Oi  K)  _  <Pv>Ki  )  o(a-i.K)        (p(a?Ki)y(a7i7) 

TOiJi)  ?(^i/i)  TC^iJi) 

.  C3(a-y!)  co(a?i  y) 

=  *(*?)- •{;{;;;l)r)  =  *(*?)• 

La  Irace  est 

r" 

/     <p(xts)  o(syi)  ds 


b  i, 

/      <ft(ss)  cfc  =    /      o{ss)ds 
J  a  *J  a 


?(^i7i) 


On  peut  alors  appliquer  à  la  fonction  ce,  (^jk)  le  même  procédé 
qu'à  cp(;rjK),  de  sorte  qu'on  pourra  écrire  ®(xy)  sous  la  forme 

(3)      y(ry)  =  ?i(v)  ^,  (y)  +  <?2(x)  ^(y )+•■■  +  <?n(x)  ^n{y)  +  x(x?)' 

'/(xy)  étant  une  fonction  vérifiant  la  relation  (6)  mais  ayant  sa 
trace  nulle  ;  je  dis  maintenant  que  y(xy)  est  identiquement  nulle. 
En  effet,  son  noyau  résolvant  serait- — ^>  ce  qui  est  impossible, 
car  D(X)  =  i ,  comme  cela  résulte  de  (2)  en  faisant  C2t  =  o. 

Les  conditions  de  biorthogonalité  résultent  dès  lors  en  écrivant 
que  l'expression  (3)  vérifie  l'équation  (1).  On  doit  avoir 

2  */»(*)  ^p(y)  =2  cp,'(a7)  ^><{y)  I  ?*(*)?*(*)  ds< 

p  =  i 

ce  qui  met  bien  en  évidence  les  relations  de  biorthogonalité 
demandées. 

3.  La  paktie  caractéristique  d'un  noyau  résolvant  relative  a 
un  pôle.  —  Soit  A,  tin  pôle  d'ordre/»  du  noyau  résolvant  -)L(xy'k) 
de  l'équation  intégrale 

y(x)  —  \f     N(xs)tf(s)ds  =/(x). 


Dans  le  voisinage  de  X,  le  développement  de  OZ(xyX)  sera  de  la 
forme 

11  s'agit  d'étudier  la  forme  des  fonctions  z>p(xy).  Remplaçons 
pour  cela  le  développement  (4),  dans  l'équation  générale  des 
nojaux  résolvants, 

(5)  DL(xyl)-  3T>(a^}x)  =  (X  —  jjl)  f    DL(xsl)  2fc(syii)  ds, 

et  posons  pour  abréger  X,  —  X  =  h  et  X,  —  jjl  =  k;  on  oblient  en 
écrivant  tout  au  long 


^(^)(/^-^)+---+?i(-r^)(i-^)+2^(:r*r)(;i/'_/K'/*) 

ou,  après  simplification  par  k  —  h, 

-+-  2  4,#»(ay)[AP~i-+-^p~,+.-.-+-*p-1] 


P.7  =  « 


Zà     M   j    M**)<Mfr)* 


/'•v 
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Le  second  membre  de  (6)  contient  quatre  sommes  de  termes.  Si 
nous  considérons  d'abord  la  première  somme  dont  les  termes  con- 
tiennent h  et  k  à  la  fois  au  dénominateur,  elle  nous  donne  par  iden- 
tification avec  le  premier  membre  les  relations 


■r* 


(7)  <?p+q-\(*y)=     I        VP{XS)yq{sy)ds  (  P  +  9  =  m  +  '  )i 

•J  a 

tant  que  l'indice />  -\-q  —  i  existe,  c'est-à-dire  tant  que p-\-q  —  i  =  m, 
et 

(8)  /     y,,(xs)yq(sy)ds  =  o         (p  +  ?>m  +  i) 
•Ja 

pour  le  reste. 

Les  termes  des  secondes  et  troisièmes  sommes  du  deuxième 
membre  n'existant  pas  dans  le  premier,  on  aura  pour  tous  les 
indices 


(9) 


/  ?/>(»*) tyq{sy)ds  =  j  typ(a?s)fq(sy)ds  =  o, 


ce  qui  montre  dès  le  début  que  les  fonctions  G(xy\)  et  P(xy\) 
sont  orthogonales  pour  toute  valeur  de  /.. 

Enfin  la  quatrième  somme  nous  donne  les  relations 

typ+q-hi(&y)=  I    tyl,(xs)tyq(sy)ds. 

•J a 

Inversement,  les  relations  (7)  et  (8)  étant  remplies,  G(xy\) 
est  un  noyau  résolvant  à  lui  seul,  car  il  vérifie  dans  ces  conditions 
l'équation  générale  des  noyaux  résolvants;  il  est  par  conséquent  le 
noyau  résolvant  de 

qu'on  appelle  la  partie  du  noyau  relative  au  pôle  \{.  Le  reste 
V(xyo)  a  son  noyau  résolvant  P(xy"k)  régulier  pour  X  =  X, ,  et 
d'après  une  remarque  précédente  ces  deux  parties  sont  orthogo- 
nales entre  elles. 

Nous  avons  ainsi  introduit  la  notion  importante  de  partie  d'un 
noyau  relative  à  un  pôle  1,  et  montré  son  orlhogonalité  avec  le 
reste. 

Nous  avons  maintenant  à  étudier  spécialement  cette  partie. 
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A.  Fonctions  piunctpalks.  —  Pour  irouver  l'expression  générale 
des  fonctions  op(xy)  il  suffira  donc  de  résoudre  le  système  d'équa- 
tions (7)  et  (8)  qui,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  les  carac- 
térisent. 

Faisons-y  d'abord  p  =  q  =  1  ;  ceci  nous  donne  l'équation 

rh 

V\(xy)  —   I      o{(xs)  ^,(sy  ï  ds. 

Or,  puisque  la  trace  de  G(xy\)csl  finie,  celle  de  o,(xy)\e  sera 
aussi;  en  vertu  de  notre  lemine,  cette  fonction  sera  donc  néces- 
sairement de  la  forme 

f(xy)  =  <?\(x)<\>l(y)-h<?2(x)<!!>i(y)-+-...-i-<fn(x)<\in(y), 

les  fonctions  a  et '!/ formant  les  deux  groupes  d'un  système  biortbo- 
gonal.  Faisons  ensuite  <y=  2  el/>  quelconque,  et  inversement;  on 
obtient  les  relations 

(10)        <f,,+i(xy)  =   /     <fp(xs)yt(sy)ds  =  j     ui(xs)<o,,(sy)  ds, 
dont  la  première  pour/>=  1 

<p2(xy)=l     vi(xs)  <?2(sy)  ds  =   !     o.i(xs)ol(sy)ds 
**a  Ja 

nous  montre  que  o2{xy)  est  aussi  fonction  linéaire  des  ©  el  <b 
séparément.  On  aura  donc  nécessairement 

n 

(")  fo(ay)  =  S  «ut  lt(»)  $*{?)• 

i,  k  =  1 

Les  relations  (10)  nous  donnent  alors  les  valeurs  des  autres 
fonctions 

[   <?a  (ry)  =   I     <?t(rs)y,(sy)ds, 

l  J  a 

1  rb  rb 

(ll>x  j  ?»  ixX)  =  /     <?3(xs)<fi(sy)ds=   /     <tt{xs)yi(sy)ds. 

fm(xy)=J     <tm-t(xs)ot(sy)ds  =  fft(xs)ffm-t(sy)ds. 
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Je  dis  maintenant  que  les  antres  relations  (7)  sont  des  consé- 
quences de  celles-ci.  En  effet,  considérons  la  relation 


-iO/)=  /    ?#» 


<tP+v-i(xy)=  !     ol,{xs)<oq(sy)ds. 

*J  n 

Si  nous  remplaçons  (fp(xy)  par  sa  valeur  /  ®P-\  (xs)^2(sy)ds 
tirée  de  (1  i'),  on  obtient 

<?,,(xs)<i?2(st)<?q(ty)ds  dt  =   /     tfp-i(xs)<fv+i(sy)ds. 

On  peut  donc  augmenter  ou  diminuer  d 'une  unité  les  indices  p 
et  q;  l'application  répétée  de  cette  opération  réduira  donc  toute 
relation  (7)  à  l'une  quelconque  des  relations  (1  1'). 

De  même  prenons  le  second  groupe  (8)  ;  par  l'application  répétée 
de  la  même  opération,  on  pourra  rendre  toujours  un  des  indices 
égal  à  m;  nous  aurons  alors  les  m  —  1  identités 


L 


b 
<?,n(xs)yk(sy)ds  =  0         (k-=  2,  ...,  m), 


dont  la  première  seule 

(12)  J  <?m(xs)<f.2(sy)ds  =  o 

est  distincte;  les  autres  en  sont  des  conséquences.  En  effet, 
/     <om(xs)  <fk(sy)ds  —   I     ^m(xs)^(st)(f/,-.i(sy)dtds  =  o. 

J  a  <J a 

Pour  énoncer  simplement  les  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenus,  nous  dirons  d'abord  que  les  fonctions  cp  et  '|  forment 
un  système  de  fonctions  principales,  et  nous  remarquerons  ensuite 
que  les  formules  (1  1')  expriment  que  les  noyaux  <fk(xy)  (k  >>  2) 
s'obtiennent  à  partir  de  <p2(xy)  par  itérations  successives;  la 
condition  (12)  peut  enfin  s'énoncer  en  disant  que  le  (m —  ,)■<•'»<' 
noyau  itéré  de  ^2{xy)  est  identiquement  nul. 

On  peut  alors  résumer  les  résultats  obtenus,  sous  la  forme  sui- 
vante : 

a.   La  fonction  <?\(xy)  est  une  somme  de  produits  de  fonc- 
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tions  associées  nommées  principales  et  appartenant  à  un 
système  biorthogonal  fini;  on  a 

n 

/'  =  ' 

b.  La  fonction  o.2(xy)  est  une  forme  bilinéaire  des  fonctions 
principales;  on  a 

n 
i,k=i 

c.  Les  autres  fonctions  ^^(xy)  s' obtiennent  à  partir  de  '^^{xy) 
par  des  itérations  successives  ;  si  le  pôle  est  d'ordre  m, 
le  (m  —  !)>«">■■  n0yau  itéré  de  o.,(xy)  est  identiquement  nul. 

Réciproquement,  la  méthode  suivie  nous  montre  que  étant 
donné  un  système  biorthogonal  de  ip  fonctions  o  et  ■]/,  un  tableau 
de  constantes  |  «/*  |  tel  que  le  (n  —  i)»*"1»  noyau  itéré  ( m  <  n)  de 

ï.ai/tQi(x)<\n(y) 

soit  nul  identiquement,  la  fonction  G^)')  formée  avec  ces  clé- 
ments d'après  la  formule  (4)  sera  bien  la  partie  caractéristique 
d'un  noyau  relative  à  un  pôle  d'ordre  m. 

n 

5.   L'étude  directe  des  noyaux  de  i.\   forme    7  ap{x)bp(y); 

rang  d'une  valeur  caractéristique.  —  Nous  laisserons  pour  le 
moment  la  question  des  fonctions  principales,  et  nous  résumerons 
l'étude  directe  faite  par  MM.  E.  Coursai  (')  et  E.  Schmidt  (2)des 
noyaux  de  la  forme 

(i3)    N(ay)  =  at(x)  bt(y)  + . .  .4-  ap(x)  bp(y)  +  . .  .-|-a,,(a?)  ba(y), 

pour  l'utiliser  à  l'étude  du  noyau  G{(xy)  qui  est  de  celle 
forme. 


(')  E.  Gouhsat,  Sur  un  cas  élémentaire  de  l'équation  de  Fredholm(  Bulletin 
de  la  Société  mathématique  de  France,  1.  XXV,  1907,  p,  i<>;5— 1—3). 

(')    E.    Schmidt,    Entwickl.     willk.    /  unclionen,     II.    Teil     (Math.    Anna/en, 
I5d.,  LXIV,  p.  161-174). 
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L'équation  de  Fredliohn  s'écrira  dans  ce  cas 

(i4)    <?(x)  —  X         ax{x)  !     bx(s)<s>{s)ds 

Js*b  ~b 

'     bî(s)<p(s)ds  -K..-+- a „(.t)  !     b„(s)y(s)ds    =f(x). 
a  'a 

En  posant 
(i5)  kp  =   /     b,,(s)<?(s)ds, 

nous  voyons  que  o(x)  est  de  la  forme 

(i6)  epO)  =  f(x)  -+-  \[ki  ax{x)  -h  kt  a2(x)  -h. .  .-+-  k,t  an{x)]. 

Pour  déterminer  les  constantes  kp,  remplaçons  la  valeur  (16) 
de  <?{x)  dans  les  équations  (i5);  ceci  nous  donne  les  n  équations 
linéaires  à  n  inconnues 


(17)      hp—  X         ki  j     al{s)b,,{s) 

rb 

-+-  ^"2  /      a2(s)  b,,(s)  ds 
=  /    f(s)b})(s)ds, 


kn  i     an(s)  b,,(s)ds\ 


dont  le  déterminant  est 


D(X)  = 


1  — XaM        —  Xa,2 
—  Xa21      1  —  Xa22 


Xai/i 
Xa2n 


-Xc 


en  posant 


«  1        —  Xa„2 

b 


1  —  Xa„„ 


=    /     ap(s)  bq{s)ds. 


La  théorie  des  équations  linéaires  appliquée  au  système  (17) 
nous  permet  donc  d'énoncer  les  résultais  suivants  : 

a.  Si  le  déterminant  caractéristique  D(X)  est  ^é.  o,  le  sys- 
tème (17)  admet  un  seul  système  de  solutions;  donc  dans  ce  cas 
V équation  de  F redholm  admet  une  solution  et  une  seule  donnée 
par  l'expression  (16). 
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b.  Si  D(),,)  =  o,  ce  sont  les  équations  linéaires  (i  7)  homogènes 
qui  admettent  des  solutions.  Si  l'ordre  du  mineur  principal  du 
système  (17)  est  pour  X  =  X,  égal  à  /•,  les  constantes  A"  s'expriment 
linéairement  à  l'aide  de  /'  constantes  arbitraires  p,,  p2,  ...,  pr,  de 
sorte  que  (16)  donnera  pour  z>{x)  une  expression  de  la  forme 

tpO)  =  p,  ipi(a?)  -1-  pi  ?i(x)  +...+  pr  fr(x), 

et  les  fonctions  o,  (x),  cp2(.r),  ...,  cpr(.r)  sont  linéairement  indé- 
pendantes. 

Dans  ce  cas,  donc,  c'est  l'équation  homogène,  sans  second 
membre,  qui  admet/-  solutions  linéairement  indépendantes. 

Les  fonctions  'fp(x),  (p  =  1 ,  . .  .,  /•)  s'appellent  des  solutions 
fondamentales,  et  r  le  rang  de  )M. 

c.  L'équation  associée 

ty(x)  -X  j[al(s)b1(x)  +  ...+  all{s)b„(.r)]ty(s)ds=f(x) 

se  déduit  de  (i4)  en  échangeant  les  fonctions  (iq{x)  et  bç(x) 
entre  elles.  Le  terme  général  du  déterminant  caractéristique 
de  (i4)  étant 

au=  f     a,(s)bk(s)ds; 

rb 

pour  l'équalion  associée  ce  sera    /     bi(s)  tf*(s)  ds  =  a/,i. 

Les  déterminants  caractéristiques  sont  donc  identiques.  L'équa- 
tion associée  a  donc  les  mêmes  valeurs  caractéristiques,  cha- 
cune avec  la  même  multiplicité  et  le  mente  rang. 

d.  Considérons  maintenant  l'équation  (14)  avec  second 
membre  f(x)  pour  une  valeur  caractéristique  h, .  Pour  que  les  équa- 
tions (17)  soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que  les  déterminants 
bordés  du  mineur  principaJ  soient  tous  nuls,  ce  qui  donne  au 
plus  /•  conditions  indépendantes.  Vu  lieu  de  les  obtenir  directe- 
ment par  la  méthode  algébrique,  remarquons  que,  si  l'on  multiplie 
par  tj; ,,(./•)  il.r  l'équation 

f(x)  =  y(x )  —  X,  f     V(xs)ç(s)ds, 
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on  obtient  pat1  intégration 

f(s)typ(s)ds=  /     y(s)ùp(s)ds  —  X,   /     <bp(s)N(xs)y(s)dsdx 

J  a  Ja 

Cb  ,  m  /  w      i    rbty„(s)<?(s)ds 

=   1     <?(s)^,>(s)ds  —  ^\J f =o 

ce  qui  nous  donne  r  conditions  nécessaires  distinctes;  elles  sont 
aussi  suffisantes  parce  que  les  conditions  données  par  les  déter- 
minants bordés  sout  exactement  de  la  même  forme  et  ne  sont  pas 
plus  nombreuses. 

6.  Fonctions  fondamentales,  noyau  canonique.  —  Reprenons 
maintenant  l'étude  du  noyau  G{(xy).  Les  fonctions  principales 
ne  sont  définies  évidemment  qu'à  une  substitution  biorthogonale 
près  (');  une  question  qui  se  pose  à  présent  est  de  profiler  de  cette 
indétermination  pour  rendre  le  système  particulièrement  simple. 
Or  celte  question,  d'après  un  artifice  à  présent  classique,  revient 
au  problème  de  la  réduction  à  la  forme  canonique  de  la  forme 
bilinéaire  (2) 

(18)  X«pj(ayO  —  <?t(xy). 


(')  Nous  dirons  qu'une  double  substitution   linéaire 

n 

x'p  =Vafrxr 

î 

i 

n 

est    biorthogonale    si    elle    remplit    les    conditions    >  airbkr  =  ô£j,    8a   étant    le 

r  =  i 
symbole  d'ortliogonalité  (oou  i)  bien  connu. 

Dans  une  substitution  biorthogonale,  un  déterminant  |  aik  \^  o  est  arbitraire  ; 
le  déterminant  |  bik  |  résulte  alors  nécessairement. 

(3)  Cette  théorie  est  magistralement  exposée  suivant  les  idées  de  M.  G.  Dar- 
boux  dans  le  Mémoire  :  L.  Sauvage,  La  théorie  des  systèmes  des  équations  dif- 
férentielles linéaires  {Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse,  1894). 
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Or  il  est  facile  de  montrer  que  son  discriminant 

—  «m 


A(X)  = 


À  CL\  ]  —  «22 

#21        A  —  «22 


—  «ni 


—  ««2 


A  —  ««« 


es£  identiquement  égal  à  X". 

En  effet,  si  l'on  prend  <p2(^y)  comme  nojau  d'une  équation  inté- 
grale, son  déterminant  caractéristique,  d'après  5,  aura  pour  terme 
général 


r1 


<p/(s)  !«/.•■  <hl  s) 


«*p  %(*) 


«An  'MO]  «"*  =  «/./• 


Le    déterminant  caractéristique  de  y2(xy)  est  donc  A"A(r-); 

or  il  est  identiquement  égala  i,  puisque  o2(xy)  est  un  noyau 
sans  constante  caractéristique,  son  (/• —  | )»*"■«  noyau  itéré  étant 
identiquement  nul.  On  a  donc  bien  A(X)  =  A". 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  déterminant  A(X)  n'a  qu'un 
setd  diviseur  élémentaire;  le  déterminant  canonique  à  un  seul 
diviseur  élémentaire  est 


(•9) 


Il  existera  donc  dans  ce  cas  une  double  substitution  linéaire  qui 
transforme  (18)  en 

X[*,(aOV,(jO+.. .  + ♦,,(»)  V.OO] 

-  [a,  <1>,  (.r,  Vtiy)  -h...  +  «„.,*„_,  (a-)  Wn(  y)]. 

Les  nouvelles  fonctions  <l>  el  M'  forment  aussi  un  système  bi- 
orthogonal,  puisque  ■fi(xy)  a  conservé  exactement  la  même 
forme;  quant  à  's-.(xy),  elle  a  pris  la  forme  canonique 


A 

«1 

o 

. .     . 

o 

o 

X 

«2 

0 

o 

o 

o 

..     X 

«n-1 

o 

o 

X 

(ao) 


tf2(^)=^«/,<tV(-2')llrp+l(7). 
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les  constantes  ap  étant  différentes  de  zéro,  mais  arbitraires.  Les 
autres  fonctions  s'obtiennent  dès  lors  par  itération;  on  a 

n  —  2 

?3(>j)  =^apa,)+l  <P,,(x)Wp+2(y), 
(20') 


<?n+\(xy)  =0. 


Le  pôle  X,  est  donc,  dans  ce  cas,  d'ordre  n. 
Le  noyau  ainsi  obtenu 


f,n                   <p«(*r)  .  <p*-i(*r) 

,    ?i(«7) 

admettant  le  noyau  résolvant 

,M,                       ?.(V)     .     ¥»-i(^)     , 

_,_  «Pi(a^) 

(X,  — X)«       (Xi— X)"-1      '"  '    X,-X 
sera  appelé  noyau  canonique  d'ordre  n. 

Solutions  fondamentales .  —  Si  nous  remplaçons  les  expres- 
sions (21)  et  (22)  dans  les  équations  du  noyau  résolvant 

G(xyl)  —  G{xy)  =  X  /     G(xs)  G(syh)ds  =  X  j     G(xsl)  G(s y)  ds, 

*J  a  J  a 

l'identification  des  termes  en  (X  —  Xt)~"  nous  donne 
<P«f>JK)  — Xi  /      G(xs)<fn(.sy)ds  =  0, 
?«(^7)  — Ai  /     ?«(**)  G(sy)ds  =  o. 

Ces  relations,  en  tenant  compte  de  l'expression  (20')  de  <prt(#x), 
nous  montrent  que  : 

<I>t(.r)  est  une  solution    fondamentale    de   l'équation   intégrale 

donnée,  et  tyn{y)  une  solution  fondamentale  de  l'équation  associée. 

Comme  le  rang  de  Xt  est,  dans  ce  cas,  égal  à  1,  puisque  D(X)  n'a 

qu'un   seul    diviseur   élémentaire,  ce  sont  les  seules.   Le   noyau 

xxxix.  7 


canonique    d'ordre    n   jouil    donc,    en     résumé,    des    propriétés 
suivantes  : 

L'ordre  de  la  valeur  caractéristique  comme  pôle  est  égala 
sa  multiplicité  (');  le  rang  est  égal  à  i.  Son  expression  à 
Caide  des  fonctions  fondamentales  contient  n  —  i  constantes 
arbitraires. 

Ainsi  le  no^au  canonique  du  premier  ordre  est  -  ' .  _\ — >  celui 
du  second  ordre 

X.-X  +       (X,-à)«      ' 

Pour  trouver  son  expression  générale"  à  l'aide  d'un  système  de 
fonctions  principales,  on  n'a  (ju'à  ap|)liquer  aux  fonctions  fonda- 
mentales une  substitution  biorthogonale  quelconque. 

7.  Fonctions  fondamentales;  cas  générai..  —  Il  est  maintenant 
facile  de  passer  au  cas  général.  Supposons  que  le  déterminant  ait 
/•  diviseurs  élémentaires 

X"  =  X"«X"»  .  .  .  \nr. 

Dans  ce  cas,  le  déterminant  canonique  est 


D, 

D2 

Dr 

13,,   Dj,  •••,   13 ,-  désignant  les  déterminants  canoniques  de   la 
forme  (19)  aux  seuls  diviseurs  élémentaires  )/'<,  )/':,   ...,  X"r  res- 


(')  Rappelons  que   la  multiplicité  d'une  valeur  caractéristique  est  le  nombre 
des  fonctions  principales  correspondantes. 
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pecli  veinent.  On  aura  ainsi 


D,= 


la. 


X 


Ib, 


D,. 


X/, 
X/, 


x/,,,. 


La  forme  canonique  de  z>->(xy)  sera  donc,  dans  ce  cas, 

en   posant 

«t-i 

i 

?ï(*J0=26|,**(ar)Tki(.r)> 

i 
•  •  •  "i 

h, — i 

i 

Nous  obtenons  donc,  dans  ce  cas,  2  n  fonctions  principales  spé- 
ciales, que  nous  appellerons  aussi  fonctions  fondamentales,  qui  se 
séparent  en  /•  groupes- de  2/i,,  2n>,  .  ..,  inr,  chaque  groupe  four- 
nissant la  forme  génératrice  d'un  nojau  canonique  d'ordre  /?(, 
n2,  . ..,  nr  respectivement.  En  effet,  si  nous  formons  ®%(xy),  on  a 


<pj(ayO  =  <?Uxy)-+-<?K!Fy) 


T5(^r). 


puisque  toutes  les  fonctions  d'un  groupe  sont  orthogonales  aux 
fonctions  associées  des  autres  groupes. 

Dans  le  cas  général,  le  noyau  Q\(xy)  est  la  somme  d'un 
nombre  fini  de  noyaux  canoniques,  orthogonaux  entre  eux, 
d'ordres  n{,  n2,  . . .,  nr.  On  a 


(*3) 


n  =  nx  -+-  n2  -+-  •  • .  -+-  nr, 
G,(xy)  =  G{  (xy)  +  G\(xy)  +. .'.+  G\(xy). 


(')  Les  fonctions  associées  sont  celles  qui  ont  les  deux  indices  respectivement 
égaux. 
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L'ordre  de  A,  comme  pôle  est  égal  au  plus  grand  des  nombres 
ni,n2,...,nr;  si  m  est  cet  ordre,  on  a  évidemment,  d'après  (23), 

l'inégalité 

n%m  ■+■  r  —  i. 

L'égalité  n'a  lieu  que  dans  deux  cas  :  si  le  pôle  est  du  premier 
ordre  ou  s'il  n'y  a  qu'un  seul  noyau  canonique  d'ordre  m,  les 
autres  étant  tous  du  premier  ordre. 

Solutions  fondamentales.  —  Chaque  noyau  canonique  compo- 
sant a  un  seul  groupe  de  solutions  fondamentales  distinctes.  La 
solution  <I>f  (x)  étant  orthogonale  à  toutes  les  fonctions  -|  des  autres 
noyaux,  on  aura 

Gï(xs)*py(s)ds  =  o 


S. 


pour  toutes  les   valeurs  de  «y,   sauf/;.    Par   conséquent,   puisque 

Ton  a 

rb 

**(*)  — X,   I     GÏ(xs)t>pl(s)ds  =  o, 


on  aura  aussi 


i  f    G,(* 


*?(*)  —  X,  /     G,(a*)*?(s)</s  =  o. 


Même  raisonnement  pour  ll*^(y)- 

L'équation  homogène  a  donc,  dans  le  cas  général,  r  solutions 
linéairement  distinctes;  ce  sont  les  premières  fonctions  fonda- 
mentales de  chaque  groupe.  //  en  est  de  même  de  l'équation 
associée;  ce  sont  les  dernières  fonctions  d»  de  chaque  groupe. 

Il  existe  donc,  parmi  les  fonctions  fondamentales,  un  système 
de  ir  fonctions  qui  sont  des  solutions  fondamentales,  r  pour 
l'équation  intégrale  donnée  et  r  pour  son  associée. 

Faisons  encore  la  remarque  : 

Le  rang  de  la  valeur  caractéristique  est  égal  au  nombre  des 
noyaux  canoniques  composants. 

8.  Le  cas  nu  pôi.e  simple.  —  Lorsque  le  pôle  ~k,  est  simple,  la 
partie  caractéristique  du  noyau  est  simplement 
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où  l'on  a 

n 

1 

Le  noyau  est,  dans  ce  cas,  la  somme  de  n  noyaux  canoniques 
du  premier  ordre;  les  fonctions  <p,(.r),  ...,  ^n{x)  sont  donc  des 
solutions  fondamentales  de  l'équation  intégrale  donnée  et  '}i(jk), 
<j/2(.)'),  ...,  '\>n(y)  de  l'équation  associée. 

Dans  le  cas  d'un  pôle  simple,  les  solutions  fondamentales  coïn- 
cident avec  les  fonctions  fondamentales. 

Cette  propriété  très  importante,  qui  caractérise  d'ailleurs  le  cas 
du  pôle  simple,  rend  utile  un  critérium  permettant  de  distinguer 
ce  cas. 

Pour  cela  remarquons  simplement  que  si  l'un  des  noyaux  G?(xy) 
est  d'ordre  plus  grand  que  l'unité,  les  solutions  $>P(x)  et  <ï>£  (y) 
sont  orthogonales,  puisqu'elles  ne  sont  pas  des  fonctions  fondamen- 
tales associées  (np^>i).  Il  en  résulte  que  <&P(x)  est  orthogonale 
à  toutes  les  solutions  fondamentales  de  l'équation  associée.  Dans 
le  cas  d'un  pôle  multiple  il  existe  donc  des  solutions  fondamen- 
tales orthogonales  à  toutes  les  solutions  fondamentales  de  l'équa- 
lion  associée.  Or  ceci  n'a  pas  lieu  pour  le  noyau  à  pôle  simple, 
car,  pour  chaque  solution  $>p(x),  on  a  la  solution  associée  Wp(x) 
telle  que 

*,,($)  xVp(s  i  ds  =  i. 


!.. 


Donc,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu un  pôle 
soit  simple  est  que,  pour  chaque  solution  fondamentale  <t>(x) 
de  V équation  correspondante  à  ce  pôle,  il  existe  une  solution 
de  l'équation  associée  telle  que 


l 


b 

<i>(s)W(s)ds??.  o. 


9.  Le  cas  des  pôles  multiples.  —  Dans  le  cas  d'un  pôle  multiple, 
nous  avons  vu  que  la  forme  générale  d'un  noyau  canonique 
d'ordre  n  est 

îi^î  h-  ^  +...+  fej&î  -*,(v)  +  ♦.(./), 
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en   désignant   par  <Pt(xy)   la   partie  ?' \*J'  qUj    se   présente   aussi 

dans  le  cas  d'un  pôle  simple. 

La  remarque  <|ue  nous  voulons  faire  maintenant  est  que  <I>2  (xy) 
est  un  noyau  sans  constante  caractéristique 

En  effet,  si  l'on  prend  les  divers  noyaux  itérés  de  ^2{xy),  il  esl 
évident  que  le  (//  —  ,y""'  noyau  itéré  sera  nid,  parce  que  ses 
divers  termes  seronl  des  noyaux  itérés  de  'f>(xy)  d'ordre  >  n  —  i, 
d'après  les  propriétés  des  fonctions  fp{&y)' 

Comme,  dans  le  cas  général,  le  noyau  estime  somme  de  noyaux 
canoniques,  nous  voyons  que  la  partie  qui  s'ajoute  à  <I>,(:r)') 
dans  le  cas  d' un  pôle  multiple  est  un  noyau  sans  constante 
caract  éris  t  iq  u  e . 

Une  conséquence  de  celle  remarque  esl  la  suivante  : 

Si  un  noyau  a  un  nombre  fini  n  de  valeurs  caractéristiques 
de  multiplicités  quelconques  on  pourra  toujours  l'écrire  sous  la 
forme 


^y(y+E(Jy), 


E(xy)  étant  un  noyau  sans  va/eu/-  caractéristique. 

Pour  établir  ce  résultat,  il  suffit  de  remarquer  encore  (pie  les 
diverses  parties  cl>_,(  [xy)  sont  orthogonales  au  noyau  sans  constante 
caractéristique  ajouté  à  la  forme  normale. 

10.  Le  deuxième  et  le  troisième  théorème  de  Fredholm.  — 
Ces  théorèmes  sont  pour  ainsi  dire  déjà  démontrés  dans  ce  qui 
précède.  Il  suffit  encore  de  montrer  que  les  équations 


(*4) 


et 


—  À,    /        N  (  .r.v  )  tp(a  )  (/s  =  o 


œ  (  x  )  —  \ ,    /      <•,(_./•  s  )  ç  (  s  )  r/s  =  o 

sont  réciproques. 

En  effet ,  remarquons  d  abord  que  pour  une  solution  <p(x)  de  (a5) 
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!      Pt( '  xs)y(s)  ds  =  o, 


comme  cela  résulte  de  (26),  en  multipliant  par  P,(y.r)  dx  et  inté- 
grant, puisque  les  noyaux  G{(xy)  et  P|(ay)  sont  orthogonaux.  On 
aura  donc  aussi 


«/a 


rfs 


ce  qui  est  justement  (24). 

Inversement,  écrivons  (24)  sous  la  forme 

<p(a?)  —  X,   /     P,(a7s)<p(s)fifc  =-+-X,   /     G,  (./;*)  <p(s) 


£&. 


Puisque  X1  n'est  plus  valeur  caractéristique  pour  P,(a7^),  on  peut 
résoudre  celte  équation,  ce  qui  nous  donne 

//>  „  /1 

Cn(xs)<p(s)cts-±-  X,   /     Pi(a?5X)Gt(5<)©(«)rf*rf<, 

c'est-à-dire  justement  (25),  puisque  le  second   terme  du   second 
membre  est  nul,  en  vertu  de  la  relation 

f    Vl(xsl)Gi(st)ds  =  o. 
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APPLICATION  DE  LA  NOTION  DES  VALEURS  CRITIQUES  A  LA  DISJONCTION 
DES  VARIABLES  DANS  LES  ÉQUATIONS  D'ORDRE  NOMOGRAPHIQUE  SU- 
PÉRIEUR; 

Pau  M.    Farid   Boi  lad. 


I.    —   Exposé. 

Lorsqu'on  se  propose  de  représenter  une  équation  F,23  =  o  à 
trois  variables  s,,  z2,  :-s  par  un  nomogramme  à  points  alignés,  une 
question  s'offre  en  premier  lieu  :  c'est  de  reconnaître  si  celle 
équation  peut  être  mise  sous  la  forme  d'un  déterminant, 


(0 


F,  G,  II, 
F2  G2  H2 
F3     G3     H3 


tes  éléments  F/,  G,,  H,  désignant  des  fonctions  réelles  d'une  seule: 
variable  c,;  et,  dans  l'affirmative,  de  trouver  ces  éléments. 

L'opération  consistant  à  former  ce  déterminant  a  été  appelée 
par  M.  d'Ocagne,  dans  son  Traité  de  Nomographie,  la  disjonc- 
tion des  variables  de  l'équation  proposée  ('). 

Ce  problème  assez  difficile  n'a  pas  été  résolu  jusqu'à  prés<  ni 
d'une  manière  générale.  On  n'est  pas  encore  parvenu  à  former  les 
équations  différentielles  exprimant  les  conditions  suffisantes  et 
nécessaires  auxquelles  l'équation  F,23  — o  doit  satisfaire  pour 
qu'elle  soit  représentable  en  points  alignés. 

Néanmoins,  M.  Duporcq  a  obtenu  des  conditions  suffisantes, 
seju-,  forme  d'équations  fonctionnelles  (2). 

Tout  récemment,  M.  d'Ocagne  a  indiqué  une  nouvelle  notion 
nomographique  très  féconde,  dite  des  râleurs  critiques  (3).  Elle 
permet  de  construire  direclemenl  les  nomogrammes  représentatifs 


(*)  Nous  indiquerons  respectivement,  par  les  notations  T.N.  et  C.G.N.,  les 
renvois  au  susdit  Traité  el  au  Calcul  graphique  et  nomographie  par  le  môme 
auteur. 

(')  liull.  de  la  Soc.  math.,   1897,  p.  287  et  T.V.  p.  l'T 

(')  Compta  rendus,  t.  CXLIV,  1907,  p.  190,895  re  Bull.de  la  Soc.  math., 
t.  \\\\.  ,,,.,;.  p.  i73;  C  G.  V.  p. 

xxxix.  8 
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des  équations  d'ordre  3  et  é\,  s;,ns  effectuer  préalablement  la  dis- 
jonction de  leurs  variables;  elle  réduit  la  théorie  de  ces  équations 
à  sa  plus  simple  expression,  et  elle  s'applique  à  la  définition  el  à 
la  recherche  de  la  symétrie  nomographiqiie. 

En  étudiant  ces  diverses  applications,  nous  avons  été  conduit  à 
élucider  de  nouveaux  points  qui  font  l'objet  de  celle  Note,  el  qui 
peuvent  se  résumer  comme  il  suit  : 

i°  L'application  de  la  notion  des  valeurs  critiques  à  la  cons- 
truction directe  des  nomogrammes  représentatif  s  des  équations 
d'ordre  nomographiqiie  3  et  \.  peut  être  étendue  à  toutes  les 
équations  nomo graphiquement  rationnelles  de  la  forme 

i)  F, ,3=  KiF23-t-  G,G23-+-  H,  H23=  o, 

sans  se  préoccuper  de  la  possibilité  de  leur  représentation  en 
points  alignés,  car,  par  des  valeurs  critiques  réelles  obtenues  en 
opérant  suivant  la  marche  indiquée  par  M.  d'Ocagne  pour  la 
détermination  de  ces  valeurs,  on  peut  ci  la  fois  affirmer  cette 
possibilité  et  effectuer  la  disjonction  des  variables  de  ces  équa- 
tions ; 

■>,"  Recherche  d'une  forme  caractéristique  des  équa- 
I liais  Fiaa  =  o  susceptibles  d'une  représentation  par  un  nomo- 
gramme  à  échelles  superposées,  et  son  apidication  à  la  disjonc- 
tion des  variables  île  ces  équations; 

3"  Etablissement  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  l'équation  P,ss  =  o  soit  représentable  par  un  nomo- 
gramme  de  l' un  des  trois  types  principaux  de  nomogrammes 
à  simple  alignement  définis  comme  suit  :  dans  l'un  d'eux,  les 
trois  supports  des  échelles  sont  distincts:  dans  un  autre,  deu  c 
</es  supports  sont  confondus  ;  dans  le  troisième,  les  trois  sup- 
ports SO  lit  également  confondus; 

i  Ipplication  de  l"  notion  îles  valeurs  critiques  à  la  ré- 
duction de  l'équation  Fl23  :  O  d'ordre  quelconque ,  la  plus 
générale  a  la  forme  (a),  '•//  vue  de  la  disjonction  des  variables. 

Si  Cette  équation  n'  est  pas  réductible  à  celle  forme  par  le  pro- 
cédé indiqué,  on  démontre  aisément  qu'il  est  impossible  qu'  elle 
le   soit,    à   moins   toutefois    d'une   substitution    non    linéaire  cl 

homogène  effectuée  sur  les  fonctions  par  rapport  auxquelles 
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cette  équation  aété  considérée  sous  forme  nomo  graphiquement 


rationnelle  et  homogène. 


Avant  d'exposer  nos  recherches  ci-dessus  avec  des  exemples, 
rappelons  en  quelques  mots  les  deux  notions  suivantes,  aujour- 
d'hui classiques. 


II.    —   Ordre  nomographique  d'une   équation   ('). 

Une  équation  à  trois  variahles  est  dite,  d'après  M.  Soreau, 
ordonnée  nomo  graphiquement  par  rapport  à  la  variahle  5,,  si  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme  Sy",  /22=  o  du  premier 
degré  par  rapport  à  des  fonctions^",  de  zt ,  ces  fonctions  étant  linéai- 
rement indépendantes.  Si  ce  polynôme  comporte  p,-\-i  termes, 
cette  équation  est  dite  d'ordre  nomo  graphique  ps  par  rapport 
à  la  variable  s,,  et  si  elle  est  de  cette  façon  d'ordre/?/  par  rapport 
à  chaque  variable  -2,-,  la  somme  ps  -\-  p-2  +  p%  est  l'ordre  nomogra- 
phique  total  de  l'équation  proposée. 

L'équation  F123  =  oest  dite,  d'après  M.  d'Ocagne,  nomogra- 
phiquement  rationnelle,  si  elle  peut  être  ordonnée  nomographi- 
quement  par  rapport  à  chacune  de  ses  variables. 


III.    —   Notion    of.s   valeurs  critiques. 

Cette  notion  consiste,  d'après  M.  d'Ocagne,  dans  la  considéra- 
tion des  valeurs  que  prennent  deux  quelconques  z,  et  z2  des  trois 
variables  de  l'équation  F(28  =0  pour  une  valeur  indéterminée  de 
la  troisième  z3.  Ces  valeurs  de  z,  et  z-,  sont  dites  critiques. 

Suivant  que  l'échelle  (s,),  correspondante  d'une;  variable  z,.  est 
curviligne  ou  rectiligne,  les  valeurs  critiques  de  z2  et  c.,,  pour  une 
valeur  indéterminée  de  la  variable  considérée  zt,  sont  réunies  aux. 
points  de  rencontre  des  deux  échelles  (z2)  et  (z3)  ou  réparties 
aux  points  mutuels  de  rencontre  de  ces  trois  échelles. 


f ')  Bull,  de  la  Soc.  des  Ing.  civils,  août  igoi,  p.  r>'|3;  Ifull.  delà  Soc.  math., 
t.  \\\l,  1907,  [i.  17'c  C  G.N.,  p.  33o. 
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Celle  définition  s'étend  aussi  aux  valeurs  correspondantes  des 
fonctions  de  ces  variables  dont  dépendent  ces  échelles. 

Pour  avoir,  d'après  M.  d'Ocagne,  les  valeurs  critiques  des  deux 
variables  z,  el  s2,  correspondant  à  une  valeur  indéterminée  z3, 
on  ordonne  noinographiquement  l'équation  Fia3  =  opar  rapport 
aux  fonctions  de  cette  variable.  Ensuite,  il  suffit  d'égaler  à  zéro 
les  coefficients  de  ces  fondions  pour  obtenir  un  système  d'équa- 
tions aux  valeurs  critiques  cherchées. 


IV.    —    Application   dk  la   notion   des   valeurs  critiques    a    la 

DISJONCTION  DES  VARIABLES  DES  ÉQUATIONS  NOMOGRAPHTQUEMENT 
RATIONNELLES  DE  LA  FORME  GÉNÉRALE  (2)  AU  PLUS  d'oRDRE  2 
PAR    RAPPORT    A    UNE     MEME     VARIABLE    Z{     ('). 

Ce  problème  peut  se  ramener  à  la  recherche  de  deux  systèmes 
de  trois  fonctions  F2",  Ga,  IL  et  F8,  G.,,  H:t,  respectivement  des 
deux  variables  z2  et  s3,  tels  qu'ils  vérifient  les  deux  identités 

(3)  1    F»8+G2G„-+-  H2 11,3-0. 

(4)  FaF„+G8Gï8+H,Hs8=o, 

lesquelles,  avec  l'équation  (2),  donnent  par  élimination  la  forme 
cherchée  (  1  ). 

Désignons  par  f^  gi,  ...,  /,,  pour  i  =  >.  et  3,  les  fonctions  de 
la  variable  Zi  par  rapport  auxquelles  l'équation  (2)  peut  être 
ordonnée  aoinographiquemenl  sons  forme  homogène.  Soit  n;  le 
nombre  de  ces  fond  ions. 

Pour  avoir  l'un  quelconque  des  deux  systèmes  de  fonctions  in- 
connues  ci-dessus,  par  exemple  le  système  Fa,  Ga,  Ha  corres- 
pondant à  la  variable  5a,  écrivons  les  trois  fonctions  I'\,:, ,  (  1 2 :, ,  IL, 
sous  la  forme  suivante  ordonnée  nomographiquemenl  par  rapport 
au  système  des  fonctions  ya,  ga / ,  de  r-:, 

(  F23  =  Ai  f3  +  Ai  gt  -»-. . . -h  A? tu 

(5)  Gi8=Bi/,-»-Bi^+...-f.B?<8l 
(  H,,=  C,/,4-  G|^,  .-...-+-  CÇtti 


1  ettc  solution   1  été  précédemment  communiquée  pnr  nous  sous  une  forme 
différente  à  l'Académie  des  Sciences  (Comptes  rendus  du  i\  février  i<ik>,  p.  379). 
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où  chacun  des  coefficients  A*,  B*,  B*  représente  une  forme  linéaire 
et  homogène  du  système/2,  g-2,  . . .,  t2  à  coefficients  constants. 

Cela  posé,  introduisons  les  expressions  (5)  dans  l'équation  (2) 
et  appliquons  le  procédé  précité  de  M.  d'Ocagne  à  la  détermination 
des  valeurs  critiques  que  prennent  les  deux  variables  Z\  et  z2,  en 
rendant  indéterminée  la  variable  33,  dans  l'équation  (2),  nous 
aurons  le  système  suivant  de  n3  équations  linéaires  et  homogènes 
en  F,,  G,,  H,  : 

(6)  A.fF1+B*G1H-CfH,  =  o         (k  =  1,  2,  3,  . . .,  n8). 

A  présent,  je  dis  que,  si  en  considérant  F,,  G,,  H,  comme 
inconnues,  ce  système  d'équations  est  compatible,  et  si 

(7)  F,  =  A*2,        Gi  =  XW2,        H,=  XX, 

(À  étant  un  nombre  arbitraire)  en  est  la  solution  la  plus  géné- 
rale, les  trois  fonctions  <I>2,  W2,  X2  représentent  précisément 
les  fonctions  cherchées  F2,  G2,  H2. 

En  effet,  les  deux  systèmes  d'équations  (6)  et  (7)  donnent  les 
ns  identités 

(8)  â£**-+-BfW2-+-CfXs=so        (*  =  i,2, 3,  ...,/t3). 

D'autre  part,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  trois  rela- 
tions (5),  après  les  avoir  multipliées  respectivement  par  <ï>2,  *P2,  X2, 
on  obtient  l'égalité 

*sF„-f-W2GS8+XîH88=SÎ/i'+Sl^8-+-...-i-S^*3, 

où  les  coefficients  S2 ,  S",  ...,  S'^3  représentent  les  n3  tri- 
nomes  (8). 

Or,  comme  tous  ces  trinômes  sont,  par  hypothèse,  nuls,  quels 
que  soient  zK  et  z3,  il  en  résulte  que  le  premier  membre  de  l'éga- 
lité ci-dessus  est  identiquement  nul.  Donc,  les  trois  fonc- 
tions <I>2,  W2,  X2  vérifient  l'identité  (3). 

En  vertu  des  relations  (7),  ces  trois  dernières  fonctions  peuvent 
être  considérées  comme  étant  les  expressions  critiques  respectives 
de  F,,  G(,  H|  en  fonction  de  z2,  pour  une  valeur  indéterminée 
de  «8. 

Remarque.   —   Il   est  aisé   de  voir  que,   si   le  couple  de   varia- 


—  110  - 

blés  (z{,  Zo)  admet  des  valeurs  critiques,  le  système  d'équations  (6) 
définissant  les  fonctions  cherchées  <t>o,  W2  X^  doit  être  compatible 
par  rapport  à  F,,  G,,  H,. 

Or,  comme  les  équations  d'ordre  3  et  4  ne  sont  qu'un  cas  parti- 
culier dos  équations  de  la  forme  (2),  il  s'ensuit  que  M.  d'Ocagne, 
en  se  servant  des  valeurs  critiques  réelles  pour  la  construction 
directe  des  nomogrammes  représentatifs  de  ces  équations,  a,  en 
même  temps,  affirmé  la  possibilité  de  la  disjonction  de  leurs  varia- 
bles, et  effectué  l'opération  de  celle  disjonction  ;  car,  pour  arriver 
aux  équations  (7)  des  valeurs  critiques  qui  sont  la  solution  géné- 
rale du  système  d'équations  (6),  il  a  dû  évidemment  établir  la 
compatibilité  de  ces  dernières  équations. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant,  relatif  à  la 
disjonction  des  équations  de  la  forme  (2)  : 

Théorème.  —  Si  chacun  des  deux  systèmes  d'équations  de 
tu/leurs  critiques  correspondant  aux  deux  couples  de  varia- 
bles (zu  z2)  et  (zn  s8)  est  compatible,  en  considérant  F,,  G,,  H, 
comme  inconnues,  ou  si,  a  fortiori,  chacun  de  ces  deux  couples 
admet  des  valeurs  critiques  réelles,  la  disjonction  complète  des 
variables  peut  s'effectuer  sous  la  forme  voulue.  Sinon,  elle 
est  impossible,  à  moins  toutefois  d'une  transformation  autre 
qu'une  substitution  linéaire  et  homogène  effectuée  sur  les 
systèmes  de  fonctions¥u  G ,,  II,  etf,  gi}  ...,  tt  (pourî=  2  et  3) 
par  rapport  auxquels  l'équation  proposée.  (2)  a  été  considérée 
ci-dessus  nomo graphiquement  rationnelle  sous  forme  homo- 
gène. 

Démontrons,  premièrement,  le  cas  de  l'impossibilité  relative 
à  la  substitution  définie  par  les  équations  suivantes  : 

^    Fi  -  "iF'1  +  «2G;  +  a,H'„ 
(<>)  .   G,s=fc,F'1+6,Gi+  b3 H',, 

'  îi,-  c,f;-h  c,g{+  c8H'n 

F'(,  G',,  HJ,  étant  les  nouvelles  fonctions  de  :,  et  a{.  oa,  . . .,  c>,  c3 
•  les  constantes  quelconques,  telles  que  le  /nodule  de  substitution, 
c'est-à-dire  le  déterminant 

.     ......  ,  M  =  !  "'     b*    C3  I, 

soil  aillèrent  de  aéro. 
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En  effet,  si  l'on  effectue  cette  substitution  dans  l'équation  (2), 
et  si,  ensuite,  on  applique  le  procédé  de  M.  d'Ocagne,  on  obtient 
comme  correspondant  du  système  (6),  le  système  suivant  de  ns 
équations  : 

(6')  «*  F',  4-  ftGi  +  yf  H',  =0         (k  =  1 ,-,,... ,  «,), 

où 

af=a1A£-t-61Bf-4-c,Cf, 

Yl=a8Af-+-63B*+G8Gf. 

Or,  si  l'on  désigne  par  8  et  0'  deux  déterminants  caractéristiques 
correspondants  entre  eux  et  relatifs  aux  deux  systèmes  (6)  et  (6'), 
on  établit  aisément  la  relation 

S'=  M8. 

Mais,  comme  par  hypothèse  M  et  0  sont  différents  de  zéro,  il 
en  est  de  même  de  leur  produit  S'.  Donc,  le  système  (6')  est  in- 
compatible, et  il  en  résulte  que  la  disjonction  ne  peut  s'effectuer 
moyennant  la  substitution  (9). 

Passons  à  présent  à  la  substitution  concernant  le  système  de  m 
fonctions  fi,  gi,  ...,  ti  (pour  i=i  et  3).  Pour  démontrer  le  cas 
relatif  à  l'un  quelconque  de  ces  deux  systèmes,  par  exemple,  le 
système  correspondant  à/=3,  écrivons  les  n^  formes  linéaires 
définissant  cette  substitution 

gz=  &i<p3  +  &î<pi-f-...-H  6«,<P38, 


h  =  P\  <f>3  +  Pi  ?  §  -+".  •  •  +/»«,  <P33i 


cpj,  cpj,  . . .,  O33  étant  les  /?3  nouvelles  fonctions  de  z3  et  at,  a2,  . .., 
6(,  è2>  •■•iPji.,1  ^es  constantes  quelconques  telles  que  le  module 
de  substitution 

A  =  |  «i     62     c3      ...     />„3  | 

soit  di lièrent  de  zéro. 

Si  l'on  introduit  ces  ns  formes  linéaires  dans  les  expressions  (5), 
et  si  ensuite  on  applique  le  procédé  de  M.  d'Ocagne  en  désignant 
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respectivement  par  A,  B,  C,  ...,  P  les  premiers  membres  des  n3 
équations  (6),  on  aura,  comme  correspondant  à  ce  dernier,  le  sys- 
tème suivant  de  n3  équations 

(  6" )       «/.  A  -+-  bu  B  -+-  Ck  G  -+- .  . .  -i- pi  P  =  o         (  k  =  i ,  2,  3 ,  . . . ,  n3  ). 

Or,  comme  ce  dernier  est  équivalent  à  son  correspondant  (6) 
qui  est  incompatible  par  hypothèse,  il  on  résulte  que  la  disjonction 
ne  peut  s'effectuer  par  la  dernière  substitution  ci-dessus. 

\\ant  de  passer  aux  applications,  énonçons  la  règle  pratique 
suivante  que  nous  adopterons  pour  effectuer  la  disjonction  au 
moyen  des  valeurs  critiques  : 

Règle  oes  valeurs  critiques.  —  L'équation  Fi23  =  o  étant 
mise  sous  la  forme  (2)  au  plus  d'ordre  2  par  rapport  à  une 
même  variable  z , ,  pour  avoir  le  système  de  trois  fonctions  incon- 
nues F2,  G2,  H2  correspondant  à  l'une  quelconque  z-2  des  deux 
autres  variables  z2  et  z3,  il  suffit  de  substituer  ces  trois  fonc- 
tions respectivement  aux  trois  autres  F,,  G,,  H,  dans  i équa- 
tion (2),  ensuite  de  résoudre  l  identité  obtenue  (3). 

Pour  cela,  on  ordonne  nomo graphiquement  cette  dernière 
par  rapport  au  système  des  fonctions  f3,  q3,  ...,  t3  de  l'autre 
variable  z3.  Puis  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  ces  fonc- 
tions, oji  obtient  un  système  d' équations  linéaires  et  homogènes 
en  F2,  G2,  H2. 

Remarque.  —  Il  convient  de  bien  remarquer  que  ce  dernier 
système  d'équations  n'est  autre  <pie  celui  (6)  des  valeurs  critiques 
des  deux  variables  ;,,  3a,  dans  lequel  F, ,  G| ,  H ,  seraient  remplacés 
par  F2,  Ga,  Ha. 


V.  —  Equation  d'orore  3  u  plus  générale. 

Celte  équation,  complètement  étudiée    par   M.    d'Ocagne  ('), 
peul  s'écrire  sous  la  forme 

(10)  Fiiafift+àift+btfi+c,) 

■+-G|(A,/i/i+  ej/,4-  ct/i  +-  </)-+-  HsH„=o, 

(')  Acta  math.,  1.  XXI,  1897,  p.  3oi  ;  T.N.,  p.  \36;  C.G.  N.,  p.  a57. 
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ou 


'/■. 


G3=i,         H3  =  o, 


(  (a/,  +  6i)F, 

+  (hfi 

4-c2)G, 

=  o, 

j  (ô8/,-+-c3)F1 

+  (Cl/l 

-Hrf)G,+ 

XH, 

=  o; 

(  (a/s-f-62)Fs 

+  (68/a 

+  c,)G, 

=  o, 

(  (è,/2+c3)F2 

4-(c2/2 

+-rf)G2  + 

XH2 

=  o, 

est  une  quantité  arbitraire  que  nous  désignerons  par  X. 

En  appliquant  la  marche  de  la  règle  ci-dessus  à  la  recherche  des 
deux  systèmes  de  fonctions  inconnues  F,,  G(,  H,  etF2,  G2  H2, 
on  obtient  les  deux  systèmes  d'équations  : 

(•O 

(.2) 

Distinguons  les  deux  cas  suivants  relatifs  au  paramètre  \  : 

i°X  =  o.  C'est  le  cas  des  nomo grammes  à  échelles  rectili- 
gnes  N0,  qui  a  été  déjà  traité  par  M.  d'Ocagne  au  moyen  des 
valeurs  critiques  (C .  G.  TV.,  p.  %5-j), 

En  effet,  si  dans  les  équations  (i  i)  et  (12)  on  substitue  le  sys- 
tème de  fonctions  F3,  G3,  H3  de  z3  à  chacun  de  ceux  correspon- 
dant à  z{  et  22,  on  aura  précisément,  en  vertu  de  la  dernière 
remarque  du  paragraphe  IV,  les  deux  systèmes  d'équations  des 
valeurs  critiques,  respectivement  des  deux  couples  de  variables 
(s,,  z3)  et  (z2,  z%)  qui  s'obtiennent,  d'après  M.  d'Ocagne,  en 
rendant  successivement  indéterminée  z2  et  z3  dans  l'équation  (10). 

Les  deux  systèmes  d'équations  (11)  et  (12)  sont  donc  compati- 
bles pour  les  deux  couples  de  valeurs  critiques  (<r'(,  ar'j)  et  (<x'2,  a2) 
relatifs  aux  deux  fonctions  y,  et  f2. 

D'ailleurs,  on  vérifie  aisément  cette  compatibilité  en  remarquant 
que  <t2  et  a"  sont  les  racines  du  déterminant  résultant  de  l'élimi- 
nation de  F/,  G,-,  H/,  dans  le  système  d'équations  correspondant. 
Ainsi,  le  système  (1  1)  donne  par  élimination  le  résultant 


a  /, -h  bt     b3fi  -+-c2 


(/l-»i)(/l-»î 


ayant  pour  racines  <r'(  et  <s"(,  et  qui  n'est  autre  que  l'équation  (6/) 
donnée  par  M.  d'Ocagne  dans  son  C.  G.  N.,  p.  258. 

Nous  connaissons  donc  de  chaque  échelle  (-S/)  deux  points  a^,  a-* 
placés  aux  points  de  rencontre  avec  les  deux  autres  échelles  (zj) 
et  (zk). 
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A  présent,  cherchons  les  équations  en  coordonnées  cartésiennes 
des  supports  des  trois. échelles  de  ce  nomogramme  en  partant  des 

formules 

F,  H, 

Le  support  de  l'échelle  (s3),  est  défini  par  l'équation  y  =  o  re- 
présentant l'axe  des  x. 

Pour  avoir  les  équations  des  supports  des  échelles  (;,)  et  {:■■,  >, 
divisons  respectivement    par  G,  et  G>  les  memhres  des  deux  sys- 

tèmes  d'équations (l  i)  et  (i  :>.);  puis  remplaçons  ^  (pour  i  =  1  et  2) 

par  x  et  éliminons  /,  ct/a  respectivement  dans  ces  deux  systèmes 
d'équations.  Nous  aurons  relativement  à  chacun  de  ces  derniers  la 

même  équation 

ax  -4-  b3  _  b\X  -t-  c> 
bzx  -t-  c,         c3x  -1-  d 

représentant  deux  droites  parallèles  à  l'axe  des  y  qui  peuvent  être 
rendues  concourantes  par  une  transformation  homographique. 

■20  \j£  o.  Montrons  immédiatement  que  c'est  le  cas  des  nomo- 
grammes  coniques  qui  a  été  traité  au  moyen  des  valeurs  critiques 
par  M.  d'Ocagne,  après  avoir  été  établi  d'une  façon  assez  laborieuse 
par  MM.  Clark  et  Soreau. 

En  effet,  substituons  respectivement  .r,  y,  1  aux  trois  fonctions 
F;,  G/,  H,  pour  i  =  1  et  2,  contenues  dans  les  deux  systèmes 
d'équations  (1  1)  et  (12).  Ensuite,  éliminons/,  et/2  ;  nous  aurons 
la  même  équation  suivante,  définissant  le  support  commun  des 
deux  échelles  (z{)  et  (<s2), 

b\  .r  -+-  Ci  biT  -+-  Ci 


c-jx  -h\y       d 


Elle  représente  une  hyperbole  à  un  paramètre  arbitraire  X  que 
l'on  peut  transformer  en  une  conique  quelconque  par  l'homogra- 
phie la  plus  générale. 

Il  est  inléressanl  de  remarquer  que,  si  l'on  fait  X  =  odans 
l'équation  ci-dessus,  l'hyperbole  se  réduit  à  deux  droites. 

(')  C.G.N.,  p.   ■')  ■  ;  Revue  de  Mécanique^  t.  \\l.  1907. 
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VI.    —  Equation   d'ordre  4  LA  plus  générale. 
Cette  équation  est  de  la  forme  suivante,  posée  par  M.  Soreau  ('  ), 

/s  (  «o/i  A  -+-  «1/1  -+■  «2/2  +  «3  ) 
+  £■3(60/1/2-+-  bifi-h  62/2  +  è3)  +  A3(c0/i/2+  e,/,-f-  c2/2  +  c3)  =  o; 

en  prenant 

F3=/s)         G3=/3,         H3=/t3, 

et  en  appliquant  la  règle  ci-dessus,  on  obtient  les  deux  systèmes 
d'équations 

(  (ao/i-+-«2)F1  +  (6o/1+6,)G14-(c0/1+c2)HI  =  o, 
)  (aI/1-t-aj)F1-+-(6i/i-4-63)Gi-+-(c,/1-4-c,)H1=ol 
|  («0/2+  «i)F2H-  (60/1-+-  6,)G2-t-  (C0/2-+-  Ci)H8=  o, 
I  («2/2+  a3)F2-f-  (62/2 -h  è3)G2+  (c2/2+  c3)H2  =  o, 


(•4) 


qui  définissent  les  fonctions  inconnues  F1;G,,  H(  et  F2,  G2,  H2. 
Nous   allons   voir  que   les  échelles  correspondantes  (s,)  et  (s2) 
sont  portées  sur  une  même  conique  ayant  pour  équations  en  coor- 
données cartésiennes 

,   ,  a0x  -h  b0y  -+-  c0  _  a2x  -+-  b^y  -+-  c2 

axx  -+-  bxy  -+-  Ci        a3x  -+-  b3y  -f-  c3 

En  effet,  si  l'on  ordonne  le  système  (i3)  par  ra|)port  à/",,  après 
y  avoir  substitué  x, y,  1  respectivement  à  F, ,  G,,  H, ,  et  si,  ensuite 
on  élimine/,,  on  obtient  précisément  l'équation  ci-dessus. 

En  opérant  par  une  marche  analogue  sur  le  système  (i4)j  on 
retrouve  la  même  équation. 


VII.   —  Exemple  d'application  pratique. 
Considérons  l'équation  du  quatrième  ordre 
(16)  (n-J)A*  —  l(i+ p)h—  ^(l-/)(l  +  2/>)  =  0 

(voir  T.  TV.,  p.  198)  à  trois  variables  Z\  =  /t,  z2  =  p,  z3  =  /. 

(')  C.G.N.,  p.  271;  Bull,  de  la  Soc   des  Ing.  civils,  août  igoi,  p.  290. 
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Pour  appliquer  la  règle  ci-dessus,  faisons  : 

F,  =  A»,         G,  =  -//.         Hi  =  -^- 

Cette  équation  devient 

(i -+-  Z)Ft -+-  l{\  -hp) Gt-f-  (i  —  l)(i-\-  2^»)Hi=o. 

Substituons  à  F,,  G)5  H(  respectivement  F2,  G2,  H2  et  ordon- 
nons nomographiquement  cette  équation  par  rapport  à  la  variable 
/  =  z3.  Ensuite,  égalons  à  zéro  les  coefficients  de  celte  dernière, 
nous  aurons  le  système  d'équations 

(  F,-t-(n-/>)G,  — (i  +  a/>)H,  =  o, 

i  F, -4- (1-4-  2/j)H,  =  o, 

ayant  pour  solution  générale 

—  il  —1 

F 2  ~  '^»  G2  =    >  112  — 


-4-/7  1-4-2/) 

(X  étant  un  nombre  arbitraire). 

Pour  avoir  l'équation  du  support  de  l'échelle  sa,  substituons 
#,  JK,  1  respectivement  à  Fa,  G2,  H2  dans  le  système  (17).  Puis, 
ordonnons  ce  dernier  par  rapport  à  p\  nous  aurons  l'équation 
cherchée 

(.8)  z=±-m+y-1. 


En  opérant  de  même   pour  avoir  les  inconnues  F3,  G3,  II3,  on 
aura  le  système  d'équations 


(>9) 


/G3-f-2(i-/)H3=o, 
(i  +  /)F,h-/G,h-(i  —  /)H,=  o, 


ayant  pour  solution  générale 

Pj=A,  U3= ,  U3=   —  • 

/  1  —  l 

En  appliquant  la  marche  ci-dessus  à  la  recherche  du  support 
de  L'échelle  (3S),  on  retrouve  pour  ce  dernier  la  même  équa- 
tion (18). 
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VIII.   —  Equation  d'ordre  6  la  plus  générale. 

Elle  s'écrit  sous  la  forme  suivante,  que  nous  avons  déjà  traitée 
tout  récemment  (')  : 

/3(/i  A2  -+-£-,  L2  +  P,)-+-^s(/i  K  +  gi  K-+-  P't)-t-*»(/i  A2  +  <?1  L2  +  P«)  =  o, 

dans  laquelle  on  a,  d'une  manière  générale, 

A2  =  a2/2-f-  àiffz-hci, 
L2  =  ^2  .A  -^  m2  gi-h  n2, 
P2  =Pifi+  qtfft-+-  ''2, 
A'2  =  a'2/2+   6',  ^2+  c'2, 


Si    l'on    applique    la   règle    ci-dessous    et   si    l'on    pose    d'une 

manière  générale 

A2  =  a2 x  -+-  a'2 y  -+-  a, , 

B2  =  ija;  +  4j/+  6'2, 


R2=  rtx-h  r\y->r  r'!2, 

on  établit  aisément  le  théorème  suivant  : 

Si  le  déterminant 

ARC 

A  =     L     M     N 

P     Q     R 

est  identiquement  nul,  V équation  d'ordre  6  la  plus  générale 
est  représentable  en  un  nomogramme  à  points  alignés. 

Les  équations  en  coordonnées  cartésiennes  des  supports  des 
deux  échelles  (s,)  et  (z2)  s'obtiennent  en  éliminant  z,  et  z-2  entre 
les  rapports 

/i  =  5j  =  JL       el       Â-£*=±, 

Aa         A/         A„  Aa         A6         Ac 


dans  lesquels  les  A  sont  les  déterminants  mineurs    figurant  dans 
les  deux  développements  suivants  : 

A  =  A  Aa  -+-  L  A/   t-  P  A,,  =  Aia+BAi+C  Ac. 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  du   ij   février  1910,  p.  379. 
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IX.   —  S 


-i  WÉTRIE    NOMOGRAPHIQUE. 


Avant  d'exposer  la  forme  caractéristique  que  nous  avons  trouvée 
pour  les  équations  Fl23  =  o  susceptibles  d'être  représentées  par 
un  nomogramme  à  échelles  superposées,  rappelons,  au  moyen  de  la 
remarquable  notion  des  valeurs  critiques  de  M.  d'Ocagne,  la  défi- 
nition de  la  symétrie  nomo graphique  mise  en  évidence  par 
M.  Clark  [Revue  de  Mécanique,  t.  XXI,  1907). 

Soit  Ft2:)  =  o  une  équation  représenlable  par  un  nomogramme 
à  simple  alignement  défini  par  le  déterminant 


(10) 


M.  d'Ocagne  a  montré  que  si,  pour  une  valeur  indéterminée  de 
z3  dans  ce  déterminant,  les  équations  suivantes  des  valeurs  cri- 
tiques des  deux  variables  zt  et  z3 


F, 

G, 

". 

F, 

G, 

H, 

F3 

G3 

H, 

(21) 


F, 


G, 

G2 


admettent  une  solution  de  la  forme 

(M)  /l=/», 

les  deux  échelles  («,)  et  (:2)  de  ce  nomogramme  ont  leurs  sup- 
ports confondus. 

En  ellet,  tous  les  alignements  correspondant  à  l'infinité  de 
couples  des  valeurs  des  variables  ;,  et  c2  satisfaisant  à  la  rela- 
tion (aa)  étant  indéterminés,  et  comme  ces  valeurs  sont  celles 
prises  par  les  deux  susdites  variables  aux  points  de  rencontre  de 
ces  deux  échelles,  il  en  résulte  que  les  supports  de  celles-ci 
coïncident. 

Les  éléments  des  deux  premières  lignes  du  déterminant  (20) 
étant,  dans  ce  cas,  proportionnels  pour  /,  =  /.,,  ce  déterminant 
es)  divisible  par/a  /,,  el  uous  pouvons  par  suite  le  mettre  sous 
une  forme  telle  qu'on  ait  u.  =  1  et  la  relation  suivante 


D        /       /i-)Fin, 
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relative  au  cas  où  le  support  commun  des  deux  échelles  (s,) 
et  (z2)  est  distinct  de  celui  de  l'échelle  (.s3). 

Gela  posé,  si  l'on  permute/,  et/2  dans  cette  dernière  relation, 
le  déterminant  D  change  de  signe,  mais  non  de  valeur.  Comme  il 
en  est  ainsi  du  facteur/2  — /,,  il  s'ensuit  que  l'équation  F,23  =  o 
est  symétrique  sous  une  forme  apparente  ou  cachée  par  rapport 
aux  fonctions  /,  et  f2. 

C'est  en  raison  de  cette  symétrie  analytique  que  cette  représen- 
tation par  un  nomogramme  à  trois  échelles  dont  deux  (z{)  et  (s2) 
ont  leurs  supports  confondus,  est  dite  symétrique  par  rapport 
aux  fonctions /,  et/:t. 

Si,  de  même,  le  système  d'équations 

,   ~,  F2        G2        H2 

des  valeurs  critiques  de  z--2  et  z3  admet  une  solution  de  la  forme 
f2  =  /3,  on  démontre  aisément  les  trois  points  suivants  :  i°  les 
trois  échelles  de  ce  nomogramme  ont  même  support  ;  2°  le  déter- 
minant D  est  divisible  par  le  produit  (/2  — /,  )  (/3 — f2)  (/,  — fz)\ 
3°  l'équation  F,23  =  o  est  douée  de  la  symétrie  par  rapport  aux 
trois  fonctions/,  <  /2,  /3. 

Dans  ce  cas,  on  dit  également  que  la  représentation  est  symé- 
trique par  rapport  à  ces  trois  dernières  fonctions. 

X.    —    Théorème    de    la    forme   caractéristique    oes    équations 

SUSCEPTIBLES    n'uNE    REPRÉSENTATION     SYMÉTRIQUE. 

Enonçons  ci-dessous  ce  nouveau  théorème  et  son  application  à 
la  disjonction,  en  admettant  les  points  suivants  possibles: 

1"  L'équation  F,23  =  o  est  prise  sous  la  forme  symélrique  ap- 
parente par  rapport  au  système  de  fonctions/, ,  j 2,  /3  suivant 
lequel  la  représentation  est  considérée  symétrique; 

20  Le  déterminant  correspondant  (20)  est  pris  sous  une  forme 
telle  qu'on  ait  pour/,  =  /2  =/t 

/    F,=  F2=  F3-  F(/,), 

(24)  Gl=Ga=G8=G(/l), 

'  Hi  =  H,=çH8  =  H(/t)1 

c'est-à-dire  u  =  v=  1  dans  les  équations  (21)  et  (23) ; 
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3°  L'équation  F,2:1  =  o  est  égale  au  quotient  du  déterminant 
correspondant  D  par  le  produit  des  facteurs  parasites  envisagés 
ci-dessus. 

Théorème.  —  Toute  équation  F  ,o3  =  o  susceptible  d'une 
représentation  en  points  alignés  symétrique  par  rapport  à  un 
système  quelconque  de  fonctions  /, ,  /2,  f%  possède  la  propriété 
de  pouvoir  être  mise  sous  la  forme  dite  caractéristique  en  x 

(25)  Fm=  F(aP)*„a+G(af)V1„4-H(a?)Xm=o, 

qui  est  satisfaite  par  x  =/j,  fi  et  _/3.  Les  fonctions  $)2j,  V,23, 
X,23  sont  symétriques  par  rapport  aux  lettres  /, ,  /2,  /3  comme 
l'est  l'équation  considérée. 

Les  éléments  F/,  G/,  W,  du  déterminant  correspondant  (20) 
o///  pour  expressions 

F,=  F(/,),        G,=  G(/f),        II,=  X(/,). 

«S7  /a  symétrie  est  considérée  par  rapport  à  deux  fonctions 
/,  et  f2,  les  éléments  F,-,  G/,  II,  pouri—i  et  2  so/*/  donnes 
comme  ci-dessus;  quant  aux  éléments  F3,  G3,  H3,  ils  sont  dé- 
finis par  l'identité 

(26)  F8*,„H-G8Vm-i-  H,Xmso. 

Réciproque.  —  Pour  que  l'équation  Ptsa=o  soit  représen- 
ta/de par  un  nomo gramme  symétrique  par  rapport  à  un  sys- 
tème quelconque  de  trois  fonctions  /i,,/i, /j,  il  faut  et  il  suffit 
qu'elle  puisse  être  mise  sous  la  forme  caractéristique  (26) 
satisfaite  par  .r  =  /, ,  f2  et  f3. 

Indépendamment  de  cette  condition,  pour  que  Vèquation 
considérée  soit  représentable  par  un  nomogramme  symétrique 
par  rapport  à  deux  fonctions  (/ne/conques  f\  et  f%i  il  faut  et  il 
suffit  qu'elle  puisse  être  mise  sous  la  forme  caractéristique  (2e) 
satisfaite  par  .r  /',  et  l'2  et  qu'il  (".ciste  un  système,  de  trois 
fonctions    I    ,.  <i:,   II,  qui  vérifie  l'identité  (26). 

Démonstration.  Nous  allons  déduire  le  théorème  ci-dessus 
«In  déterminant  (ao)  considéré  sous  la  forme  sus-mentionnée. 

Pour  cela,  énonçons  d'abord  le  lemme  suivant,  qu'on  démontre 
aisémenl  au  moyen  de  la  série  de  Mac-Laurin  : 
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Lemme.  —  Sifiif-nfs  désignent  trois  quantités  quelconques 

et  F  (x)  une  fonction  quelconque  (Tune  seule  variable,  les  deux 

différences 

F(/,)-F(/,), 

F(/a)-F(/i)        F(/2)-F(/t) 
fi  — fi  fi—fl 

sont  divisibles  par  f  3  — f2. 

A  présent,  distinguons  les  deux  cas  suivants  : 

i°  Symétrie  par  rapport  à  deux  fonctions  f,  etf2. 

En  remarquant   que,   dans  ce  cas,   l'équation  F(:23  =  o  est  le 
quotient  du  déterminant  correspondant 


D  = 


F(/,)     G(/t)     H(/t) 

F(/2)     G(/,)     H(/0 

F3  G3  H3 


par  le  facteur/^ — J\,  et  en  se  reportant  au  lemme  ci-dessus,  si 
l'on  développe  ce  déterminant  par  rapport  aux  éléments  de  la  pre- 
mière ligne,  après  y  avoir  substitué  aux  éléments  de  la  deuxième 
ligne  le  quotient  de  la  différence  des  deux  premières  lignes  par 
le  facteur  f2  — ft,  on  obtient  la  forme 

(27)  Fiji=  F(/i)*m+G(/i)V|MH-H(/,)X,M. 

Or,  si  l'on  permute  f{  et  f2  dans  les  expressions  des  fonctions 
$ia8j  ^1235  ^< 23  obtenues  dans  le  développement  ci-dessus,  ces 
fonctions  ne  changent  pas,  et  comme  l'équation  F12a  ==  o  est  par 
hypothèse  symétrique  par  rapport  à/,  et  f>,  il  en  résulte  que,  si 
l'on  remplace  fK  par/'2  dans  la  forme  (27),  celle-ci  ne  change  pas 
non  plus. 

04 23,  ^23}  X_,23  étant  les  déterminants  mineurs  du  quotient  du 
déterminant  ci-dessus  D  par  le  facteur/2 —  /", ,  si  l'on  substitue 
F3,  G3,  H3  respectivement  à  F  (/*,),  G(/,),  H  (y, )  dans  [a  forme  (27), 
on  obtient  l'identité  (26). 

2°  Symétrie  par  rapport  à  trois  fonctions  f\,  f2,fz- 

En  remarquant  que,  dans  ce  cas,  l'équation  F,2:i=  0  est  le  quo- 
xxxix.  y 
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tient  du  déterminant  correspondant 


D  = 


F(/t)  G(/,)  H(/,) 
F(/a)  G(/2)  H(/8) 
F(/3)    G(/,)    H(/,) 


par  le  produit  (/2  — /,  )  (/3  — /,)  (/3  — /2),  et  en  se  reportant  au 
lemme  ci-dessus,  effectuons  successivement  sur  ce  déterminant  les 
opérations  suivantes  pour  en  chasser  les  facteurs  parasites. 

Remplaçons  à  la  fois  les  éléments  de  la  deuxième  ligne  de  ce 
déterminant  par  le  quotient  de  la  différence  des  deux  premières 
lignes  par  le  facteur  (/■, — /,)  et  les  éléments  de  la  troisième  ligne 
par  le  quotient  de  la  différence  des  deux  lignes  extrêmes  par  le 
facteur/";,  — /, .  Puis  de  nouveau  remplaçons,  dans  le  déterminant 
obtenu,  la  dernière  ligne  par  le  quotient  de  la  diiférence  des 
deux  dernières  lignes  par  le  facteur/"3  — f2. 

Finalement,  développons  par  rapport  aux  éléments  de  la  pre- 
mière ligne;  nous  aurons  une  équation  de  la  forme  (27).  Le  reste 
se  démontre  comme  dans  le  cas  précédent. 

La  réciproque  de  ce  théorème  s'établit  aisément.  En  effet,  les 
équations  (26)  et  (26)  ;i\ant  été  déduites  du  déterminant  (20), 
sont  donc  nécessaires  pour  (pie  l'équation  F)23:=:o  soit  re- 
présentable par  un  nomogra e  du   type  considéré.  Elles  sont 

également  suffisantes,  parce  que  l'élimination  de  <I>,23,  Wt23,  X,23 
donne  le  déterminant  voulu  (20). 


\l.   —   Exemples  d'application    \   la   disjonction 

DIS    \  ARIABLES. 

Considérons  la   forme    canonique  suivante  enlièremeni  symé- 
trique de  l'équation  du  troisième  ordre  la  plus  générale  (■)  : 

I  16  1  P»»  =  /t/i/»+  PW//+  TS//+  3  =  °- 

Pour  mettre  celle-ci  sous  la  forme  1  a5  1  admettant  pour  racines 
x  z=ftifai  fa  il  est  aisé  de  voir  qu'il  suffit  d'ajouter  à  cette  équa- 

C)  <:  .G.N.,  p.  195, 
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tion  (28)  l'équation  suivante  du  troisième  degré 

{x  _/,  )  (x  _/2)  {x      /,)  =  -flfift  +  xXftfj-&2ft+afl  =  o 

admettant  les  mêmes  racines/, ,  /2,  Jz  pour  qu'on  ait  immédiate- 
ment la  forme  cherchée 


d'où 


Fm=^  +  P)V:/y-(^-Y)V«  +  (^+S)  =  o, 


F/^/H-p,        G,=»//-Y,        Ht=//  +  8. 

Symétrie  par  rapport  à  deux  fonctions  fK  etf2. 
Considérons  l'équation 

F,23=/3-^3(/f+/|+/1/2)-/1/2(/1+/2)  =  0, 

symétrique  par  rapport  à  deux  fonctions  f{  et/2.  En  ajoutant  à 
cette  équation,  la  suivante 

O  — /1  )  (#  —/a)  (a?  4-/j  H-/2) 

=  a?3-,r(/î-+-/2+/1/!)+/1/2(/1+/!!)  =  o, 

admettant/,  et/2  pour  racines,  elle  prend  la  forme  voulue 

F123  =  F(^)  +  G(x)(/2+/|+/1/2)  +  H(^)[/3-^3(/12+/,|  +  /1/2)]=o, 

où 

F(a?)  =  a?«,         G(a?)=  — »,         H(a:)  =  i. 

Les  éléments  Ft-,  G/,  H4  pour  t  =  i  et  2  ont,  par  suite,  pour 
valeurs 

F,=//,         G,- =  -/,-,         H,=  r, 

En  résolvant  l'identité  suivante  d'après  l'équation  (26) 

F3+G3  (/,'+/,*  +/,/,)  +  H3l/3-^3(/,2+/22+/,/2)J^O, 

on  obtient  les  valeurs  suivantes 

Fs  =  —  /s,        G8  =  ^8,        H8=i, 
d'où  le  déterminant  cherché 

/.3       -/.     « 

n   -/■  « 

—/a       fi       1 
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XII.    —    Des   conditions   nécessaires   et   suffisantes    pour    que 
l'équation    F123=o    soit   représentable  par   un   NOMOCRAMME 

DE  L'UN  DES  TROIS  TYPES  PRINCIPAUX  DE  NOMOCRAMMES  A  SIMPLE 
ALIGNEMENT  DÉFINIS  COMME  SUIT  :  DANS  l'un  d'eUX,  LES  TROIS 
ÉCHELLES  ONT  LEURS  SUPPORTS  DISTINCTS)  DANS  UN  AUTRE,  DEUX 
ÉCHELLES  SONT  SUPERPOSÉES,  ET  DANS  LE  TROISIEME,  LES  TROIS 
ÉCHELLES    SONT    DE     MEME     SUPERPOSÉES. 

Désignons  respectivement  par  N3,  N2,  N'  ces  trois  types  de  no- 
mogrammes,  en  indiquant  par  un  exposant  le  nombre  de  supports 
distincts  d'un  type.  D'après  ce  qui  précède,  résumons  ci-après 
pour  chacun  d'eux  les  susdites  conditions  de  représentabilité. 

Type  N3  à  trois  supports  distincts. 
Il  faut  : 

i°  Que  l'équation  considérée  puisse  être  mise  sous  la  forme  (2) 
(19)  F,M=F1F„+G1GÏS-»-H1H„, 

au  plus  d'ordre  :>.  par  rapporta  l'une  quelconque  des  trois  variables; 
2"    Qu'il    existe   deux   systèmes    de   fonctions   Fo,    G2,    rL    et 
F3,  Ga,  II3  cpii  vérifient  les  identités  (3)  et  (4); 

FîFH-+-G2G„-+-II,H„=o, 


(3o) 

(   I*  3 1^23  -^-  G3G23-+-  H3H23  =  o; 

.1"  (hic  le  système  d'équations  (a3)  des  valeurs  critiques 

(3i)  h  =  2i  =  !h 

F3        G3        H 3 

n'admette  pas  une  solution  de  la  forineya  =/s. 

Type  V  '/  deux  échelles  1  a)  et  |  ■>  i  superposées  et  symétriques 
p(tr  rapport  à  deux  fonctions  ft  et  /*.,  : 

Il   faut    : 

1"  Que  I  équation  considérée  puisse  être  mise  sous  la  formi 
an  plus  ,|  ordre  a  par  rapport  à  la  variable  z<  ; 

•»."  Que  les  deux  identités  1  3o  -  admettent  uni'  solution  ; 

.1  "  Que  !<■  système  d'équations  (3i)  soit  satisfail  pour/a  =/«. 
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Outre  ces  trois  dernières  conditions,  on  peut  considérer  à  part 
les  deux  suivantes  qu'on  en  déduit  pour  le  même  type  N2. 

11  faut  : 

1"  Que  l'équation  F,23  =  o  puisse  être  mise  sous  la  forme  ca- 
ractéristique (s5) 

(32)  F12.,=  F(;r)*123-f-G(;r)*F123+H<;r)XI23 

satisfaite  pour  x  =f2  elfs  ; 

2°  Qu'il  existe  un  système  de  fonctions  F,,  G|,   H,  qui  vérifie 

l'identité 

F,<Pm-f-G1^123-hH1Xm==o. 

Type  N'  à  trois  échelles  superposées  et  symétriques  par  rap- 
port à  trois  fonctions  /*,  ,/2,/3. 

Il  faut  que  l'équation  considérée  puisse  être  mise  sous  la  forme 
caractéristique  ci-dessus  satisfaite  pour  z  =zf{,f2,fi. 

Remarque.  —  Toutes  les  conditions  indiquées  dans  l'ordre  ci- 
dessus,  pour  un  quelconque  de  ces  trois  types  de  nomogrammes, 
sont  successivement  nécessaires,  c'est-à-dire  que  chacune  d'elles 
devient  nécessaire  si  les  précédentes  sont  remplies. 

En  outre,  il  importe  de  remarquer  que  la  représentation  de 
l'équation  F,2s  =  o  par  un  nomogramme  de  l'un  quelconque  des 
deux  types  N'  et  N-  exige  que  cette  équation  soit  douée  de  la  sy- 
métrie par  rapport  au  système  de  fonctions  suivant  lequel  le  type 
de  nomogramme  considéré  est  symétrique. 

Telles  sont  les  conditions  qui,  une  fois  remplies,  permettent 
d'effectuer  la  disjonction  sous  la  forme  voulue. 

XIII.    —    Application    de   la   notion   des    valeurs    critiques    a 

LA  RÉDUCTION  DE  l'ÉQUATION  F,23=0  DORURE  QUELCONQUE  LA 
PLUS  GÉNÉRALE  A  LA  FORME  (2)  EN  VUE  DE  LA  DISJONCTION  DE 
SES     VARIABLES. 

Afin  d'abréger  les  écritures  dans  les  démonstrations  relatives  à 
cette  question,  nous  adopterons  la  notation  suivante,  à  indices 
superposés,  très  usitée  dans  la  théorie  des  équations  et  des  formes 
linéaires. 
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Nous  conviendrons  de  représenter  des  fonctions  quelconques 
d'une  seule  variable  Zi  par  /■ ,  ff,ff,  ...  en  affectant  une  quel- 
conque des  lettres  usuelles  /",  g,  A,  <I>,  W,  ...  d'un  indice  infé- 
rieur correspondant  à  celui  de  la  variable  z-i,  et  d'exposants  indi- 
quant que  les  fonctions  sont  quelconques. 

Nous  étendrons  cette  notation  aux  constantes  quelconques  et 
aux  fonctions  de  deux  variables.  Nous  représenterons  ainsi  par 
f\n  frn  fl>'  ■■■  des  fonctions  quelconques  dépendant  chacune  des 
deux  variables  z,  et  s2. 

A  présent,  considérons  l'équation  F,2:,  =  o  nomographique- 
ment  rationnelle  d'ordre  quelconque  par  rapport  à  chaque  va- 
riable. 

Cette  équation  peut  s'écrire  sous  la  forme 

(33)  *iu=flftt+fffh  +  .. .+&/&  =  •> 

ordonnée  nomographiquement  pour  une  quelconque  c(  de  ses  va- 
riables. Nous  désignerons,  d'une  manière  générale,  par  fj,  ff, 
f'i  •  •  ■>  ./"'  'es  "i  fonctions  d'une  variable  zi  par  rapport  auxquelles 
cette  équation  est  considérée  nomographiquement  rationnelle 
sous  forme  homogène. 

Ceci  posé,  d'après  ce  qui  a  été  dit  au  paragraphe  XÏI,  pour  que 
cette  équation  soit  représentable  par  un  nomogramme  de  l'un 
quelconque  des  deux  types  N;t  et  N2,  il  faut  d'abord  qu'elle  soit 
réductible  à  la  forme 

(34  )  Fm  =  Fi  FM-H  G,  Gï:)-i-  II,  II53  =  o. 

Celte  condition  nécessaire  est  suffisante  s'il  existe  deux  sys- 
tèmes de  fonctions  F2,  ('.,,  IÇ  et  F8,  G8,  H:1  vérifiant  les  deux 
identités  (3)  et  (4). 

Ayant  déjà  donné  au  paragraphe  II  une  méthode  pour  résoudre 
ces  deux  identités  au  moyen  îles  valeurs  critiques,  le  problème 
de  la  disjonction  des  variables  de  L'équation (33)  se  ramène  donc  à 
la  recherche  de  la  forme  générale  des  deux  systèmes  de  fonc- 
tions inconnues  K,,  C,,  H,  et  FM,  C^,,  1L:,  qui  doivent  vérifier 
l'identité  (34). 

Pour  résoudre  aussi  ce  dernier  problème  par  la  considération 
des  valeurs  critiques  et  de  l'ordre  nomographique,  nous  admet- 
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trons  que  chacune  des  trois  fonctions  F,,  G|,  H,  est  linéaire  et 
homogène  par  rapport  au  système  des  n,  fonctions  ci-dessus 
f\if\i  •''■>/"'•  Autrement  dit,  que  ces  trois  fonctions  sont  de  la 
forme 

(35) 


F,  =  a}// -naî/,*  +...+  <•/(", 


a*,  b*,  c'i  étant  des  coefficients  constants  à  déterminer. 

Si,  après  avoir  porté  dans  l'identité  (34)  ces  trois  expressions  et 
la  forme  (33),  on  applique  le  procédé  de  M.  d'Ocagne  à  la  recherche 
des  valeurs  critiques  de  z2  et  ^3  correspondant  à  une  valeur  indé- 
terminée z<,  on  obtient  le  système  suivant  de  n{  équations  linéaires 
exprimant  que  cette  identité  (34)  a  lieu  quel  que  soit  z{  : 


(36) 


a\  F23+6|  G23+c{  H23=/23, 
a\  F23+6*  G23+cf  H23=/2%, 

) 

a^F23-h^'G23+c^H23^/^. 


N'ayant  assujetti  les  coefficients  a*,  bk{,  c\  à  aucune  condition, 
nous  pouvons  prendre  comme  déterminant  principal  de  ce  sys- 
tème le  déterminant  des  coefficients  des  inconnues  dans  trois 
quelconques  de  ses  équations;  par  exemple,  le  déterminant  sui- 
vant correspondant  aux  trois  premières  : 


A  = 


b\  c 
b\  c 
b\     c 


Pour  que  ce  système  d'équations  (36)  soit  compatible,  il  faut  et 
il  suffit,  d'après  le  théorème  de  M.  Rouché,  que  les  (n,  —  3)  déter- 
minants caractéristiques  qu'on  obtient  en  faisant  k  =  4?  5,  . ..,  n{ 
dans  le  tableau 


(37) 


4*  = 


b\ 


/h 
fit 

J  ii 


soient  tous  nuls  quels  que  soient  z2  et  z-j. 
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Or,  je  dis  que,  pour  que  l'un  quelconque  A*  de  ces  (nt  —  3) 
déterminants  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que  les  éléments 
fsuflsi  fl-.ii  ftj  de  sa  dernière  colonne  soient  linéairement  dépen- 
dants quels  que  soient  z2  et  z3;  autrement  dit,  qu'il  existe  quatre 
nombres  a,  (3,  y,  S  non  tous  nuls  et  tels  qu'on  ait  identiquement 

(  38  )  «/?,  +  $fh  +  'if  h  +  8  /f,  -  o. 

En  e(Fet,  si  cette  condition  est  remplie  et  si  nous  déterminons 
des  constantes  a*,  6*,  c'\  qui  vérifient  les  trois  équations 

aaj-f-  paJ-t-Y«ï-+-  8af  =  o, 

a  cj  ■+■  p  c]  ■+■  y  c}  ■+■  8  c*=  o, 

nous  aurons  précisément  exprimé  qu'il  existe,  entre  les  éléments 
des  colonnes  du  déterminant  A*,  une  même  relation  linéaire  et 
homogène  quels  que  soient  z2  et  ^3.  Par  suite  A*  =  o. 

Remarque.  —  La  détermination  des  quatre  nombres  a,  ,3,  y,  S 
qui  doivent  vérifier  l'identité  (38)  peut  s'effectuer  facilement  en 
remarquant  que  les  fonctions ,/ia,/^a,  /£,,  /Ja  sont  nomographi- 
quement  rationnelles  par  rapport  au  système  de  fonctions 
fUfh  ..-,/"' (pour  t=  2  et  3). 

Une  fois  que  les  («,  — 3)  identités  (38)  sont  résolues,  pour 
réduire  l'équation  (33)  à  la  forme  (34),  on  tire  de  ces  (nt  —  3)  iden- 
tités les  valeurs  de  (nt  —  3)  fonctions  /?.  (k  =  4)  5»  •  ••?  nt)  en 
fonction  linéaire  et  homogène  des  trois  lettres /L,  ,ft3,  fï3-  Puis,  en 
les  portant  dans  L'équation  (33),  celle-ci  prend  la  forme  cherchée 

(  39)        Fiaa  =  «pj/f,  4-  «pî/l,  -H  ?î/233  s  F,  F234-  G,  G,3+  H,  Hî3. 

\  présent,  remarquons  que  les  trois  fonctions  IV,,  Gjj,  Hal  sont 
définies  par  les  trois  premières  équations  du  système  (3(i)  à  coef- 
ficients tous  arbitraires  tels  (pie 

A  =  |  a\     b\     c\  |^o. 

Si  Ton  tire  de  ces  trois  équations  les  valeurs  de  _/'.', 3,  /'•;.,,  f*t  en 
fonction  de  Faaj  Gaaj  IL.i<  (>|  si,  après  avoir  introduit  ces  valeurs 
dans  L'équation  (3y),  on  identifie  les  deux  membres  de  celle-ci,  on 
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obtient  les  expressions  suivantes  du  système  F,,  G,,  H,, 

(4o)  Gi=&î<?î-+-ôï<P?-4-ô?<PÎ, 

(  Ht=  c}<p}+  cf<p]4-  cftp3, 
où 

De  là,  le  théorème  suivant  relatif  à  la  réductibilité  de  l'équa- 
tion (33)  à  la  forme  (2). 

Si  les  fonctions  /,'3,/223,  fl3,f\z  pour  k  —  4,  5,  ...,  nK  sont 
linéairement  dépendantes  quels  que  soient  z2  et  z3,  V équation 
F,  23  =  o  est  réductible  à  la  forme  (2).  Sinon,  il  est  impossible 
qu'elle  le  soit,  à  moins  toutefois  d' une  substitution  non  linéaire 
et  homogène  effectuée  sur  les  systèmes  de  fonctions  f\,  f\,  ...,  /" 
par  rapport  auxquels  V équation  ci-dessus  a  été  considérée 
nomo graphiquement  rationnelle  sous  forme  homogène. 


SUR  UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DE  PREMIER  ORDRE 
ET  DU  PREMIER  DEGRÉ; 

Par  M.  Jean   Chazy. 

On  a  souvent  donné  des  cas  d'intégrabililé  de  l'équation 

(1)  ^  =  A(a)f'-t-B(a)j»«-+-G(a)v  +  D(a), 

où  A,  B,  G,  D  désignent  des  fonctions  de  u;  je  voudrais  en  indi- 
quer de  nouveaux. 

L'équation  (1)  conserve  la   même  forme  par  le  changement  de 
variable  et  de  fonction 

(2)  [u,  v;  tp(«),  \(u)v  +  n(a)], 

quelles  que  soient  les  fonctions  tp,  à,  u.  On  peut  profiter  de  l'indé- 
termination de  ces  fonctions  pour  simplifier  l'équation  (1). 
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Ainsi,  si  l'on  veut  mettre  l'équation  (i)  sous  la  forme 

(3)  ^"'-'X'O 

par  une  transformation  de  la  forme  (2),  les  coeffieients  »,  ~k,  u.  sont 
déterminés  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  donnée  par 
des  quadratures.  M.  Appell  (')  a  intégré  l'équation  (3)  pour  des 
valeurs  simples  de  la  fonction  D(m). 

M.  Appell  a  encore  considéré  la  forme  (2) 

(4)  ^=A(a)P»-4-B(B)?*; 

pour  mettre  l'équation  (1)  sous  la  forme  (4),  par  une  transfor- 
mation de  la  forme  (2),  il  faut  connaître  une  intégrale  particulière 
de  l'équation  (1),  et  une  intégrale  particulière  d'une  équation  de 
Riccati  formée  avec  cette  première  intégrale  particulière  et  avec 
les  coefficients  de  l'équation  (1). 

Parmi  les  équations  de  la  forme  (4),  M.  R.  Liouville  a  considéré 
l'équation  (;1) 

(5)  C-^-  -+-  (au»+  lpu*-h  3y  u  -+-  o)v* -h  3(z u  -+-  y)»*  =  o, 

OÙ  a,  [3,  y,  S,  e,  cp  désignent  des  constantes.  L'équation  (5)  conserve 
la  même  forme  par  le  changement  de  variable  et  de  fonction 
(a,  v\  )>u  +  u,  pi>),  À,  u,  p  désignant  des  constantes  arbitraires, 
de  sorte  qu'elle  ne  dépend  que  de  trois  paramètres.  M.  R.  Liou- 
ville a  montré  que  l'intégration  de  l'équation  (5)  se  ramène  à  une 
quadrature,   quand   les  coefficients  satisfont  aux  deux  conditions 

aca  —  j3e  =  o,  e2(8s —  y»)  -+-  aaç3  =  o, 

et  par  suite  ne  dépendent  plus  que  d'un  paramètre.  En  négligeant 
des  cas  d'intégrabilité  banaux,  on  peut  alors  réduire  l'équation  à 

la  forme 

dp 

—. h  (  a  u3  -+-  3  u  )  v3  -+-  3  uv*  =  o, 

du 


(')  Journal  de  Liouville,  1889,  p 

(-)  Ibid.,  p.  378. 

(3)  Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  i.Xlt'  Cahier, 
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a  désignant  un  paramètre  arbitraire.  Et  la  quadrature  à  laquelle 
se  ramène  l'intégration  de  cette  dernière  équation  est  elliptique 
ou  hvperelliptique,  si  l'équation  algébrique  en  r 

ix(r  —  a)2  —  gr  =  o 

a  une  racine  commensurable. 

Dans  l'étude  des  équations  à  points  critiques  fixes  du  troisième 
ordre,  j'ai  été  conduit  à  déterminer  les  équations  de  la  forme  (') 

(6)  y'"=ayy"-h  by'*+cy*y'-±-  dy\ 

a,  6,  c,  d  désignant  quatre  constantes,  dont  l'intégrale  générale  est 
uniforme.  Or  l'équation  (6)  ne  change  pas  par  le  groupe  de  trans- 
formations  à  deux  paramètres  (x,  y;  ~kx  -f-  [x,  4-j,   de  sorte  que 

l'intégration  de  cette  équation  se  ramène  à  l'intégration  d'une 
équation  du  premier  ordre  suivie  de  deux  quadratures.  Effecti- 
vement les  deux  fonctions  u  et  v  définies  par  les  équations 

(7)  y'=uy2,  du  =  vuydy 

ne  changent  pas  le  groupe  de  transformations  précédent  et  sont 
liées  par  l'équation  du  premier  ordre 

(8)  ^  =  [6tt3-(2a  +  6)M2-CH-^]c3+(7«-a)c2. 

Cette  équation  est  de  la  forme  (5). 

A  chacune  des  équations  (6)  dont  l'intégrale  générale  est 
uniforme  et  que  j'ai  intégrées,  correspond  une  équation  (8),  qui 
est  intégrée  par  là  même  :  la  variable  et  la  fonction  «et  c  sont 
exprimées  par  les  équations  (7)  en  fonctions  uniformes  du  para- 
mètre ~kx  H-  u,  et  d'une  constante  d'intégration.  Mais  je  veux 
considérer  ici  seulement  deux  équations  de  la  forme  (6)  qui  ren- 
ferment un  paramètre  arbitraire,  et  qui,  quelle  que  soit  la  valeur 
de  ce  paramètre,  se  ramènent  à  une  équation  linéaire  du  second 
ordre  :  il  en  est  par  conséquent  de  même  des  équations  (8) 
correspondantes.  En  outre,  quand  le  paramètre  a  des  valeurs 
numériques  entières,  l'intégrale  générale  de  chacune  de  ces  deux 

(')  Acta  mathematica,  1911. 
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équations  (6)   est  uniforme,   et  s'exprime   par  des  combinaisons 
de  fonctions  connues.  A  un    double   point  de  vue,   l'intégration 
des    deux    équations    (8)   correspondantes    est   donc   analogue    à 
l'intégration  de  l'équation  de  M.  R.  Libuville. 
En  premier  lieu  considérons  l'équation 

(o)  f"=*yy+'>y'î+jzrkï(/-yi)2- 

Celte  équation  peut  être  remplacée  par  le  système 

i  —  k* 

y  =  72H 7 — -s,  z  =6**, 

ou  encore,  puisque  l'intégrale  générale  de  la  dernière  équation  est 

z  =p  (x  +  A;  o,  B),  par  le  système 

y  = ,  /"  = — ; — p(x-h  \;  o.  \ï)t. 

t  4 

L'intégration  de  l'équation  (9)  et,  par  suite,  celle  de  l'équation  du 
premier  ordre 


du 


=     6m3— 6m'2 ZTp{U  ~  l)i  U3-+-(7"  —  *)**' 


se  ramènent  donc,  quel  que  soit  le  paramètre  k,  à  l'intégration 
d'une  équation  linéaire  du  second  ordre. 

D'ailleurs,  par  une  transformation  linéaire  effectuée  sur  x,  on 
peut  donner  aux  deux  constantes  A.  et  B  les  valeurs  o  et  1,  sans 
altérer  les  fonctions  u  et  v\  et,  si  t  et  t,  désignent  deux  intégrales 
particulières  de  l'équation  linéaire  du  second  ordre,  l'intégrale 
générale  est  Ct  -+-  Dtt  :  donc  la  fonction  y  et,  par  suite,  les  fonc- 
tions u  et  v  sont  rationnelles  par  rapport  à  la  troisième  constante 
d'intégration. 

Si  le  paramètre  Ar  est  un  nombre  entier  impair  plus  grand  que  1, 
l'équation  linéaire  du  second  ordre  est  une  équation  de  Lamé; 
l'intégrale  générale  .y  (x)  et,  par  suite,  les  fonctions  u(x),  v  (x) 
s'expriment  par  les  fonctions  />.  Ç,  1.  Si  le  paramètre  k  est  un 
nombre  entier  positif  el  pair,  niais  non  multiple  de  6,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  linéaire  du  second  ordre  n'est  pas  uniforme, 
mais  le  quotient   <le  den\  intégrales  quelconques  est  uniforme; 
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l'intégrale  générale  y  (x)  et  les  fonctions  u(x),  v  (x)  s'expriment 
encore,  mais  algébriquement,  par  les  fonctions/?,  Ç,  cr. 
Considérons  en  second  lieu  l'équation 

(io)  y"=iyy"—  37'2+  ?>%_k2^y'—yiy-i 

qui  peut  être  remplacée  par  le  système 

x  d*z        [  \        7   \dz        /  i  \  \z 

<">  ^-^Hïï  +U-6f/,a?-(36-iEih  =  °' 

c?2^!        / 1        7   \  dzx        /  i  i  \^ 


L'intégration  de  l'équation  (io)  et,  par  suite,  celle  de  l'équation  du 
premier  ordre 

(12)  ^  =  |~6m3-m2-  36  j_^2(6a  — i)2Jp3  +  (7m  — 2)p2 

se  ramènent  donc  à  l'intégration  d'une  équation  linéaire  du  second 
ordre  suivie  d'une  inversion. 

Cette  équation  linéaire  du  second  ordre  est  de  la  forme  hyper- 
géomélrique.  Si  le  paramètre  k  est  l'un  des  nombres  entiers  2,  3, 
4,  5,   le    groupe   de  l'équation    est  le   groupe   du  dièdre  d'angle 

^-,    du    tétraèdre,   de    l'octaèdre    ou    de   l'icosaèdre;   la   fonction 

12 

[z(.z)]A~B  est  un  polynôme,  et  la  fonction  y{x)  est  rationnelle. 
Dans  l'équation  (12),  la  variable  et  la  fonction  sont  exprimées  en 
fonctions  rationnelles  du  paramètre  x  et  de  la  constante  d'inté- 
gration. 

Si  le  paramètre  k  est  un  nombre  entier  plus  grand  que  6,  ou 
s'il  est  infini,  la  fonction  t{x)  est  une  fonction  de  Scliwarz  dont 

le  triangle  fondamental  a  comme  angles  -'Vt  :  la  fonction  y  {x) 

admet  la  même  coupure  circulaire  ou  recliligne  que  la  fonction  t(x). 
Si  k  est  infini,  les  deux  fonctions  t  (x)  et  y(x)  sont  holo- 
morphes  dans  la  région  où  elles  sont  définies;  si  A"  est  un  cnlier 
plus  grand  que  6,  la  fonction  t  (x)  admet  des  pôles  d'ordre  k,  et 
la   fonction  y  {x)  admet  les  mêmes  points  comme  pôles  simples. 
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D'ailleurs  l'expression  générale  t{x)  définie  par  le  système  diffé- 
rentiel   préeédent   est  M  tt— ^Tn)'  A.»  ^,  ^'  ^  désignant  quatre 
constantes   arbitraires,   et  de  même    l'expression   générale   de  la 
fonction  y  (x)  est 

_\D  — BC        /Aa?-f-B\  6C 


D  — BG       /Aar  +  B\  _ 


Donc,  dans  l'équation  (ia),  la  variable  u  et  la  fonction  v  sont 
des  fonctions  uniformes  du  paramètre  x  et  de  la  constante  d'inté- 
gration, qui  admettent  dans  le  plan  de  chacune  de  ces  variables 
une  coupure  circulaire  ou  rectiligne. 

Enfin,  si  le  paramètre  k  a  une  valeur  quelconque  différente  des 

12 

quatre  nombres  o,  ±  6,  oc,  la  fonction  U  (x)  =  z  A~6 ,  considérée 

comme  homogène  de  degré  - — -r  par  rapport  à  la  variable  x  et  à 

une  variable  d'homogénéité  .r,,  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées 
partielles  remarquable 


d*U  d*U        .     d*U        (ï>\5 


—  i 


dx1*    ô.r\  ôx3  àx{  ùx  àx'l 


\dx*dx\/ 


Par  conséquent,  de  l'intégration  de  l'équation  hypergéomé- 
trique  (i  i)  on  déduit  encore  l'intégrale  homogène  de  cette  équation 
aux  dérivées  partielles,  pour  un  degré  d'homogénéité  quelconque 
différent  de  o,  i  cl  i. 


SUR  LES  SURFACES  DONT  LES  LIGNES  ASYMPTOTIQUES  APPARTIENNENT 
PAR  LEURS  TANGENTES  A  UN  COMPLEXE  LINÉAIRE; 

l'ut   M.    Kkraval. 


Une  solution  indirecte  de  La  question  est  connue.  Comme  me 
l'a  fait  remarquer  M.  Darboux,  en  appliquant  aux  surfaces  consi- 
dérées la  transformation  de  Lie,  qui  fait  correspondre  à  une  droite 
une  sphère,  on  les  transforme  en  surfaces  dont  les  lignes  de  cour- 
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bure  sont  sphériques.  La  solution   complète  de  ce   dernier  pro- 
blème est  bien   connue.  Il  me  semble,   néanmoins,  qu'une  étude 
directe  de  la  question  peut  être  intéressante;  j'ai,  du  reste,  trouvé 
des  résultats  que  je 'crois  nouveaux,  par  exemple  celui-ci. 
Toutes  les  solutions  de  l'équation 

s^—rt  =  <z2, 

qu'on  rencontre  dans  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  jouis- 
sent de  la  propriété  indiquée.  J'indiquerai  deux  méthodes. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

Soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  six  coordonnées  de  la  droite  et 

AL  +  BM  -+-  CN  h-  DX  -+-  EY  -+-  FZ  =  o 

l'équation  d'un  complexe  linéaire.  Les  coefficients  A,  B,  ...  sont, 
par  exemple,  fonction  d'un  paramètres.  Sur  une  asymptotique  de 
la  famille  considérée,  v  demeure  constant.  En  un  point  M(#, y,  z) 
de  la  surface  le  plan  polaire  dans  le  complexe  est  tangent  à  la 
surface  au  point  M,  ce  qui  donne  immédiatement  les  équations 

!_  B^-Cr  +  D 
—  q  =  Ay  —  Bar-f-F 

En  éliminant  v,  on  obtient  une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  Toute  surface  correspondante  jouira  de  la  pro- 
priété considérée  pour  l'une  des  familles  d'asymptotiques,  mais  il 
peut  arriver  que  le  fait  se  produise  pour  les  deux  familles  :  c'est 
ce  qui  arrive  dans  le  cas  suivant  que  je  vais  étudier,  qui  donne  la 
surface  minima  d'Enneper  et,  par  homographie,  les  surfaces  réglées 
du  troisième  ordre  à  directrices  distinctes. 

Considérons  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et  sup- 
posons que  les  axes  des  complexes  linéaires  d'une  famille  soient 
situés  dans  le  plan  xoy  et  parallèles  à  ox.  Le  complexe  sera  de  la 

forme 

L  +  XX-+-  [aZ  =  o, 

où  X  et  u  sont  des  fonctions  de  p,  par  exemple. 


A  y 

—  Ba?-+- 

F 

/ 

dz 

dz 

Cx 

—  Az  + 

E 

\P  = 

ôx 

q  = 

dy 
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L'application  de  la  méthode  indiquée  conduit  à  l'équation 


-—y 


=  G(f) 


Or,  si  j'élimine  la  fonction   arbitraire  G,  je  trouve  l'équation 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

(A)  s>-rt  =  ïjf-, 

qui  admet  deux  intégrales  intermédiaires,  dépendant  chacune  d'une 
fonction  arbitraire, 


-(?> 


— y 

q  \q 


p  \p 

De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  les  lignes  asytnplo tiques  d' une  première  fa- 
mille (V une  surface  S  appartiennent  à  des  complexes  linéaires, 
dont  les  axes  soient  parallèles  entre  eux  et  dans  un  même 
plan,  il  existe  une  propriété  pareille  pour  les  lignes  asympto- 
tiques  de  la  deuxième  famille.  Les  axes  des  nouveaux  com- 
plexes sont  dans  le  même  plan  que  tes  premiers  et  leur  sont 
perpendiculaires . 

En  intégrant  l'équation  (A),  on  trouve  bien  facilement  les  équa- 
tions 

ix  =  —  «F'-t-  uH'+  2  F, 
y=  +  vF'  -vil  -hiU, 

F  est   une  fonction   arbitraire   de   u  et  H   une   fonction   arbitraire 
de  v. 

Ces  surfaces  (S)  jouissenl  de  propriétés  intéressantes.  Un  cer- 
tain nombre  d'entre  elles  sont  des  surfaces  miniina,  entre  autres 
la  surface  d'Enneper 

Détermination  des  sur/aces  ISI  (/ni  sont  minima.  — En  écri- 
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vant  que  S  est  minima,  je  trouve 

(F'+  H')(«H"+cF")-  (a*-4-^)FffH7-+-af  =  o. 

Dans  cette  équation,  je  traite  v  comme  une  constante.  Je  pose, 
par  exemple,  v  =  a,  H'=  b,  W=c  et  je  cherche  la  fonction  F'=  6 
de  la  variable  u.  L'intégration  est  facile  et  donne 


6  = 


,    /      me    "        m2 

i  / k*  -t-  -r-  - 

y         -i  a  4 


me  —  2(  a  -+-  bc)  /      me  m2        ma(  i  -+-  c2  ) 


Mais  9  ne  doit  dépendre  que  de  u  et  non  de  v.  Or,  <7,  /;,  c,  m 
sont  des  fonctions  de  c,  a?*  étant  arbitraire  et  introduit  par  l'inté- 
gration. Il  faut  donc  qu'on  ait 


me 
ia 

me  —  lia  -h  bc) 

ic  "' 

m2        ma(i  -+-  c2) 
4  ic 


a,  jâ,  y  ne  contenant  ni  u  ni  p.   Si  j'élimine  m,  il  me  reste  deux 
relations 

aa  —  a  —  bc  =  cp\ 

a2  a2  —  a2  a  (  t-f-  c2  )  =  c2  y. 

En  revenant  aux  anciennes  notations,  la  première  me  donne 

(a  —  i)e  =  H'H"-+-3H". 
En  intégrant 

(a  — I)P2=:  H'2-i-2pH'+p, 

p  étant  une  constante  d'intégration.  Je  prends,  par  exemple, 

H'  =  —  p  -+-  y/p2—  p  +  (a  —  i)t>2; 
d'où 

(«■— i)f 


H"  = 


y/(a  — i)f2-f-  [j2—  p' 

d'où  facilement 

(a  —  i)2  _  «(«  — i). 

(a_i)j;î-j-  (32— p  ~   3CP2+  y  ' 

d'où  une  première  solution 


a  =  l,  H*=0,  H'=:— p  +  v/p«— p, 

XXXIX.  IO 
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qui  conduit  à  une  valeur  infinie  pour  m.  Il  esl  facile  de  voir  que 
celte  solution  conduit  à  la  surface  mi  ni  ma  d'Enneper.  Si  a  ^  i, 
on  trouve 

F'  =       p  -t-  y/—  a  a2  -+-  -(, 


H'  =  —  (3  +  v/(a—  \)Vi  +  P2— p, 

T(»-i)  =  «(^-p), 

et,    alors,  deux    cas  à    distinguer,   selon  que  a  =  o  oua^o.  Si 

a  =  o,  y  =  o, 

F'  =  p, 


H'  =  — p  -4-v/pî^lT», 

F  et  H  sont  de  la  forme 

è2  .     y        i>   / 

F  =  «  w,         H  =  —  av  -\ arc  sin  T  h —  Jb'1 —  a2. 

2  02 

On  a  donc   la  surface  minima  réglée,  c'est-à-dire  l'hélicoïde  à 
plan  directeur. 

Enfin,  si  a  ^é  o,  la  surface  n'est  plus  réglée,  on  trouve  alors 

k*  hu         u 


F  =  — T  arc  sin  —, 1 \/k*—  A* a», 

/f'2  ,     /'V        f    rr, n — : 

II  =  — rr  ai"  sh   -rp  -f-  -  i/Ar'2+A'2^2. 


En   changeant  légèrement  les  notations,  j'arrive  aux    formules 

définitives 

l  x  =  X"  sin  ii  chf  4-  /ta, 

(  £  )  <  y  =  h  cos  «shc+  /> v, 

(   z  =  sin  «  shi>, 

où  h  el  Â   sont  des  constantes  liées  par  la   relation 

Les  lignes  asymptotiques  correspondent  aux  valeurs  constantes 
de  m  ou  de  c,  el  les  lignes  de  courbure  à 

U  ±  V  =  const. 

J'ignore  si  celte  surface  minima  a  été  étudiée,  elle  me  paraîl 
intéressante  :  en  particulier  la  représentation  sphérique  des 
asymptotiques.  Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  poinl  u.  v 
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sont  donnés  par  les  formules 

—  shi> 

x\  =  i z — i — ' 

k  cosw  -+-  h  en  v 

—  sin  u 

J         k  cosa  -t-  h  chp 
h  cosu  -t-  k  ch  v  % 
1  ~"  k  cosw  -+-  h  chi>' 

on  a  bien  x\  -f- y\  +  z\  =  i .  D'ailleurs 

Xychv  =  shv(kzi  —  h). 
y\  cos  u  =  sin  ma:  —  hz\  ). 

On  a  donc  pour  représentation  sphérique  deux  familles  de 
cercles  orthogonaux.  Il  résulte  de  là  que  les  lignes  asymptotiques 
qui  sont,  par  hypothèse,  capables  d'un  complexe  linéaire  sont  de 
plus  des  hélices.  Les  unes  sont  tracées  sur  un  cylindre  elliptique, 
les  autres  sur  un  cylindre  hyperbolique. 

La  surface  minima  S  possède  une  infinité  de  génératrices  recti- 
lignes  parallèles  à  oy  et  s'appuyant  sur  ox.  Il  suffit,  dans  les  équa- 
tions (S),  de  faire  v  =  o,  on  trouve  y  et  z  nuls,  donc  ox  est  sur  la 
surface.  Pour  u  =  mu,  m  étant  entier,  on  a  z  =  o,  x  =  m. hiz,  ce 
qui  démontre  la  proposition. 

SECONDE  PARTIE. 

La  deuxième  méthode  qu'on  peut  employer  consiste  à  partir  des 
belles  formules  de  M.  Lelieuvre,  qu'on  trouvera  au  Tome  IV  de  la 
Théorie  des  surfaces  de  M.  Darboux.  On  fait  usage  de  trois  solu- 
tions 9),  82,  63,  d'une  équation  de  la  forme 

<"«  .ii. 


du  dv 


Je  suppose  d'abord  k  =  o,  j'appellerai   les  surfaces  correspon- 
dantes des  surfaces  de  première  espèce. 

En  posant 

61=  A,  i-B,, 

8,=  A,-+-B„ 

83=  A 3 -h  B3, 
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où  les  A  dépendent  de  u  et  les  B  de  v  seulement,  les  formules  de 
Lelieuvre  donnent  pour  l'équation  de  la  surface  rapportée  à  ses 
lignes  asymptotiques  les  formules 

/  x  =  A3B,-  A2B3-^  f  A2  d\3—  A:i  dA2+  Cb2  dB3-  B3  dB2, 

(S,)     ly  =  AtB3  —  A3B,+  f  A,rfA,— AirfA,-H  Fb3  dBx-  B,  dB3, 

f  z  =A,Bi—  AiB,+  f  AxdA2—A2dAx  +  ÇBYdB2—  B2rfB,, 

et  j'ai  alors  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  asymptotiques  v  soient  capables  chacune  d'un  complexe 
linéaire,  c'est  que  la  courbe 

(A)  a;=  A,,        y  =  A»,         z  =  Aa 

soit  plane. 

Dans  ce  qui  suit,  je  vais  donc  donner  à  v  une  valeur  constante 
d'ailleurs  quelconque,  u  seul  variera  et  une  lettre  accentuée  dési- 
gnera une  dérivée  par  rapport  à  u. 

Soit  doue 

ÇX  +  i)Y  •+■  ÇZ  +  pL-f-^M  -+-  rN  =  o 

L'équation  du  complexe  linéaire  qui  correspond  à  l'asymptotique  v. 
Les  coefficients  ç,  vj,  Ç,  />,  y,  /•  sont  donc  des  fonctions  de  la  seule 
variable  v.  J'écris  que  le  plan  tangent  au  point  xyz  est  le  plan 
polaire  de  ce  point  dans  le  complexe 

£  +  </3  —  ry  _  T)  -l-  rx  —  pz  _  L-ï-py  —  qx 


A,-i-  15,  \.t    -  B2  A3-t-  B3 


-X, 


X  étant  diffère  ni  de  /.éro.  Je  chasse  les  dénominateurs  et  je  dérive 
en    // 

—  qs'+ry'  =  X'(At-H  B,)  +  XA',, 

—  rx'  -+-pz'  =  X'(A2-f-  Bj)  -+-  X  A2, 

—  /»y-+-7a-'  =  X'(As-f-  B3)  +  XA3. 

Ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes.  En  les  intégrant, 
elles  donnent  ç,  /,,  ^.  Or,  les  équations  (S,)  me  donnent 

x'  =  A3  (  A,  -i-  B,)  -  A2  (  A3+  B3), 
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En  portant  dans  les  équations  précédentes,  on  trouve  trois  équa- 
tions qui  se  réduisent  aux  deux  suivantes 

(Ai+BOX'+AJX 

=  (  A, -+-  B,)gr  A;  h~  (  A3  4-  B3)r  A't  —  (  A,  -+■  B,  )  (  g  A'2  +  /•  A'3  ), 

(a2  +  B»)X'-f- a;x 

=  (Ai+B,)rA4  -+-  (At-h  B,)p  A',—  (À,+  B2)(/>Ai  +  rA'3). 
Si  j'élimine  )/,  je  trouve  une  équation  qui  se  décompose 
(X'+/>Ai  +  gA/ï  +  rA3)[(A,-+-B1)A'î-(A2-HB2)Ai]  =  o. 

Or,  le  crochet  n'est  pas  nul,  car  on  suppose  que  9,,  92,  ^3  sont 
des  solutions  distinctes;  par  suite,  le  quotient  de  deux  d'entre 
elles  n'est  pas  une  constante. 

Donc 

(1)  \'-hpk'l-hqA.'i  +  rA.'3  =  o. 

En  tenant  compte  de  celle  équation,  les  précédentes  donnent 

A'1[/>(A,-t-B,)  +  gr(A,+  Bî)-l-r(A3+B3)  — XJ  =  0. 

Donc,  ou  bien  A't  =  o  et  la  courbe  (A)  est  bien  plane,  ou 
bien 

(2)  X  =/>(  A,+  B,)  +  5-(Aî+  B2)  +  /-(A3+  B3). 
Si  je  compare  (1)  et  (2),  je  trouve 

X' =  o,         donc         X  =  F(t>), 

(3)  pA.l-hqki-hrAa=G(v). 

Le  point  A,  A2  A3  décrit  donc  une  courbe  plane  dont  le  plan 
est  naturellement  indépendant  de  v.  On  voit  facilement  que  la 
condition  est  suffisante. 

On  a  donc  un  moyen  très  simple  d'avoir  des  surfaces  jouissant 
de  la  propriété  indiquée  pour  une  ou  deux  familles  d'asympto- 
tiques.  Dans  ce  dernier  cas,  si  l'on  suppose  que  le  plan  de  la 
courbe  (A)  soit  :  y=  mx  et  celui  de  la  courbe  (B)  '■  Y  =  —  mx, 
on  trouve  pour  équations 

!x  =  —  mu\Y  —  mt» F'-t-  m(aF—  m  F')  -4-  m(îH  —  vW ), 
y=-i-i>F'     -bH'  +(mF'-2F)      -h(-iH-vU'), 
z  =  2/wF'H', 
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en  posant 

A, -F',  B,=  H\ 

Aj=/hF',         Bj  =  -mH', 

A3=  w,  B3  =  v, 

F  esl  une  fonction  quelconque  de  u,  et  H  de  v. 

On  voit  que  ce  sont  des  transformations  par  homographie  des 
surfaces  (S).  Ce  sont  les  solutions  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

4m2^î(s2—  rt)  =  (m2/?2—  g-f- 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  les  plans  des  courbes  (A),  (B)  sont 
parallèles.  En  posant 

A,=  «,  B,=  H'. 

A2=F',         B,=  t>, 

A3=a,  B3=  b  et         a-\-b  =  m, 

on  a,  pour  les  surfaces  cherchées,  les  équations 

(  x  =  m{v  —F'), 
(S,)  )y  =  m(u-W)1 

(  z  =  F'II'-f-  «F'+cH'-?.(F+H)-  uv. 

Les  complexes  linéaires  sont 

N  =  m2  Z  -+-  a  m  H'  X  -+-  2  me  Y, 
N  =  —  '2  m u  X  —  1  m  F'  Y  —  m2  Z. 

Les  axes  de  ces  complexes  ont  pour  équations 

x  —       7.mv,  x  = — imF', 

y  =  —  •>. m  H',        ^  =       >.mu: 

ils  décrivent  deux  cylindres  quelconques  parallèles  à  os;  enfin, 
les  paramètres  des  complexes  sont  les  mêmes  pour  chaque  famille 
d'asymptoliques  et  ont  pour  valeur 

—  m*    et    -+-  m2. 

Enfin,  les  surfaces  X,   sont  les  solutions  de  l'équalion   aux  déri- 

\  éea  partielles 

1 
S*  —  rt=  — r  • 


—  U3 

En  parlant  de  l'équation 


s-—rt=~ 
a- 


et  en  adoptant  la  forme  donnée  par  M.  Darboux,  on   a,  pour  les 
surfaces  intégrales, 


-  =  H'  -  F', 


(Si)  /£  =  « 


a 

î=(«  +  c)(H'-F')  +  2(P-H). 
a 

Les  complexes  sont 

N=      2ffH'Y  +  2acX  -aZ, 
N=-2aaX    -2aF'Y+aZ. 

Les  axes  des  complexes 

x  =       iaH',         x  = — ia¥\ 
y  = —  2ac,  y  —-^-  lau, 

et  les  paramètres  des  complexes  :  -f-  a  et  —  a. 

Représentation  sphérique  des  lignes  asympto tiques.  —  Je 
reprends  les  surfaces  (St),  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  les 
courbes  (A)  et  (B).  On  sait  qu'on  peut  faire  correspondre  à  S, 
une  autre  surface  S2,  avec  orlhogonalité  des  éléments  linéaires 
(Darboux,  t.  IV)  en  prenant  une  solution  de 

£-* 

=  o.  Si  je  prends  u>  =  i ,  je  trouve 

!X\  =  B{  —  A,. 
x2=  B2— A2, 
#8  =  B:j—  A3. 

Si  je  prends  pour  courbes  (A),  (B) 

!x  = — iA|.  (  x  =  -+-  2Bh 

^  =  -2Aj,  (B)  ^  =  +  262, 

z  —  —  1 A3,  [z=z-\-ïYï3. 


.  .    rf*8 

<rfw  c/i> 

(S,) 

—  \u  - 

Si  F  est  le  premier  point  et  F'  le  second  :  i°  le  milieu  M,  de 
FF'  décrit  la  surface  S2  qui  correspond  à  St  avec  orthogonalité 
des  éléments  linéaires;  2°  FF'  est  parallèle  à  la  normale  en  M 
(qui  correspond  à  M,)  à  la  surface  S(  et,  par  conséquent,  la  con- 
gruence  G  de  M.  Darboux  (t.  TV,  p.  61),  qu'on  obtient  en  menant 
par  un  point  de  S2  une  parallèle  à  la  normale  au  point  correspon- 
dant de  S(,a  pour  surface  focale  les  deux  courbes  (A)  et  (B). 

()n  en  déduit  de  suite  la  représentation  sphérique  des  asympto- 
tiques. Par  exemple,  pour  la  surface  minima  (S),  les  courbes 
(A),  (B)  sont  une  ellipse  et  une  hyperbole  focales  ;  les  cônes,  ayant 
un  sommet  sur  l'une  et  s'appujant  sur  l'autre,  sont  de  révolu- 
tion, etc. 

Solution  la  plus  générale  du  problème  avec  les  formules  de 
M.  Lelieuvrc.  —  On  se  donne  une  équation  de  la  forme 


Ou  dv 


où  k  est  une  fonction  connue  de  u  et  v.  Soient  alors  9, ,  9a,  03  trois 
solutions  de  celte  équation  non  liées  par  une  relation  homogène  à 
coefficients  constants. 

Les  formules  de  M.  Lelieuvre  sont  alors 

[•-/(•^  «£)*-(«■£-«■*)* 

Les  lignes  asymptotiques  sont  les  courbes  obtenues  en  faisant 
//  ou  i'  constant.  J'ai  alors  obtenu  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
1rs  asymptotiques  e  =  const.  soient  chacune  capables  d'un 
complexe  linéaire,  c'est  que  0,,  8a,  03  soient  liées  par  une  rela- 
tion de  la  forme 

B.O.-i-  B202  -h  B363=  i, 

où  I!,,  Ba,  Ba  ne  dépendent  que  de  v.  Les  quantités  B(,  Ba,  Ba  sont 
proportionnelles  aux  cosinus  directeurs  de  l'axe  du  complexe. 
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Soit 

ÇX-f-rJY-HÇZ-+-/>L-HyM  +  i'N  =o 

l'équation  du  complexe  qui  correspond  à  une  certaine  valeur  de  ç. 
En  écrivant  que  le  plan  polaire  du  point  xyz  dans  le  complexe 
est  tangent  en  ce  point  à  la  surface,  on  a 

\  -+-  q z  —  ry  =  X8,, 
t]  h-  rar  — p  z  =  X82, 
Z,  +py  —  qx  =  X83, 

avec  X  7^  o  et  réciproquement,  il  suffit  qu'on  puisse  trouver 
\^é  o;  £,  7),  Ç,/>,  cJi  r  non  nulles  ensemble  et  vérifiant  les  équations 
précédentes.  Si  je  dérive  en  u  ces  équations  deviennent 

!q z'  —  ry'  =  X8j  -f-  X'Oj, 
rx'  —  pz'  =  W,  h-X'02, 
py'  —  qx'  =  X8'3-t-X'63, 

qui  peuvent  remplacer  les  précédentes.  En  les  intégrant,  on  aura 

£,  7),  Ç,  ou  mieux 

X8 1  —  q  z  -f-  r  j' 

sera  une  fonction  de  v  qui  donnera  £,  de  même  pour  Y]  et  Ç. 
D'autre  part,  on  a 

*'=  8,63-6,8;,        y=...,         z  =  ..., 
les  équations  (i)  deviennent 

[  X6',  +  x,e,  =  o1(?82-i-re'3)-0'1(?o2+/-O3), 

(2)  |  xe/,H-x'es  =  e2(rô,8-+-/>e'1x— ^(ro,-+-/>e1), 

f  xei+X'o3=e8GDe'I-l-3re/ï)-ei(/>81-H^eï). 

Nous  allons  voir  qu'elles  se  réduisent  à  i. 
Entre  les  deux  premières,  j'élimine  À 

(e,e;  -  o2o;  ).  \P§\  +  qwt  +  /-o3  —  X'  j  =  o. 

Si  le  premier  facteur  était  nul,  on  aurait 

01=  B82, 

Bne  dépendant  que  dei^.  Alors,  l'équation  qui  donne  0,,  92,  93  serait 

d1  8 
de  la  forme    ,        =  o;  nous  avons  étudié  le  cas  à  part.  Il  faut  donc 
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qu'on  ait 

(3)  X'  =  p0'1  +  ^8i-+-/-0'3. 

En  vertu  de  cette  équation,  le  système  (2)  donne 
_X  =  ip0,-+-  çr02-t-  rô3; 

d'où  V  =  o,  d'où  X=  H(t-).  Ainsi  X  doit  être  différent  de  zéro  et 
ne  dépendre  que  de  v.  On  a  alors 

p<)i-h  q 0-2-1-  r83+X  =  o, 

ou,  en  divisant  par  —  )., 

Bi6,+  B262-hB303=i, 

B,,B2,B3  sont  proportionnels  àp,q,r,  c'est-à-dire  aux  cosinus 
directeurs  de  l'axe  du  complexe. 

Il  résulte  de  là  que,  dans  l'équation 

<•>  ^  =  "• 

k  n'est  pas  quelconque.  L'équation  (8)  doit  être  choisie  parmi 
celles  que  la  méthode  de  Laplace  permet  d'intégrer  après  deux 
opérations  au  plus  et  dont  la  solution  générale  contient  deux  fonc- 
tions arbitraires,  l'une  de  u,  l'autre  de  v  et  leurs  dérivés  des  deux 
premiers  ordres. 

Théorème.  —  Etant  donnée  une  équation  de  Laplace 

d"-z  âz  dz 

(E)  - — ■ ho- ho- hcz  =  o, 

('./•  Oy  >>.r  Oy 

si  m  solutions  z,,  z.,,  —  *m  distihctbs  sont  liées  par  une  relation 
de  la  forme 

A,  3, -h  X.2Zi-h.  .  .-h  \mz„,=  o, 

où  les  A  ne  dépendent  que  de  x  et,  naturellement,  ne  sont  pas 
tous  nuls,  C  équation  (E)  s'intègre  par  la  méthode  de  Laplace, 
au  bout  de  m  —  2  opérations  au  plus. 

En  effet,  la  relation  peul  s'écrire 

*m  =  Xj  3|  -+-  X232-)-.  .  .  -+-  À,,,    !  z,n-\. 


—  Ul  - 
En  écrivant  que  Zm. vérifie  (E),  on  trouve 

qui  se  réduit  au  second  terme.  Si  donc  on  pose 

dz\ 
°1=  ~à haZu        °2==*  *  •'  ■•'*' 

l'équation  nouvelle  (E,)  aura  pour  m  —  i  solutions  :  9,,  92,  ...,  9„t  _, 
liées  par  une  relation  de  la  forme 

X'j  61  H-  Xg  U2  -H-  •  •+ Vn-l^/rc-l  =  °- 

Les  X'  ne  sont  pas  nuls,  sans  quoi  les  \  seraient  constants  et 
s, ,  52,  . ..,  zm  ne  seraient  pas  m  solutions  distinctes. 

En  continuant,  on  arrive  à  une  équation  E,„_2,  où  deux  solutions 
seront  liées  comme  les  précédentes. 

Je  dis  que  cette  équation  aura  un  invariant  nul.  Supposons  que, 
dans  l'équation 

,_.  d*z  dz        .  dz 

dx  dy  dx  dy 

deux  solutions  zt,  z2  soient  liées  par 

Z=i  =  A  Z\ , 

où  X  ne  dépend  que  de  x. 

Ecrivons  que  z2  vérifie  (E),  nous  trouvons 

*•-(£+«-)—■ 

Si  donc)/  n'est  pas  une  constante 

dzi 

f-  a^!  =  o; 

d'où 

àiz1  ôzi  da 

=  o: 


àx  ày  dx  dx 

d'où 

da  ,  dz, 

2,  - czi  —  b—  =  o, 

da?  dy 


—  U8  — 
OU  bien 


<•( 


da  \ 

c  -h  au  )  =  o, 

ax  / 


c)"  .  da 

—  =  c  —  au. 1-  au  —  c  =  o, 

Ox  Ox 

l'invariant  h  est  donc  nul. 

La  démonstration   suppose,  par  exemple,  que   les  rapports  de 

X'pX; A,„-i  à  l'une  d'elles  ne  sont  pas  des  constantes;  s'il  en 

était  ainsi,  l'équation  en  z  aurait  deux  solutions,  dont  le  quotient 
serait  une  fonction  de  x  et  l'invariant  h  serait  nul. 

On  peut  dire  que,  au  bout  de  m  —  2  opérations  au  />fus,  la  mé- 
thode de  Laplace  conduit  à  l'intégration. 

\pplication  aux  surfaces  considérées.   —   Si  trois  solutions 

a— 

sont  liées  par 

B,e,+  B,6,+  B,68=t, 

où  les  B  ne  dépendent  que  de  V  en  appliquant  la  méthode  de  La- 
place, c'est-à-dire  en  posant 

M 

Z  —    — -  , 

ou 
l'équation  en  z  aura  trois  solutions  ;,,  z2,  Sjj  liées  par 

B 1  c  1  -+-  B,  zj  -4-  B3  z3  ==  o  ; 

une  nouvelle  transformation  de  Laplace  donnera  une  équation 
donl  un  invariant  scia  nul. 

Donc,  la  solution  générale  de  l'équation  (9)  sera  de  rang  .î 
au  plus.  Dès  lors,  on  n'aura,  pour  trouver  l'équation  des  surfaces 
considérées,  qu'à  appliquer  les  formules  données  par  M.  Darboux 
au  Tome  IV  de  la  Théorie  des  sur/aces.  Je  ne  crois  pas  utile  de 
développer  les  calculs. 

Nous  avons  vu  (pie  les  solutions  de  l'une  ou  l'autre  des  équa- 
tions 


*'—  ri  =  — 
a* 
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donnaient  des  surfaces  dont  les  deux  systèmes  de  lignes  asympto- 
liques  étaient  capables  d'un  complexe  linéaire.  Les  transformées  de 
ces  surfaces  par  homographie  ou  corrélation  jouissent  de  la  même 
propriété.  La  première  donne  ainsi  les  surfaces  réglées  du  troi- 
sième ordre  à  directrices  distinctes,  tandis  que  la  deuxième  donne 
celles  de  Gayley.  Par  exemple,  la  surface 

x  =  u  ■+-  v , 
y  —  u*+-v*, 

Z   =   UZ  ■+■  V3 


correspond  à  s'2 —  rt  = 


Classification  des  surfaces  8.  —  Appelons  surfaces  0  les  sur- 
faces pour  lesquelles  l'une  au  moins  des  deux  familles  d'asymplo- 
tiques  est  capable  d'un  complexe  linéaire.  Elles  correspondent  à 
une  équation  (9) 


<•)  Q.  =  m, 

au  àv 


où  la  solution  est  de  rang  i,  2  ou  3. 
Je  suis  arrivé  au  théorème  suivant 


Théorème.  —  i°  La  solution  est  de  rang  i,  lorsque  les  axes 
des  complexes  sont  parallèles  entre  eux,  la  surface  des  axes 
est  cylindrique  ou  plane  et  réciproquement. 

2°  La  solution  est  de  rang  2,  lorsque  la  surface  des  axes 
est  une  surface  réglée  à  plan  directeur  et  réciproquement  et, 
par  suite  : 

3°  La  solution  est  de  rang  3,  lorsque  les  axes  des  complexes 
sont  parallèles  aux  génératrices  d'un  cône. 

Démonstration.  —  Première  partie.  —  Si  les  axes  des  com- 
plexes sont  parallèles  à  une  direction  fixe,  l'équation  (0)  est  de 
rang  1,  c'est-à-dire  de  la  forme 

d*0 


au  <Jv 
Nous    supposons    qu'il    s'agisse    des    complexes    des    courbes 
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V  =  const.  On  a  alors  une  relation  de  la  forme 
B,6,  -»-  B202+B303  =  i, 

où  B, ,  B2,  B3  ne  dépendent  que  de  v.  La  direction  B, ,  B2,  B3  étant 
celle  de  l'axe  des  complexes,  ces  quantités  doivent  être  propor- 
tionnelles à  des  constantes  a,  ,3,  y 

h.  -Ëî-5»-  I 

a  [i  T         X' 

d'où 

a0,+-  [i02+Y03=X. 

Donc  A  est  une  solution  de  l'équation  (9) 


Ou  àv 


=  A-0, 


et,  comme  X  ne  dépend  que  de  p,  il  faut  k  =  o. 

Réciproquement,  une  équation  de  premier  rang  nous  donne 

e2  =  A,+  b2, 

03  =  A3+B3, 
et  nous  avons  vu  que  la  courbe  (A) 

x=  Ai,       y  =  A,,        z  =  A3 

devait  être  plane, 

aA,+  p  A2-f-  yA3==  o, 

a,  (3,  y,  S  étant  constants.  On  a  alors 

*0,-f3')24-y03=F(p), 

y,  ^,  y  donnent  la  direction  de  Taxe  qui  est,  par  suite,  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  courbe  (A). 

Deuxième  partie,  -  Supposons  que  les  axes  des  complexes 
correspondant  aux  courbes  p  =  const.  soient  parallèles  au  plan 
(ixe 

ccx+py+*(z  =  o. 
bi  alors 

Bi8t+  B,e,+  B8e8«i, 

on  doit  avoir 

xB,+  ÊB,-t-rB       o, 
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ou  encore,  par  exemple, 

B3=  aB1-4-6B2, 

#,  b  étant  des  constantes;  par  suite, 

B,(01  +  aÔ3)  +  B2(Q2+603)  =  .) 
de  la  forme 

B,8v-t-B,»5=i, 

et  alors,  d'après  un  théorème  démontré  plus  haut,  l'équation  (9) 
est  de  rang  2  au  plus. 

Réciproquement.  —  Prenons  une  équation  de  rang  2  et  mon- 
trons que  les  axes  des  complexes  linéaires  sont  parallèles  à  un 
plan  fixe.  Pour  plus  de  commodité,  je  remplace  les  variables  m,  v 
par  x,  y  ;  on  peut  prendre  9,,  92,  83  sous  la  forme  (Dauboux, 
Théorie  des  surfaces) 

(Xi-YO-X'j-Yi, 

(X2 —  Y2)  —  X'2  —  Y'2, 
^(X3-Y3)-X3-Y'3, 

les  X  ne  dépendant  que  de  x  et  les  Y  dey.  Mais  il  faut  que  9) ,  92,  93 
soient  liés  par  une  relation  de  la  forme 

BjQ, -h  826,4-6383=1, 

où  les  B  ne  dépendent  que  de  y.  Si,  dans  cette  dernière  relation,  je 
remplace  9l5  9_>,  93  par  leurs  valeurs  et  si  je  donne  à  y  une  valeur 
constante,  d'ailleurs  quelconque,  B,,  B2,  B3  deviennent  trois  con- 
stantes a,,  a2,  a3  ;  je  pose  alors 

«i  X!  -f-  a2X2-t-  a3X3  =  X, 

et  la  relation  prend  la  forme 

2X  =  a?(X' -h  a)        (a  =  const.). 

C'est  une   équation    linéaire  facile   à    intégrer.    Finalement,  je 

trouve 

a^Xi-h  a2X2-f-  a3X3=  F, 


1  — 

X 

y 

">, 

2  — 

X 

1 

y 
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P  étant  un  polynôme  dn  deuxième  degré  en  x  à  coefficients  con- 
stants; je  peux  donner  à  y  trois  valeurs  distinctes,  j'aurai  alors 
trois  relations  de  même  forme 

at  \\  -+-  a2\2-+-  o.jXij  =  P, 
61Xi-f-6,X2H-68Xs  =  Q, 

c,X,  -+-  c,X2  -+-  C3X3  =  R. 

Dès  lors,  si  j'appelle  Aie  déterminant  des  coefficients  deX,X2X3, 
deux  cas  se  présentent.  Ou  bien  A^o,  ou  A  =  o.  Dans  le  premier 
cas,  X( ,  X2,  X3  sont  trois  trinômes  du  deuxième  degré  en  x  à  coeffi- 
cients constants,  la  surface  correspondante  est  réglée  et  l'axe  des 
complexes  indéterminé.  Dans  le  deuxième  cas,  on  a 


b,     b2 
Bi     B2 


b3 
B3 


"• 


et  l'axe  du  complexe  est  parallèle  au  plan 

(a, 63—  b-i a3 )x-+-  (a3bl~  b3a^)y  -+■  (a, b2  —  bi<Zî)z  =  o. 

Si  les  trois  coefficients  étaient  nuls,  l'axe  serait  parallèle  à  une 
direction  fixe  et  l'équation  (0)  serait  de  rang  1,  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

Il  résulte  de  là  que,  si  pour  une  surface  9  les  deux  familles 
d'asymptotiques  sont  capables  d'un  complexe  linéaire,  les  deux 
surfaces  d'axes  seront  de  même  nature  :  ou  cylindrique,  ou  à 
plan  directeur,  ou  à  cône  directeur. 

Emploi  de  la  transformation  de  Lie.  —  Je  prends,  par 
exemple,  la  transformation  qui  fait  correspondre  à  la  droite 

x  =  az-+-  a,        y  =  bz  -+■  p, 

la  sphère  de  centre  x0y0z0  et  de  rayon  R  tels  que 

a  =  xa-hy0i,         b  =  R-hz0, 
fi  =  x0  —  y0i,         a  =  R  —  s0, 

et  je  me  propose  de  chercher  les  surfaces  qui  correspondent  à 
celles  de  Monge,  engendrées  par  le  roulement  sur  un  cône  d'un 
plan  entraînant  une  courbe   tracée  sur  lui.   Une  pareille  surface 
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aura  une  première  famille  de  lignes  de  courbure  plane;  il  lui  cor- 
respondra par  la  transformation  inverse  de  Lie,  si  les  plans  des 
lignes  de  courbure  passent  par  l'origine,  une  surface  (S)  dont  une 
famille  d'asymptotiques  sera  capable  d'un  complexe  linéaire  de  la 

(orme 

AL  -t-  DX  -+-  Y  -+-  M  =  o. 

En    appliquant    la    première   méthode,   j'aurai  donc  pour  cette 

surface  (S) 

z  -t-  D  I  —  kz 

ky  —  x  ky  —  x 

Si  j'écris  que  A  et  D  sont  liés  par  une  fonction  arbitraire,  j'ai 
une  équation  de  premier  ordre;  en  éliminant  la  fonction  arbitraire, 
on  trouve  l'équation  du  deuxième  ordre 


s2—  rt 


q(z  —  px  —  gy)' 
xz—y 


qui  doit  admettre  deux  intégrales  intermédiaires,  contenant  cha- 
cune une  fonction  arbitraire.  Effectivement,  la  méthode  classique 
donne 


et 


px  -t-  \py  =  F(X)        où        X  = 


-  y 

=  x  -+-  H(  jjl)  où  [J.  = 


I  - 

-  qx 

«  - 

-  qy 

p 

-4-  q  z 

px-j-qy  px-hqy 


Les  deux  familles  d'asymptotiques  sont  capables  de  complexes 
linéaires,  et  l'on  trouve  que  les  surfaces  des  axes  de  ces  complexes 
sont  deux  conoïdes 

£=/oo    et   !«*<»)■ 

En  changeant  de  notations,  on  peut  remplacer  l'équation  aux 
dérivées  partielles  précédente  par  la  suivante,  qui  est  plus  symé- 
trique, 

.t     rt-  Ipq  +  z—px  —  gyV 

\  ocy  —  z  ) 

Les  directrices  des  surfaces  d'axes  des  complexes  sont  alors  ox 
et  oy. 

Je  prends  maintenant  le  théorème   démontré   par  M.   Darboux 

XXXIX.  I i 
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au  Tome  IV  (p.  226)  de  la  Théorie  des  surfaces,  et  qu'il  énonce 
ainsi  : 

«  Les  surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes 
ou  sphériques  se  déduisent,  par  des  inversions  et  des  dilatations, 
soit  d'un  cône,  soit  de  la  surface  dont  toutes  les  normales  sont 
tangentes  à  un  cône,  ou  bien  elles  dérivent  par  dégénérescence  des 
surfaces  ainsi  obtenues.  » 

Il  suffit  d'appliquer  la  transformation  de  Lie  aux  surfaces  pré- 
cédentes pour  avoir  le  théorème  concernant  les  surfaces  que  j'en- 
visage. On  sait  que  les  transformations  de  contact  qui  conservent 
les  lignes  de  courbure  se  ramènent  à  des  inversions  et  à  des  dila- 
tations. La  transformation  de  Lie  leur  fait  correspondre  les  trans- 
formations de  contact  qui  conservent  les  lignes  asymptotiques, 
c'est-à-dire  l'homographie  et  la  transformation  par  polaires  réci- 
proques. Par  la  transformation  de  Lie,  le  cône  me  donne  le 
conoïde 


-G> 


et  la  surface  de  Monge,  dont  les  normales  sont  tangentes  à   un 
cône,  me  donne  les  surfaces  qui  correspondent  à  l'équation 

si_  H  =  (pç  +  *-p*-qy\\ 
\  xy  —  z  ] 

Toutes  les  surfaces,  dont  les  deux  familles  d'asymplotiques  sont 
capables  d'un  complexe  linéaire,  doivent  se  déduire  de  celles-là 
par  homographies  et  corrélations  ou  dériver  par  dégénérescence 
des  surfaces  ainsi  obtenues. 

En  terminant,  j'indiquerai  une  propriété  des  surfaces  (S) 

Îx  =—  kF'+  /<H'-f-  2  F, 
y  =  -h  cF'-pH'+îII, 
z  =  uv. 

l'aria  transformation  de  Lie.  on  retrouve  ainsi  une  propriété  des 
sphères  principales,  signalée  par  M.  Blutel  (Compt<>s  rendus  de 
V Académie,  1899).  Si  je  considère  les  tangentes  à  une  courbe  » 
en  tous  les  points  où  elle  coupe  une  courbe  //,  je  trouve  pour  les 
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six  coordonnées  d'une  de  ces  tangentes 

X  =  F'—  mF"+H',     L  =  p*(F'—  aF")-HP(2H  -  pH'), 

Y  =  ^F",  M  =  i>(2i*F'—  u*F"—  2F), 

Z  =  t>,  N  =(^(3tFF"— F'2)  +  mpF"(H'— F')  — 2lI(F'+H'-aF"); 

on  en  déduit  les  deux  relations 

Y  =  F"Z, 

M  =  Z(5skF'—  a2  F"—  2F), 

c'est-à-dire  que  les  tangentes  aux  courbes  v  en  tous  les  points 
d'une  courbe  u  coupent  deux  droites  fixes,  l'une  à  l'infini,  l'autre 
parallèle  à  oy  et  rencontrant  ox.  Celte  propriété  se  conserve  par 
homographie  et  corrélation. 


SUR  UNE  MÉTHODE  D'APPROXIMATION; 
Par  M.   E.  Blutel. 

Soity(G)  =  a0  4-  «i  z  -f-  a2z2  -+•  .  .  .  -f-  anzn  un  polynôme  entier 
donné  à  coefficients  complexes  et  à  variable  complexe.  Pour 
toute  valeur  de  Z  dont  l'affixe  est  un  point  intérieur  à  un  con- 
tour   donné    C,    les    polynômes    f(z),    ~f'(z),    — f"(z)>    •  ••? 

—  f(n)(z),   ont  des  modules   limités   supérieurement;  soit  /   une 
limite  supérieure  commune  à  ces  différents  modules. 

Si  l'on  pose  z  =  Zo  +  U,  z0  ayant  pour  affîxe  un  point  quel- 
conque A0,  intérieur  à  C, 

i  1.2  n! 

est  un  polynôme  entier  en  a,  dont  les  coefficients  ont  des  modules 
moindres  que  /. 

Posons  en  général  : 

.!/<*>(*„)  =  aj*>ea&*>; 

tous  les  nombres  a^"  sont  inférieurs  à  /. 
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Soit  A0  un  point  quelconque  du  plan,  tel  que/(30)  el/'(zo)  ,,e 
soient  nuls  ni  l'un  ni  l'autre.  Prenons  comme  contour  C  un  cercle 
dont  le  centre  est  A0  et  tel  que,  pour  tout  point  extérieur  à  C,  le 
module  âe  f(z)  soit  supérieur  au  module  a0  de  f(z0);  on  sait 
toujours  déterminer  un  tel  cercle  et  un  nombre  /correspondant. 
Tout  point  A  donnant  à  f(z)  un  module  inférieur  à  a0  est  donc 
intérieur  à  C. 

Cherchons,  dans  le  voisinage  de  A0,  un  point  A,  d'affixe 

Zl  —  z0  ■+■  u\i 

donnant  àf(z)  un  module  a,  moindre  que  a0.  Si  nous  posons, 

u  =  p  eiu>, 
nous  obtenons  : 

f(z)  =  a0  e'6o-t-  a'0  p  e'i65+w)  +  a£  p2  e''M+2«>>  -+- .  .  .  -+-  a<0n>  p»  e«(0<">+«w); 
d'où  : 

f(z)\*=      [a0  cos60-H  a'0  p   cos(6'0-l-    a>) 

-f-a;p*cos(8;  +  aa);  ■+-...-+■  a^'p"  cos(8(0">-+-  nu))J* 
-+-[a0  sin80-ha'0p    sin(8'0  +    w)  +  ...-H  a^'p»  sin(8'0">  -+■  nw)]2 
=  ag-4-         2 a0  a'0  p  cos ( K — °o  +     w) 

-t-[      7.x0i"0     cos(6J  — 80-f-2a))H-a'0îJp2 
■4- [      2a0«o     cos(6'ô'—  0o  -h  3a>) 

-+-?.a'0awu     cos(0;  —  8'0  +     ui)]p»-+-.  .  .+  a(0"),p2«. 

Quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  co,  les  coefficients  de  p2, 
o3,  ...,  o2w,  dans  ce  polynôme  sont  limités  supérieurement 
par  2a0a;  +  a'02,  2a0*«  H-  a  e£a£,  . . .,  a^',  et,  a  fortiori,  par  3  /*, 
4/2,  5/2,  ...,  /2.  Il  est  facile  de  voir  que  le  plus  grand  de  ces 
derniers  nombres  vaut  (n  -+-  i)  /2  =  L. 

On  peut  donc  affirmer  qu'on  a 

\f(z)  |2<  a2  +  2«„«'0  p  cos(0'o  -  60+  oj)  ■+■  L(  p2  +  p3  -K  .  .-H  p2"), 

quel  que  soit  u. 

Supposons     p  <IJ     alors    pa  +  p8  -b  . . .  -+-  p2"     est     moindre 

a2  . 

que  — >  de  sorte  que 

«       i-p  » 

p*L 

|./'  3)|*<  «3+  2ï0ï,pCOS(0;-  0o-f-   w)-+- 


—  p 
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Pi  L 


En  particulier,  prenons  — —  =  a0a'0?  d'où 

pi 


«o^o 


pl=L+a„«'„  <f» 
el  oj  =  tOj  =  80  —  9j,  +  7t.  Alors  uK  =  p(<?'w>,  et 

i/^)i'<.!-«..i  *=(..-  !£)'-  ^  <  («.-  ^)'- 

Représentons  par  a,  et  a'4  les  modules  de/(^()  et  de/"^^); 
nous  pouvons  écrire 

a?  <  («o—  -a'0  pi  j 

et,  par  suite, 

i    . 

<*i<  «o «0Pi> 

car  le  second  membre  est  positif,  puisque  a0  —  a^p,  l'est. 

Le  point  A(  ainsi  obtenu  est  intérieur  à  C  puisque  a,<<a0; 
si  a,  et  a'{  ne  sont  nuls  ni  l'un  ni  l'autre,  nous  pourrons  répéter  le 
raisonnement  et  déterminer  un  point  A2  dont  l'affixe  z->  =  zt  +  m2 
est  définie  par  les  équations 

ut=pteiu>i  ?2=7 — — l—r  t         w2  =  et  —  6',  -+-  tc. 

Ce  point  A2  donnera  à.  f(z)  un  module  a2  tel  que 

a2  <  «i a'i  P2 

a 

et  sera  encore  intérieur  à  C. 

On  pourra  recommencer  si  a2a'2  n'est  pas  nul.  On  sera  conduit 
de  la  sorte  à  un  point  zéro  de  f(z)  ou  de  /'(s),  ou  bien  on  pourra 
répéter  la  transformation  indéfiniment,  en  utilisant  toujours  le 
même  nombre  L,  puisque  les  points  successifs  A0,  A( ,  .  .  . ,  Ap  sont 
toujours  intérieurs  à  G. 

Ajoutons  les  inégalités 

i    ,  i    , 

ai  <  ao aoPi»  ■■•»       *  a/>+i  <  ai> — 7a/>?p+«i 

nous  obtenons 

2(a0—  *p+\)  >  *'oPi-+-«'i  P2  -t-  •  •  .-+-  *'pPp+i, 
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et  nous  concluons  que  la  série,  donl  le  terme  général  esta^p^^.,,  est 

convergente,  de    sorte    que   le   produit  - — ''  p  .    tend    vers   zéro. 

r  L  -+-  ci.p'Xp 

Comme  le  dénominateur  de  cette  fraction  est  inférieur  à 

(n-+-2)P, 

le  numérateur  tend  vers  zéro,  ainsi  que  le  produit  cf.pcc' '  .  En  même 
temps,  pp+i  tend  vers  zéro. 

Soient  M,,  M2,  . . .,  M„  les  points  zéros  de  f(z)  et  M',,  M'2,  ..., 
M'/t  ,  ceux  de  f'(z).  Le  produit  des  dislances  du  point  A^,  à  ces 
différents  points  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  la  dislance 
A/>A^+,  ;  le  point  A/(  a  donc  pour  position  limite  un  des  points 
zéros  de /(s)  ou  de  f'(z).  Cela  démontre  également  la  conver- 
gence de  la  série  z0  -\-  a,  -\-  u2  H-  .  .  .  +  up  -+-  .  .  . ,  dont  la  somme 
est  l'affixe  du  point  limite. 

On  peut  appliquer  ce  raisonnement  à  la  démonstration  du 
théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équations  algébrique* 
entières.  Admettons  que  tout  polvnome  entier,  à  coefficients  com- 
plexes de  degré  moindre  que  n,  possède  au  moins  un  zéro  com- 
plexe, et  par  suite  en  possède  un  nombre  égal  à  son  degré  (zéros 
distincts  ou  non).  Proposons-nous  de  démontrer  que  tout  poly- 
nôme entier  f{z)  de  degré  n  admet  au  moins  un  zéro.  Parmi  les 
points  zéros  de  f'{z)  distinguons  celui  qui  fait  acquérir  à  f(z)  le 
plus  petit  module;  soit  M',  ce  point  et  soit  (3  le  module  non  nul 
qu'il  donne  à  f{z).  On  sait  qu'on  peut  déterminer  au  voisinage 
de  M',  un  point  A0  donnant  à  f{z)  un  module  a0  moindre  que  [$. 
Prenons  ce  point  A0  comme  point  de  départ  et  effectuons  la 
transformation  indiquée  plus  haut;  les  modules  a'0,  a'(,  a',,  ..., 
a'  ,  acquis  par /' \z)  au  cours  de  ces  opérations,  sont  limités  inlé- 
rieurement,  si  grand  que  soit/?,  par  un  nombre  positif,  sans  quoi 
le  produit  des  dislances  du  point  \p  à  l'un  des  points  M',,  M',,  ..., 
M'w_,  pourrait  devenir  moindre  (pie  tout  nombre  positif,  ce  qui  est 
contraire  au  fait  que  ap  est  moindre  que  a0.  Par  suite,  ou  bien  les 
opérations  conduiront  à  un  point  A^  lel  que  y.p  =  o,  c'est-à-dire 
qu'on  tombera  sur  un  /.éro  de  f(z),  ou  bien  elles  se  continueront 
indéfiniment  de  telle  sorte  (pie  ap  tende  vers  zéro.  De  plus,  la 
convergence  de  la  série,  dont  le  terme  général  est  cn.'pp+l<  eu  Ira  (ne 
celle  de  la  série  dont  le  terme  général  est  pp. 
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La  série  zn  +  ut  +  u2  +  .  •  •  +  uP  4- .  •  •  est  donc  absolument 
convergente;  soit  B  le  point  affïxe  de  sa  somme  Ç.  Le  point  Ap 
a  pour  limite  B  et  comme  f{zp)  tend  vers  zéro,  c'est  que 


SUR  LA  DISTRIBUTION  DES  VITESSES  DANS  UN  SOLIDE  EN  MOUVEMENT; 
Par  M.   Etienne  Delassus. 

\.  M.  Rœnigs  (')  a  montré  l'utilité,  dans  l'étude  du  mouve- 
ment d'un  solide,  de  la  notion  de  système  de  vecteurs  représen- 
tatif de  l'état  des  vitesses  à  l'instant  £,  mais  en  faisant  dériver 
cette  notion  de  l'identité  des  formules  donnant  les  composantes  de 
la  vitesse  sur  les  axes  mobiles,  établies  analytiquement,  avec  celles 
des  moments. 

Le  système  représentatif  s'introduit  tout  naturellement  par  la 
voie  géométrique  suivante  qui,  sans  aucun  calcul,  conduit  aux 
formules  des  vitesses  pour  des  axes  animés  d'un  mouvement  quel- 
conque : 

2.  S  étant  un  système  de  vecteurs,  faisons  correspondre  à  chaque 
point  M  de  l'espace  le  moment  [/.  du  système  S  en  ce  point;  nous 
constituerons  ainsi  un  champ  de  vecteurs  que  nous  appellerons 
champ  des  moments  du  système  S  et  qui,  d'après  une  propriété 
classique  des  moments,  satisfera  à  la  condition  : 

Les  vecteurs  qui  correspondent  à  deux  points  quelconques 
de  l'espace  ont  même  projection  sur  la  droite  qui  joint  ces 
deux  points  que,  pour  abréger,  nous  appellerons  condition  des 
moments. 

3.  Proposons-nous  de  démontrer  la  réciproque  ainsi  énoncée  : 

(')  M.  Kœnigs,  Leçons  de  Cinématique. 
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Tout  champ  de  vecteurs  satisfaisant  à  la  condition  des  moments 
est  un  champ  de  moments. 

Nous  supposons  essentiellement  qu'à  chaque  point  M  de  l'espace 
correspond  un  et  un  seul  vecteur  u  et  nous  remarquons  immé- 
diatement que  la  condition  des  moments  détermine,  complètement 
et  sans  ambiguïté,  par  ses  projections  sur  les  trois  arêtes  d'un 
trièdre,  le  vecteur  p.  d'un  point  quelconque  M,  dès  que  l'on  connaît 
les  vecteurs  a,  (3,  y,  relatifs  à  trois  points  A,  B,  C  non  en  ligne 
droite.  Il  en  résulte  que  deux  champs  de  vecteurs,  satisfaisant 
tous  deux  à  la  condition  des  moments,  coïncident  dans  tout 
V espace  s'ils  coïncident  en  trois  points  non  en  ligne  droite. 

Supposons,  en  premier  lieu,  que  tous  les  vecteurs  p.  soient  équi- 
pollents  à  un  vecteur  fixe  G.  Il  est  alors  manifeste  que  le 
champ  (M,  p.)  est  le  champ  des  moments  du  couple  ayant  G  pour 
axe. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  champ  (M,  p.)  satisfaisant  à  la 
condition  des  moments  possède  un  point  A  dont  le  vecteur  est 
nul;  p.  ne  peut  être  nul  pour  tous  les  points,  de  sorte  que  nous 
pouvons  choisir  un  point  B  dont  le  vecteur  (3  ne  sera  pas  nul  et, 
d'après  la  condition  des  moments,  sera  perpendiculaire  à  AB; 
soit  Pp  le  plan  mené  par  AB  perpendiculairement  à  [3.  Choisissons 
un  autre  point  C,  non  situé  dans  Pp,  et  dont  le  vecteur  y  n'est 
pas  nul;  soit  Py  le  plan  analogue  à  Pp.  Ces  deux  plans  sont 
distincts  puisque  le  point  C  est  dans  le  second  et  n'est  pas  dans  le 
premier,  ils  se  coupent  suivant  une  droite  A  bien  déterminée 
passant  par  A,  et  la  condition  des  moments,  appliquée  aux  trois 
groupes  (M,  A),  (M,B),  (M,  C),  montre  que  p.  est  nul  en  tout 
point  M  de  A. 

(j  étant  perpendiculaire  au  plan  M,  A,  il  est  visible  qu'on  peut 
construire  un  vecteur  B  porté  par  A  et  dont  le  moment  en  B  sera 
précisément  (3;  comme  son  moment  en  tout  point  de  A  sera  nul, 
le  champ  des  moments  de  B  coïncidera  avec  le  champ  considéré 
en  B  et  en  tous  les  points  de  A,  donc  lui  sera  identique.  Ainsi  le 
champ  étudié  est  celui  des  moments  d'un  vecteur. 

Etudions  maintenant  le  cas  général.  Prenons  un  point  A  fixe, 
soit  a  son  vecteur,  et  considérons  les  deux  champs 

(M,  cl),         (M,  n-a), 
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le  premier  ayant  tous  ses  vecteurs  équipollents  à  a,  et  les  vec- 
teurs [i.  —  a  du  second  étant  des  différences  géométriques. 

La  condition  des  moments  est  réalisée,  par  hypothèse,  par  les 
vecteurs  u;  elle  est  réalisée  par  les  vecteurs  a  équipollents  entre 
eux,  elle  l'est  donc  aussi  par  les  vecteurs  [a —  a  et  le  vec- 
teur u  —  a  qui  correspond  au  point  A  est  nul.  On  retombe  donc 
sur  les  deux  cas  particuliers  précédents,  a  et  p.  —  a  sont  les 
moments  en  M  d'un  couple  G  et  d'un  vecteur  R;  leur  somme 
géométrique  p.  sera  donc  le  moment  en  M  du  système  R,  G; 
autrement  dit,  le  champ  étudié  sera  le  champ  des  moments  du 
système  R,  G  :  ce  qui  démontre  la  réciproque  énoncée  dans  le  cas 
général. 

4.  Soient  M,  M'  deux  points  d'un  solide  en  mouvement,  V  et  V 
leurs  vitesses  à  l'instant  l,  et  imaginons  un  trièdre  de  direction  fixe 
ayant  M  pour  origine. 

Relativement  à  ce  trièdre,  la  vitesse  absolue  V  du  point  M'  se 
décomposera  en  une  vitesse  d'entraînement  équipollente  à  V  et 
une  vitesse  relative  qui  sera  perpendiculaire  à  MM'  car,  cette 
distance  étant  constante,  le  mouvement  relatif  du  point  M'  se  fait 
sur  une  sphère  de  centre  M.  Il  résulte  de  là  que  les  vitesses  à 
Vinstant  t  de  deux  points  quelconques  d'un  solide  ont  même 
projection  sur  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 

Plaçons-nous  à  l'instant  t  et,  à  chaque  point  du  solide,  faisons 
correspondre  sa  vitesse  à  cet  instant;  nous  constituerons  ainsi  un 
champ  de  vecteurs  qui  sera  le  champ  des  vitesses  du  solide  à 
l'instant  t.  Ce  qui  précède  montre  que  ce  champ  satisfait  à  la 
condition  des  moments  et  il  en  résulte  : 

Le  champ  des  vitesses  d'un  solide  à  l'instant  t  est  celui  des 
moments  d' un  système  de  vecteurs. 

5.  Soit  S;  ce  système  de  vecteurs  représentatif  de  la  loi  des 
vitesses  à  l'instant  t.  Prenons  trois  axes  Oxyz  animés  d'un  mouve- 
ment quelconque,  et  soient  x,  y,  z  et  /?,  q,  r,  £,  tj,  Ç  les  coor- 
données d'un  point  M  du  solide  et  du  système  S,  par  rapport  à 
ces  axes.  La  vitesse  de  M  à  l'instant  t  étant  le  moment  de  S*,  ses 
composantes    suivant   les    axes    s'obtiendront    par    les    formules 
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classiques  des  moments 

V.c  =  S  +  q  z  -  ry, 
\y  =  7)  -+-  rx  — pz, 
V-  =  Ç  -T- py  —  <72". 

Ces  formules  de  vitesses  sont  ainsi  établies  pour  des  axes  animés 
d'un  mouvement  quelconque  et  par  une  voie  géométrique  mettant 
en  évidence  leur  véritable  origine. 

6.  L'existence  du  système  de  vecteurs  S,  et  les  formules  des 
vitesses  étant  établies,  on  en  tirera  toutes  les  conséquences  en 
suivant,  par  exemple,  la  marche  indiquée  par  M.  Kœnigs. 


SURFACES  ISOTHERMIQUES  ET  SURFACES  DE  BONNET, 
QUI  SE  RATTACHENT  A  LA  DÉFORMATION  DES  QUADRIQUES; 

Pau  M.   Maurice  Servant. 

Dans  une  série  de  Notes  insérées  aux  Comptes  rendus  en  1899, 
M.  Darboux  a  mis  en  évidence  par  une  méthode  géométrique  une 
série  de  surfaces  isothermiques  qui  se  rattacbent  d'une  façon 
étroite  au  problème  de  la  déformation  des  quadriques.  Dans  cette 
Note,  nous  retrouverons  ces  mêmes  surfaces  par  une  méthode 
toute  différente  qui  fournil  également  des  surfaces  d'Ossian  Bonnet. 

Surfaces  isothermiques.  —  Considérons  une  surface  rapportée 
à  ses  lignes  de  longueur  nulle;  elle  est  définie  intrinsèquement 
par  les  deux  formes  quadratiques 

ds2  =  aX  du  dv, 
Sdcdx=  D  du*  -+-  a  Y)' du  dv  +  D"  dv*, 

les  équations  de  Gauss  et  Codazzi  s'écrivent 

à\)       ôD'        1  <Û  _, 

-. z H  v  —  D  =0, 

dv  du         X  au 

du  dv         X  dv       ™°    ' 

DD"-D'^-X^losX. 
du  dv 


Posons 
elles  deviennent 
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D  =  A,         D"=A",         D'  =  XA', 


.  dA'  _  d\  .  dl'  _  dtf 

du  ~  dv  dv         du 

AA"  ,„       i   d2IogX 

A  2  = —  • 

X2  X    du  dv 


on  a,  alors,  simplement 

i  i  «Mo»  X 

rr\  X    du  dv 


2  A' 


(r  et  r{  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux). 

Si  la  surface  est  isothermique,  on  voit  de  suite  qu'on  aura 

A,   _  U(k) 
A"  ~~   V(c)' 

et,  par  conséquent,  en  choisissant  convenablement  les  variables, 

A  =  A". 

Sur/aces  de  Bonnet.  —  Avec  ce  système  particulier  de  coor- 
données, on  trouve  de  suite  les  propriétés  caractéristiques  des  sur- 
faces de  Bonnet,  qui  admettent  une  déformation  conservant  les 
rayons  de  courbure  principaux.  En  effet,  soient  S  une  telle  surface  et 

ds2  =  2X  du  dv, 

A  duz  -+■  2 X  A'  du  dv  -t-  A"  dv- 

les  deux  formes  quadratiques  qui  la  définisse  intrinsèquement. 
S'il  existe  une  surface  S(  applicable  sur  S  avec  conservation  des 
rayons  de  courbure  principaux,  ses  éléments  seront  évidemment  de 

la  forme 

Ai  =  A+U,  A",=  A"-f-V,  A',  =  A', 


et  l'on  devra  avoir 
d'où 


A,  A*  =  AA", 
A"  A 


\(v)        U(u) 
Or,  on  peut  toujours  déterminer  V  et  U  de  telle  sorte  qu'on  ait 

A  -H  A"  =  2  m  ; 
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on  peut  donc  poser 

A  =  o  -+-  m,  A"  =  o  —  m, 

el  les  équations  de  Gauss  s'écrivent 

.  d\' __  àï  d\'        08  8»  —  m*         ,2_  i  à\o«\ 

du        dv'  dv  ~  du  '  X2  X   du  dv  ' 

la  surface  S,  s'obtient  en  permutant  A  et  A". 

Déformation  des  quadriques.  —  Pour  résoudre  le  problème 
de  la  déformation,  on  peut,  ainsi  que  l'a  montré  M.  Darboux,  cher- 
cher les  lignes  de  la  surface  qui  deviennent  des  asymptotiques  de 
la  surface  déformée;  nous  les  nommerons,  avec  M.  Bianchi,  les 
asymptotiques  virtuelles  de  la  surface. 

M.  Darboux  a  donné  les  équations  des  asymptotiques  virtuelles 
pour  une  surface  quelconque  ;  dans  le  cas  d'une  quadrique,  elles 
prennent  une  forme  particulièrement  simple.  Si  l'on  suppose  la 
surface  rapportée  à  ses  génératrices  reclilignes,  il  vient 

.  .  da  àb        da  db 

(        }  IhL     dll    =àj     dj  ' 

a  et  b  étant  les  paramètres  des  génératrices  rectilignes  el  Q  étant 
une  quantité  qui  dépend  de  la  nature  de  la  quadrique,  mais  qui 
rentre  toujours  dans  la  forme  générale 

12  =  Aa262-t-  Ba!+  C62-h  Daè-h-  E. 


Posons 

.                                              -   da        db 

("                             lT*  =  d$' 

.  da        db 
KàJ  =  dï, 

il  vient  par  un  calcul  facile 

(B)                                  X    d*d'ï    = 

d2Q          i    d'-Q 
dÊ2"  _  X2   dô*' 

Supposons  que  dans  iï 

A=-I, 

i 

B  =  G  =  o, 

il  vient 

(t)                                £-«• 

i  d»  logX 

~  X     da  <jp   ' 
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et  l'on  voit  que  les  équations  (  i  )  et  (2  )  sont  précisément  les  équa- 
tions de  Gauss,  relatives  à  une  surface  isothermique. 
Par  conséquent,  si  l'on  peut  mettre  Q  sous  la  forme 

(G)  Ll  =  -atbi-^Dab-ï-E, 

les  formes  quadratiques 

<a?52  =  i\  d%  dfi, 
b(d*ï-h  d$*)+-iladxdÇ> 

définiront  intrinsèquement  une  surface  isothermique. 
Plus  généralement,  si  l'on  a 

(D)  £2=—  -a262-f-  —  a2-+-  Da6+  E, 

2  2 

il  vient 

.„,  62—  B2  I     d2l0gX 

(3)  -w~-a-=i  -ànf 

Les  formules  (1)  et  (3)  deviennent  alors  les  équations  de  Gauss, 
relatives  à  une  surface  de  Bonnet  qui  sera  définie  par  les  formes 

quadratiques 

<&2=  i\d%d$, 

(b  -h  B)  dtf  +  lia  da  dfi  +  (b  —  B)d$*=o. 

On  voit  facilement  comment  on  peut  ramener  Q  aux  formes  (C) 
et  (D).  Considérons,  en  effet,  les  équations  (A)  et  effectuons  le 
changement  de  variables 

ma{  -+-  n            ,        /«i  6t-(-  nt 
a  =  ,  b  —  — j ; 

elles  prendront  la  forme 

da.\  dbt  _  dat  dbx 

=  A1a2  62-t-B1a26i-+-Gia,è2+  D{a]  -4-  E,62  +  E,  axbx  -4-. . ., 
et  les  équations  (1)  deviennent 


dax  __  dbx  ,    dat  __  dbx 
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où  l'on  a 

l   _  y(P\bi+  (Ji)1       tnq  —  np 
(pai  +  q)2    mtqi—nipi 

Pour  avoir  des  surfaces  isolhenniques,  il  faudra  déterminer 
m,  n,  mt,  nt  par  les  conditions 

A,=—  -,  B,=  G,  =  D,  =  E!  =  o. 

2 

Pour  avoir  des  surfaces  de  Bonnet,  on  aura  les  conditions 
Aj  =  —  — »  Bi  =  Gi=Ei=o. 

2 

Ces  surfaces  isolhermiques  et  de  Bonnet  se  présentent  sous  une 
forme  élégante,  si  l'on  fait  intervenir  les  fonctions  elliptiques. 

Considérons  une  quadrique  quelconque,  son  élément  linéaire 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

H  ,  ,  r     du*  dv*     ~\ 

ds*  =  —(u  —  v)\  ; , 

où  H  désigne  le  liessien  de  la  surface,  et  A  (S)  le  premier  membre 
de  l'équation  en  S.   Posons 


<;;A(à)=(a_a)(6_a)(c~a) 


et 


II 

-+- 

h 

-+■  c 

1 

II 

4- 

b 

-+■  c 

3 

II 

4- 

l> 

-+-  c 

a  -+- 

h 

-+-  c 

a  -+- 

; 
b 

-+-  c 

il  vient 


p*e, 

p*e»  =  6,         p2  pu 

p2e3  =  -  —  c,  p2p(V  = 

a      x      p>(p«  — e,), 

b  —  z  =  p*{pu-et), 
c  —  a  =  p*(j)B  —  es), 

et  l'élément  linéaire  s'écril 

ds*      k(pu-     pv)[(pu      pw)du*—(pv  —  ptv)dp*]. 
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La  déformation   de  cette  quadrique  revient  à  l'habillage  de  la 
forme  (') 

do*  =  —( ï l- )  (du*—dv*); 

\pu  —  pw       pu  —pwj 

si  l'on  pose 


il  vient  facilement 


u  =  x  -+-  y, 
v  =  x—y, 


d*  = np(-r^.y)-p(*-.r)] dx  d 

p(x+y)p(x—y)-pw[p(x-hy)  +  p(x—y)]  +  pUv 

ce  qui  peut  s'écrire 

—jp'(x)p'(y)  dxdy ^ 

(pxpy  +  -^gA  +  ff»(P&+py) 

—  pw\ï(pxpy—l-g2)(px-hpy)  —  g-A-hp*iv(px  —  py) 
ou  en  posant 

p*  =  «,       py  =  b, 
?2  =  7 — i — v» n — i — \ i " 

(ab-^-^gîJ   -hg3(a  +  b)  —  pw\  i(ab—fgA{ci-^b)—g3    -+- p1  w (a - 6)2 , 

i  da  db 

~         Q 

on  a,  alors, 

-■^=(b-pw)~'  ljb={a-pw)  ; 

donc,  si  l'on  pose 

da 
..  cJa  da  de  _  da  db 

=  ~ôb'  àâ  dx  =  dp  dp  =  Q' 


d£ 
il  vient 

£  diogX     (p,r  —  p(y)2 

X    d?d|3    =  À2 


(px  —  pwY, 


(')  Comptes  rendus,  1902. 
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et  les  deux  formes  quadratiques 

ds*=  ildicip, 

|  py  —  pw)(d%i  ■+■  dfi2)  -+•  i\{px  —  pw)  di  d$ 

définissent  une  surface  isolhermique. 
Considérons  la  formule  fondamentale 


)  (du*—di>i) 

-pw) 


<*?'  =  -( 

\pu—  pw        pv  —  pi 

et  faisons  le  changement  de  variable 

U  =   Ui +  (■>!,  l>  =  t>] -H  10,, 

wt  étant  une  demi-période  ;  il  vient,  par  un  calcul  facile, 


[p(w-4-co,  )  —  ei]2 
(e,  —  e2)(ei  —  e 

si  l'on  pose 


tr_ 


p(lV  -h  lû)  pi>i p(lV  -ï-  Iti) 


(<*"ï 


<frî), 


«J  +  w  =  «'i,        in  =  xi-i-yl,        vl  =  xi  —  yt,        pa,  =  a,,         pj,=  6,. 


On  voit  que  X|  étant  défini  par 


dax 
à? 


on  a 


I      ^]ii»A, 


et  les  deux  formes  quadratiques 

ds*  =  2X1  doi  d$, 
/,  i  p n  —  J'»',  )  (rfa*  -H  rf(J»)  -+-  2X,  £(p;r,  —  jjcvj  )  rfa-i-  rfp 

définissent  une  nouvelle  surface  Isothermique.  Remarquons  que 


d'où 


X  =  X\  ■+■  10, 


(ei  —  g.2)(ei  —  e3) 
a,  —  e, 


(«1—  «»)(«!- 
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Si  l'on  procède  de  même  avec  les  trois  demi-périodes,  on  obtient 
ainsi  quatre  surfaces  isothermiques  ;  en  prenant  les  surfaces  qui 
leur  correspondent  par  la  transformation  de  Bour  et  Christoffel,  on 
obtiendra  quatre  autres  surfaces  (on  peut  aussi  les  obtenir  en 
ajoutant  les  demi-périodes  à  y).  Les  huit  surfaces  ainsi  obtenues 
sont  les  surfaces  de  M.  Darboux. 


SUR  LES  POTENTIELS  DES  ACCÉLÉRATIONS  DE  DIVERS  ORDRES; 
Par  M.   Ch.   Halphen. 


Soient,  par  rapport  à  trois  axes  rectangulaires,  x,  y,  z,  les 
coordonnées  d'un  point  en  mouvement  dans  un  champ  de  forces. 
Si  la  vitesse  de  ce  point  dérive  d'un  potentiel  V(;r,  y,  s),  c'est- 
à-dire  si  l'on  a 


dx  _  dY 

dy       dY 

dz  _  dY 

dt        dx 

~dt  ~  dy' 

dt        dz 

l'accélération  du  point  mobile  dérive  aussi  d'un  potentiel, 
c'est-à-dire  qu'il  y  a  une  fonction  de  forces,  ainsi  que  l'a  fait 
remarquer  M.  Darboux.  On  a,  en  effet, 


dt*        &r\2       /'  dt*        dy\2       /' 


d*z  _    d_  /  i 
dt*   ~  dz  \2 


où  AV  est  le  paramètre  différentiel  du  premier  ordre 

Mais,  en  général,  les  accélérations  seconde,  troisième,  etc., 
ne  dérivent  pas  de  potentiels.  M.  Darboux  avait  proposé  de 
chercher  les  cas  où  ces  accélérations  de  divers  ordres  dérivent  de 
potentiels.  Dans  les  pages  suivantes,  on  trouvera  des  conclusions 
relatives  à  l'ordre  des  équations  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonc- 
tion V  pour  que  cela  ait  lieu,  et  un  exemple  de  mouvement  où 
toutes  les  accélérations  successive*  dérivent  de  potentiels. 

XXXIX.  12 
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I.  Mouvements  dans  le  plan.  —  Dans  le  cas  des  mouvements 
plans,  nous  n'avons  que  deux  coordonnées  rectangulaires,  x,  y, 
et  les  composantes  de  l'accélération  seconde  sont 

f^f  -  l(—  JL±y      dW      d2    aV 
dt3   ~  2  \  àx  àx"1  ày  àx  ày 

dt3         i  \  dx  dx  dy  dy  dy2 

L'accélération  seconde  ne  dérivera  d'un  potentiel  que  si  la  con- 
dition d'intégrabilité 

fa)  ±ttl\==t(£l\ 


dy  \  dt3  )       dx\  dt3  ) 

est  satisfaite  ;  et,  s'il  en  est  ainsi,  on  obtiendra  ce  potentiel  P  par 
l'intégration  de  l'équation  aux  différentielles  totales 


V  dt3 


)**+(%)<*■ 


Pour  abréger,  nous  appellerons  équation  (A2)  la  condition  (2) 
pour  que  l'accélération  seconde  dérive  d'un  potentiel. En  dévelop- 
pant, on  voit  facilement  qu'elle  s'écrit 

à*\  à"1 

(A,)  8  AV  — f-  =  8V  — —  AV, 

'  dx  dy  àx  dy 

où  l'on  pose 

8 -*■-£.. 

àx-        dy2 

C'est  une  équation  aux  dérivées  partielles,  du  troisième  ordre 
en  V,  symétrique  en  V  et  AV,  et  par  conséquent,  satisfaite  dans  le 
cas  particulier  où  V  =  A  V  ('  ). 

Si  l'on  cherche  de  même  l'équation  (A3),  condition  pour  que 
l'accélération  troisième  dérive  d'un  potentiel,  on  trouve  une  équa- 
tion du  quatrième  ordre,  déjà  assez  longue.  D'une  façon  générale, 
en  raison  de  la  symétrie  dans  les  calculs,  qui  fait  disparaître  les 
dérivées  d'ordre  supérieur,  V équation  (A„)  est  d'ordre  (n  -h  1  ). 
Elle  sera,  bien  entendu,  vérifiée  si  AV  =  V,  mais,  déjà  pour  (A3), 
cela  n'apparaît  pas  de  façon  aussi  évidente  que  pour  (A2). 

(')  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  octobre  1910. 
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Il  faut  remarquer  qu'en  écrivant  ainsi  l'équation  (A„),  on  ne 
supposeabsolument  rien  sur  les  accélérations  précédentes,  d'ordres 
(n  —  i),  (n  —  2),  .... 

Nous  allons,  maintenant,  nous  placer  précisément  dans  le  cas 
contraire. 

Commençons  par  supposer  que  l'accélération  seconde  dérive 
d'un  potentiel,  c'est-à-dire  que  V  satisfait  à  (A2).  Si  l'on  difFé- 
rentie  par  rapport  à  x,  puis  par  rapport  à  y,  l'équation  (A2)  ;  si 
l'on  multiplie   les  nouvelles    équations   obtenues   respectivement 

par  — — ,  — — ,  et   si    on    les    ajoute  ensuite  a  (A3),  membre  a 

membre,  les  termes  du  quatrième  ordre  disparaissent.  Toutes 
réductions  faites,  on  obtient  l'équation  suivante 

(A'3)  3AV(-f-M  =  -— —  AV(SV)', 

v     3  '  \dxdy  J        dxdy        K      ' 

où  l'accent  représente  l'opération 

V—  —  —       —  — 

dx  dx        dy  dy 

qui  est,  en  somme,  une  dérivation  par  rapport  à  t. 

Ainsi  donc,  l'existence  de  (A2)  permet  de  remplacer  (A3)  par 
une  équation  équivalente  (A'3)  du  troisième  ordre  seulement.  Des 
calculs  analogues,  mais  assez  longs,  montrent  de  même  que  l'exis- 
tence de  (A3)  permet  de  remplacer  (A4)  par  une  équation  (A'4) 
du  quatrième  ordre  seulement,  et  ainsi  de  suite:  l'équation  (A„), 
d'ordre  (n  +  1),  se  ramène  à  une  équation  d'ordre  n  par  combi- 
naison avec  (Ara_().  On  a  donc  ce  théorème: 

L'ordre  (n  -+- 1)  de  la  condition  pour  que  l'accélération  nre"te 
dérive  (V un  potentiel,  se  réduit  d'une  unité  si  l'accélération 
(n  —  iy<""e  dérive  déjà  d'un  potentiel. 

On  serait  tenté  de  croire  par  suite  que  (A,,)  peut  se  réduire  à 
l'ordre  (n  —  1)  par  combinaison  avec(A„_,)  et(A/l_2);  de  sorte 
qu'en  écrivant  successivement  les  conditions  (A2),  (A3),  ...,  (A„), 
convenablement  combinées  entre  elles,  on  n'aurait  que  des  équa- 
tions du  troisième  ordre.  11  n'en  est  rien;  si  l'on  peut  faire  dispa- 
raître les  ternies  d'ordre  (n-4-  1)  de  (AM),   on  ne  peut  aller  plus 
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loin;  et  toutes  ces  équations,  à  partir  de  (A4),  restent  très  com- 
pliquées; les  écrire  ne  pourrait  pas  servir  à  grand'cbose. 

Reprenons  l'équation  (A',),  qui  ne  vaut  que  lorsque  (A2)  est 
satisfaite.  Si  on  la  divise,  membre  à  membre,  par  (A2),  elle  prend 
la  forme  symétrique 

<*'•>  sv  (;££)'=  ^<8V''- 

d'où  se  dégage  un  cas  particulier  du  problème  :  cette  équation  est 
évidemment  satisfaite  si 


(3)  6V  = 


dx  dy 


Mais  il  ne  suffit  pas  que  V  satisfasse  à  l'équation  du  second 
ordre  (3);  il  faut  aussi  que  V  satisfasse  à  (A2).  Or,  en  tenant 
compte  de  (3),  (  A2)  se  réduit  à 

8  AV  =  -3-ï-L-  AV  ; 

dx  dy 

V  et  AV  doivent  donc  satisfaire  à  (3). 

Remarquons  que  si  V  est  intégrale  de  l'équation  linéaire  (3),  il 

A     d\    dY  -,      ,  •      •  .     ,     , 

en  est  de  même  de  -r-i  —  :  mais  il  n  en  est  pas  ainsi,  en  gênerai, 

dx    dy  ' 

de  leurs  carrés.  Soit  u  une  intégrale  de 
à*u       d*u         diu 


dx*        dy"-        dx  dy  * 

on  voit  immédiatement,   en  substituant,  que   <p(«)  est  aussi   une 
intégrale,  quelle  que  soit  la  fonction  cp,  si  l'on  a 

/ du\*       /  du\*       du  au 


d"Y    (— Y  —  —  — 

dx)        \ày I        àx  dy 


(4)  \^ 

Les  carrés  de  —  »  -r—  satisferont  donc  à  (3),  si  ces  fonctions  satis- 
dx    dy  x    ' 

font  elles-mêmes  à  (4),  c'est-à-dire  si  l'on  a 

/d*\\*        /  d*Y  \*       d*Y    d*Y 
(5) 


dx*  )  \dx  dy  )         dx*   dx  dy 

/  ()«v  y     /d*Y\*       d*v  d*\ 

^  \dxdy)    ~\~dyT)       ~~  dxdy    dy*  ' 
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Or,  de  (5)  et  (6)  on  déduit  par  addition  l'équation  (3),  pourvu 
toutefois  que 

1 ^  o. 

dx*         dy*  ^ 

Par  suite,  si  une  fonction  V(x,y),  non  harmonique,  satisfai- 
sant à  (5)  et  (6),  est  prise  pour  potentiel  de  vitesse,  les  accéléra- 
tions seconde  et  troisième  dériveront  aussi  de  potentiels.  Ce  cas 
particulier  est  donc  solutionné  par  la  recherche  d'intégrales 
communes  à  deux  équations  du  second  ordre. 

Si  la  fonction  V  était  harmonique,  il  faudrait  considérer  le 
système  formé  par  (3),  (5),  (6)  et  l'équation  de  Laplace  ;  on  en 
déduit  immédiatement 


d'où 


a,  6,  c,  étant  des  constantes  :  c'est  le  mouvement  rectiligne  et 
uniforme. 

IL  Mouvements  dans  V espace.  —  Exemple.  —  Le  problème 
dans  l'espace  est  plus  compliqué  que  dans  le  plan,  parce  que  les 
conditions  d'intégrabilité,  au  lieu  d'être  constituées  par  des  équa- 
tions uniques  (AM),  sont  formées  de  systèmes  (aw)  de  trois  équations 
aux  dérivées  partielles  simultanées.  Si  l'on  pose 

le    système    (a2)    des    conditions    exprimant    que    l'accélération 
seconde  dérive  d'un  potentiel,  s'écrit 

■  8-.,,  AV  -+-  — — -  -z — -AV  =  - — —  AV8,  VV-H^ — r-AV< 


dx2 

:  ày*  ~ 

d*Y 
dx  dy 

0 

Y  . 

=  ax  -+- 

by  +  c, 

dx  dy    *  'y  dy  dz  dx  dz  dx  dy         x'y         dy  dz        dx  dz  ' 

,     d2V  à*  Y       à* 

«^•iT+'JÏ.Air-.... 


\  dx  dz     '  dx  dy  dy  dz 

ïl  est  du  troisième  ordre,  et  les  équations  sont  symétriques  en  V 
et  AV. 
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D'une  façon  générale,  (art)  est  formé  de  trois  équations  d'ordre 

(71+1). 

Comme  dans  le  cas  des  mouvements  plans,  V ordre  (n  -f-  i  )  du 
système  (a„)  se  réduit  d'une  unité  par  combinaison  avec  les 
équations  de  (a„_,). 

Par  exemple,  si  l'on  difïerentie  successivement  par  rapport  à 

x,y,  z  la  première  des  équations  (a2);  qu'on  multiplie  respec- 

àW         à\         dV  ,  „       -  ,, 

tivement  par , ,  —  —  les  nouvelles  équations  obtenues, 

1  dx  dy  dz  ' 

et  qu'on  les  ajoute  ensuite,  membre  à  membre,  à  la  première  équa- 
tion (a3),  on  trouve  l'équation  suivante  du  Iroisième  ordre 

x'}         \_dx  dz  dy  dz        \dx  dy  /    | 

dx  dz         i  Oy  dz    "'  dx  dy  dx  dz        \  dy  dz  )  J 

-  j&"[(£:)'-(!£)--(wvy] 

d"-        r  d»v  c)2  v    d*  v       /  c)2v  y» 

4K  ^         L  ^*  ^~    "  '^  àx  dy  dy  dz        \  dx  dz  /    J 

OÙ 

v  -  dW  —    £X  A.    dJL  1. 

dx  dx        dy  dy        dz  dz 

On  voit  que  cette  équation  est  déjà  très  compliquée. 

Indiquons,  maintenant,  un  exemple  de  mouvement  où  toutes  les 
accélérations  successives  dérivent  de  potentiels.  Soit 

v=/(*)  +  ?0)-4-tK*)> 

où  f,  ©,  ty,  sont  trois  fonctions  indéfiniment  dérivables.  Il  est  visible 
que  les  composantes  de  la  vitesse  et  de  toutes  les  accélérations 
sont  respectivement  des  fonctions  de  x,  y  et  z  ;  l'accélération  n1**" 
dérive  donc  d'un  polenliel  qui  est  de  même  forme  que  V, 
¥a{x)  +  *n{y)  +  Wn(z). 

En  particulier,  on  peut  prendre  pour  V  une  forme  quadratique, 
car,  en  faisant  tourner  les  axes  de  façon  à  les  amener  sur  les  axes 
principaux  de  la  quadrique  V=const.,  le  potentiel  prend  la 
forme  ci-dessus.  Dans  le  plan,  par  exemple,  si  l'on  prend 

V  =  aix't-ï-y2)  -+-  ibxy, 
on  trouve,  par  une  intégration  élémentaire,  l'équation  de  la  trajec- 
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loire 

b  +  a 

K     (y     .\~T~fy 


£«(£-)*( 


.r 


Si  l'on  suppose  que  a  =  o,  on  aboutit  à  un  cas  curieux.  On  sait 
qu'un  point  repoussé  par  un  centre  fixe  proportionnellement  à  la 
distance  décrit  une  hyperbole.  Si  la  vitesse  initiale  donnée  au 
point  est  telle  que  cette  hyperbole  soit  équilatère,  toutes  les 
accélérations  successives  dérivent  de  potentiels. 

On  a,  en  effet,  dans  ce  cas 

V  =  'ibxy, 
P4=  32Ôsay, 


les  potentiels  se  reproduisent  périodiquement  de  deux  en  deux, 
multipliés  chaque  fois  par  f\b2 .  La  forme  même  de  P,  montre 
que  la  force  émane  de  l'origine  et  est  répulsive,  proportionnelle  à 
la  distance;  et,  des  formules  de  la  vitesse,  on  déduit  immédia- 
tement que  la  trajectoire  est  l'hyperbole  équilatère  x2 — y2=z  const. 


SUR  LES  SYSTÈMES  COMPLETS  DE  FRACTIONS; 
Par  M.   Arnaud  Denjoy. 


M.  Hurwitz  a  le  premier  (')  déduit  de  la   théorie  des   fractions 
continues  le  théorème  suivant  : 

Si,  autour  de  chaque  nombre  rationnel  —  ,  on  forme  l'inter- 
valle — — —  à  —H — — — ,  tout  nombre  irrationnel  est  inté- 

9        V/5  <72       V        /5</2 


(')  Mathematische  Annalen,  l.  XXXIX. 
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rieur  à  une  infinité  de  ces  intervalles.  Quelque  petit  que  soit 
le  nombre  positif  a,  il  existe  des  nombres  irrationnels  (')  qui 
ne  sont  intérieurs  qu'à  un  nombre  limité  d'intervalles  : 

P  l         à  P   |  '         . 

9        \A-l-agr*       9        /5  +  agr2 


Appelons  avec  M.  Borel  (2)  intervalle  canonique  attaché  à  la 
fraction  -y  l'intervalle  — — —  à  — 


9  9        fbq>-        9        \/5q* 

Nous  désignerons  souvent  cet  intervalle  par  la  notation  I  (—  )• 

Si  l'on  exige  que  la  fraction  —  soit  irréductible,  un  nombre  ra- 
tionnel ne  peut  être  intérieur  qu'à  un  nombre  fini  d'intervalles 
canoniques.  En  effet,  pour  que-  soit  intérieur  à  l'intervalle  cano- 
nique de  —  >  -  étant  irréductible,  il  faut  d'abord  q  y/5  <  s  (avec 

la  solution  supplémentaire  q  =  s,  p  =  r),  ce  qui  limite  le  nombre 
des  valeurs  de  q. 

Mais,  dans   des  questions  d'approximation  par  des  fractions  de 
dénominateurs  donnés   ou   compris  entre  certaines  limites,    il  est 
naturel  de  ne  pas  s'astreindre  à  utiliser  uniquement  des  fractions 
•irréductibles.   Si  l'on   convient  de  considérer  comme  non   iden- 
tiques deux  fractions   -  et  ¥-?■>  même  dans  le  cas  où  elles  sont 

q         q. 
égales,   tant  qu'on  n'a   pas  simultanément  p=p',  q=  q'  ;  si  l'on 

remarque  de  plus  que  la  définition  de  l'intervalle  canonique  d'une 
fraction  ne  suppose  pas  l'irréductibilité  de  celle  fraction,  alors  un 
nombre  rationnel  quelconque  coïncide  avec  une  infinité  de  frac- 
lions  —   distinctes  formellement,  sinon    par   leurs  valeurs,  donc 

9  r 

est  le  centre  d'une  infinité  d'intervalles  canoniques  différents. 

Donc,  moyennant  ces  précisions,  tout  nombre,  rationnel  ou 
irrationnel,  est  intérieur  à  une  infinité  d'intervalles  canoniques. 


(')  Si  a  est  suffisamment  petit,  ces  nombres   sont    tous  de  la  forme  ^ ■ 

Cm  -+-  D 

avec   AD  —  BC=±i,   u=  '+  \fî . 

2 

(■)  Journal   de   MaLlicmatiqu.es,    3'   sério,    t.  IX,  1903;  Leçons  sur  lu  crois- 
sance, p.  i43  et  suiv. 
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Rappelons  la  terminologie  employée  par  M.  Borel  (toc.  cit.)  et 
que  nous  adopterons  dans  cette  Note. 

Nous  dirons  que  deux  fractions  (réductibles  ou  non)  sont  adja- 
centes, si  leurs  intervalles  canoniques  ont  une  partie  commune. 
La  condition  nécessaire  est  suffisante  pour  que  les  deux  fractions 

—  et  —soient  adiacentes  est  évidemment  : 
g         s  J 


iT>  +  *)W 


L'égalité  entre  les  deux  membres  étant  impossible,  deux  inter- 
valles canoniques  peuvent  être  complètement  extérieurs  l'un  à 
l'autre,  ou  avoir  une  partie  commune,  mais  ne  peuvent  en  aucun 
cas  être  juxtaposés. 

Si  l'on  a  la  relation  : 

P  _ 

la  condition    nécessaire    et    suffisante  pour  que  les  deux  fractions 
soient  adjacentes  est,  si  s  ^>  q, 

i.  s.  I  +  v^ 


Enfin,  nous  dirons  qu'un  nombre  a  est  normalement  approché 
par  une  fraction  —,  si  a  appartient  à  l'intervalle  canonique  de  —  • 

Puisque  tout  nombre,  rationnel  ou  irrationnel,  est  intérieur 
à  une  infinité  d'intervalles  canoniques  distincts,  il  résulte  d'un 
théorème  de  M.  Borel  (')  qu'il  est  possible  de  choisir,  parmi 
les  intervalles  canoniques  relatifs  à  toutes  les  fractions 
(réductibles  ou  non),  certains  d'entre  eux,  en  nombre  limité, 
recouvrant  entièrement  le  segment  o  —  \,  et  de  plus  d'effec- 
tuer ce  choix  d' une  infinité  de  manières  distinctes. 

Il  faut  entendre  par  là  qu'il  est  possible  de  définir  une  infinité 
de  systèmes  d'intervalles  canoniques  S,,  S2,  ...,  S„,  ...  tels  que  : 
i"  quel  que  soit  n,  Sn  est  formé  par  la  réunion  d'un  nombre  limité 
d'intervalles    canoniques  ;     2°    quel  que  soit  n,    tout   point    du 


(')  Thèse  (noie  finale)  et  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  Chap.  III. 
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segment  o  —  i,  extrémités  comprises,  est  intérieur  à  un  au  moins 
des  intervalles  qui  constituent  S„  ;  3°  quels  que  soient  n  et  n' , 
aucun  des  intervalles  canoniques  qui  composent  S„  ne  coïncide 
avec  un  de  ceux  qui  composent  S„.. 

Nous  appellerons  système  complet  de  fractions,  pour  l'inter- 
valle a  b,  tout  système  d'un  nombre  fini  de  fractions  dont  les  in- 
tervalles canoniques  recouvrent  entièrement  l'intervalle  ab.  Nous 
dirons  aussi  que  ces  intervalles  canoniques  forment  un  système 
complet  sur  ab,  et  nous  désignerons  par  la  même  lettre  indiffé- 
remment un  système  complet  de  fractions  ou  le  système  complet 
des  intervalles  canoniques  correspondant  à  ces  fractions. 

Il  est  évident  qu'on  saura  former  une  infinité  de  systèmes 
complets  S,,  S2,  ...,  S„,  ...  distincts,  dès  qu'on  saura  former  un 
système  complet  S  dont  les  fractions  aient  un  dénominateur  supé- 
rieur à  un  nombre  donné  quelconque  A  et  évaluer  la  limite  supé- 
rieure <p (A)  des  dénominateurs  des  fractions  de  S.  En  effet,  il  suf- 
fira alors  de  choisir  une  suite  indéfinie  de  nombres  At,  A2,  ..., 
A/n...,  tels  que  A„+l  ><p(A„)  et  de  prendre  pour  S«  un  système 
complet  dont  les  fractions  aient  leurs  dénominateurs  compris 
entre  A„  et  A//+l. 

M.  Borel  (loc.  cit.)  a  résolu  ce  problème  en  prouvant  qu'on 
peut  toujours  prendre  o(A)  =  i5  A2,  si  A  surpasse  10. 

Le  théorème  de  M.  Borel  est  donc  le  suivant  : 

Les  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  compris  entre  A  et 
1 5  A2  forment  (si  A  surpasse  io)  un  système  complet  pour  tout 
intervalle. 

Je  me  propose  dans  cette  Note  de  préciser  le  théorème  de 
M.  Borel.  Ce  théorème  est  imparfaitement  précis  (')  en  ceci  qu'il 
nous  fournil  un  système  surabondamment  complet.  J'entends  par 
là  qu'il  est  possible  de  supprimer  certaines  fractions,  sans  que  le 
système  cesse  d'être  complet  ;  ou  encore  qu'il  existe  au  moins  un 
intervalle  canonique  du  système  dont  aucun  poinl  ne  lui  appartient 
en  propre.  En  fait,  la  plupart  des  intervalles  sont  dans  ce  cas. 

D'un  autre  point  de  vue.  un  même  point  appartient  en  général  à 


(l)  M.   Borel    signale   cette  imperfection   du  système  complet  qu'il    propose. 
Voir  Journal  de  Mathématiques,  p.  34a,  note  (-). 
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plusieurs  intervalles  canoniques  du  système.  Mais,  le  nombre  de 
ces  intervalles  varie  avec  le  point  choisi,  sans  que  le  théorème  de 
M.  Borel  nous  renseigne  sur  cette  variation. 

Je  détermine  dans  cette  Note  un  système  strictement  complet, 
j'entends  par  là  un  système  dont  il  n'est  pas  possible  de  supprimer 
aucun  intervalle  sans  que  le  système  cesse  de  recouvrir  entièrement 
le  segment  o  —  i.  Voici  en  quoi  réside  l'intérêt  de  cette  détermi- 
nation. 

On  sait  comment  s'établit  la  notion  de  répartition  d'un  ensemble 
infini,  s'il  est  dénombrable.  Ayant  adopté  un  ordre  d'énuméralion 
pour  les  éléments  de  cet  ensemble,  on  examine  la  répartition  des 
n  premiers,  et  l'on  recherche  les  caractères  limites  de  cette  répar- 
tition quand  n  croît  indéfiniment. 

S'il  s'agit  des  fractions,  il  est  particulièrement  intéressant  de  les 
classer  dans  l'ordre  des  dénominateurs  croissants.  Nous  appelle- 
rons hauteur  d'une  fraction  la  valeur  de  son  dénominateur.  Il  y  a 
entre  o  et  i,  l'un  et  l'autre  inclus,  h  -f-  i  fractions  de  hauteur  /i, 
savoir  : 

o        i  h  —  \        h 

h       h  h  h 

On  éclaire  d'une  vive  lumière  la  répartition  des  nombres  ration- 
nels inférieurs  à  une  hauteur  donnée  en  déterminant,  comme  nous 
le  faisons  dans  cette  Note,  sur  le  segment  o —  i ,  le  système  stric- 
tement complet  le  plus  simple  dont  toutes  les  fractions  ont  une 
hauteur  au  moins  égale  à  un  entier  A.  (Nous  appellerons  hau- 
teur d' un  système  de  fractions  la  plus  petite  valeur  des  hauteurs 
de  ces  fractions.) 

Ce  système  S  est  caractérisé  par  les  propriétés  suivantes  :  d'une 
part,  d'après  le  sens  attribué  aux  mots  strictement  complet,  la 
suppression  d'un  seul  des  intervalles  canoniques  qui  le  composent 
le  rend  incomplet,  c'est-à-dire  met  à  découvert  une  portion  du 
segment  o —  i,  en  sorte  que  tout  intervalle  du  système  comprend 
une  partie  qu'il  est  seul  à  recouvrir.  D'antre  part,  il  est  plus 
simple  que  tout  autre  système  S  de  hauteur  supérieur  à  S,  au  sens 
suivant  :  ou  bien  S  contient  toutes  les  fractions  de  S,  ou  bien  pour 
toute  fraction  cp  de  S  n'appartenant  pas  à  S,  il  y  a  un  intervalle  i, 
tel  que  tout  point  de  i  soit  normalement   approché  par  cp  et  non 
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pas  par  une  fraction  de  S  plus  simple  que  <p.  En  général,  même,  la 
fraction  la  plus  basse  de  hauteur  supérieure  à  A  —  i  approchant 
un  nombre  a  quelconque  situé  dans  l'intervalle  o  —  i,  fera  partie 
de  S. 

Relativement  à  la  répartition  des  nombres  rationnels,  cette 
élude  confirme  l'idée  suivante  qui  m'avait  servi  de  guide  : 

Les  nombres  sont  d'autant  mieux  isolés  que  leur  définition 
est  plus  simple.  D'une  façon  précise,  supposons  qu'un  nombre  a  ne 

a    P 

soit  approché  normalement  par  aucune  fraction  ^r  ([x,Q>A — i) 

P 
égale  à    une  fraction  irréductible  —  de   hauteur  inférieure  à  A. 

Alors,  pour  l'approcher  normalement  par  des  fractions  de  hauteur 
supérieure  à  A —  i,  il  faudra  prendre  des  fractions  d'autant  plus 

P 
hautes  que  la  fraction-^  la  plus  voisine  de  a  sera  plus  simple  (moins 

haute)  et  que  a  en  sera  plus  proche. 

P 

Il  est  naturel  de  mesurer  V isolement  de  jr  (ou  la  difficulté  d'ap- 

p\ 
procher^-j  par  la  hauteur  des  fractions  approchant  normalement 

P 
les  nombres  voisins  de  ^  ,  ou  plus  nettement,  par  l'ordre  d'infini- 

lude  de  cette  hauteur  relativement  à  A. 

Moyennant  cette  convention,  parmi  les  nombres  rationnels,  les 

nombres  entiers  sont  les  mieux  isolés,  les  nombres  -,  -  ,  ....   sont 

2    2  ' 

moins   bien  isoles  que  o,   i,   mais   le  sont  mieux  que  -r,  -,  .... 

r-,  ■  ,  •  i      3 

Ceux-ci  le  sont  mieux  que  -,  -,  ...,   etc. 

4    4 

La  détermination  du  système  strictement  complet  le  plus  simple 
reposera  sur  le  lemme  suivant  : 

P        P' 
Lemme.  —  Si  —  et  ■*?  sont  deux  //actions  telles  que 


les  fractions 


PQ'-QP'|  =  i, 


XP-i-P'  _,  iX  +  iP  +  jP' 

XQ  +  Q'  x+i      aX-hiQ-t-aQ' 

(X  +  QP+P' 
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où  X  =  i,  2,  3,  ...,  et  qui  sont  ainsi  rangées  par  ordre  de  gran- 
deurs (décroissantes  ou  croissantes,  suivant  les  cas)  forment  une 
suite    telle  que   deux   fractions    consécutives  sont  adjacentes, 

.Q'      JT—i 

SANS  QUE  DEUX  FRACTIONS  NON  CONSECUTIVES  LE  SOIENT,  SI  -^-J>- • 

Q  "^         2 


;  Q'  ^  /5- 


Si^k< 


-  la  propriété  subsiste  à  la  condition  de  supprimer 


la  seconde  fraction  F,  = 


3P+2P' 


3Q+2Q' 


or       f       ••         XP  +  P'      X  +  i)P  +  P'  ,.  , 

i°  Les  tractions  .—=- — ^  ,  -^ ^- — — ,  sont  non  adjacentes,  sauf, 

/Q  +  Q'     À+i    Q  +  Q  J  '         ' 


Si  y- >  -p  désignent  ces  deux  fractions,  on  a 


N 


P 

P' 

X 

X 

1 

Q 

Q' 

X-Kl 

I 

N  étant  égal  à  la  valeur  absolue  du  déterminant 

XP  +  P'  XQ-+-Q' 

(X  +  i)P+P'     (X-hi)Q-+-Q' 


Or,  la  condition  pour  que  deux  fractions  j,  -p  dont  la  différence 
est  ±  tt7  soient  adjacentes,  est,  si  b'  >»  b  : 


b' 
T> 

Cette  condition  nous  donne  : 


/5 


(X  +  i)Q-^Q'       r 


fi 


ou 


XQ  +  Q' 

X  +  £<1^. 
Q  a 

Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si 

X~"  Q"<~ 

0|  f  (2X-f-l)P-f-2P'       <>X  +  3)P+-2P'  L     ■ 

2°  Les  tractions  — ^ — ^- ^-y,  7-* -f- —  ne  sont  lainai.' 

(sXh-  r  )Q-i-'2Q      (2X  +  3)P-i-2Q  •' 

adjacentes. 


-  182  - 


Le  délerminant 


est  égal  à 


(?.X  +  l)P  +  îP'       (2X+-3)P  +  2P' 

(2X+OQ  +  2Q'     (aX-K3)Q-+-2Q' 


P     P' 

Q    Q' 


2  X  -+-  I       2 
2  X  -+-  3      2 


=  ±4- 


Or,  la  condition  pour  qu'on  ait 

4t  <  —  «  —  ■+-  — 


bb' 


yM*5 


&'» 


est 


6' 


>  2  y/5  -t-  /19. 


Mais  il  est  manifeste  que 

(2X  4-3)Q-f-2Q'    ^  5  n--L.fr 

3°  Les  fractions  F^  F).+i  sont    toujours  adjacentes,   Ou  se  rend 

compte  immédiatement  que  la  différence  de  ces  deux  fractions 
est  toujours  égale  à  l'inverse  du  produit  de  leurs  dénominateurs. 
Tout  revient  donc  à  démontrer  l'inégalité 

(2X  +  OQ  +  2Q'        1  -4-  y/5 

XQ-t-Q'  >        1       ' 

Or,  ceci  est  évident,   le  premier  membre  étant  supérieur  à  2,  qui 

est  la  seconde  réduite  par  excès,  de  .  Lesréduilesde — 

r  2  2 

2    3    5 

12      3 

4°  Les  fractions  Fx+» ,  Fx+t ,  sont  adjacentes,  sauf  si  A  =  1 , 

Q'  ./3-i 

Q  <      * 

Nous  devons,  comme  dans   le  cas  précédent,  examiner  l'exacti- 
tude de  l'inégalité  : 

(aX-t-QQn-aQ'        1 -M  1 
(Ui)Q  +  Q'    >       a 
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Elle  se  ramène  à 


Q  "      ^ 
Elle  est  vérifiée  quel  que  soit  X,  sauf  si 

x-,    Q'  ^v/5-' 

X-If    Q  <_^ 

Réunissons  ces  résultats. 

iei  Cas:  7T  >> •  —  Dans  la  suite  énoncée,  F.   Fj  ■  3,  F2,  .... 

Q  2  'M  +2 

Fx,  Fx+i,  . . .,  chacune  des  fractions  est  adjacente  â  chacune  de  ses 

2. 
voisines  immédiates.  Deux  fractions  séparées  par  une  autre  seule- 
ment ne  sont  pas  adjacentes.   Il   suit  immédiatement  de  ceci  que 
deux   fractions   séparées   par   plusieurs  autres  ne  sont  pas    adja- 
centes. 

Soient  d'abord  deux  fractions  F  et  F'"  séparées  par  deux  autres 
F'  et  F"  et  par  ces  deux  seulement.  Supposons  par  exemple 
F<F'<F"<F///.  Soient  1,  F,  I",  Y"  les  intervalles  canoniques 
correspondants.  I"  est  tout  entier  à  droite  de  I  puisque  1"  et  I  ne 
sont  pas  adjacents  et  que  le  centre  de  I"  esta  droite  du  centre  de  I. 
De  même  Y  est  tout  entier  à  gauche  de  Y".  I  et  Y'  ont  une  partie 
commune  i  puisque  F' et  F'  sont  adjacentes.  Donc,  i  est  tout 
entier  à  droite  de  I  comme  appartenant  à  F,  et  tout  entier  à  gau- 
che de  I'",  comme  appartenant  à  Y,  Donc  inversement  I  est  enlir- 
rementà  gauche  de  i el  Y"  est  à  droite  de  i.  Donc  I  et  J'"(ouF  etF'") 
ne  sont  pas  adjacents. 

Si  l'on  envisage  maintenant  deux  fractions  F,  F(w)  de  la  suite, 
séparées  par  trois  autres  au  moins,  F'"'  étant  la  n,eme  fraction 
après  F,  désignons  par  F"  la  fraction  dont  le  rang  surpasse  de  deux 
unités  celui  de  F  et  par  F(w-2)  celle  dont  le  rang  est  inférieur  de  deux 
unités  à  celui  de  F^'K  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  F<<F("^. 
Puisqu'il  y  a  au  inoins  trois  fractions  de  la  suite  entre  F'  et  F("}, 
ou  bien  F"  =  F(fl_2),  ou  bien  F"  <  F("~u}.  Dans  le  premier  cas,  la 
fraction  F"  n'est  adjacente  ni  à  F,  ni  à  F(w)  dont  elle  n'est  séparée 
que  par  une  fraction  et  par  suite  les  intervalles  canoniques  de  F 
et  de  F"  n'ont  pas  de  partie  commune,  puisqu'ils  sont  séparés  par 
l'intervalle  canonique  de  F".  Donc  F  et  F^  ne  sont  pas  adjacents 
dans  ce  cas. 
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Dans  le  second  cas,  l'intervalle  canonique  de  F  a  à  sa  droite  la 
fraction  F".  Celui  de  F{n^  a  à  sa  gauche  la  fraction  F(""~2).  Donc, 
l'intervalle  de  F"  à  F("~2)  sépare  les  intervalles  canoniques  de  F  et 
de  F(n).  Ces  deux  fractions  ne  sont  donc  pas  adjacentes. 

Le  théorème  se  trouve  être  entièrement  démontré  pour  le  cas 

Q'^  y/5— i 

Q  >     *     ' 

2e  Cas  :  —■  <  — —  La  fraction  Ft  est  adjacente  à  F».  La 

fraction    F±  n'est   pas   adjacente  à  Fa   mais  elle  l'est   à    F,.    En 

désignant  par  1^  l'intervalle  canonique  de  F^,  l'intervalle  cano- 
nique J3  est  donc  entièrement  intérieur  à  l'intervalle  I(.   Nous 

retrancherons,  comme  il  est  dit  dans  l'énoncé  du  lemme,  la 
fraction  F±  de  la  suite.   Cela    fait,   dans  la  suite  restante,   deux 

2 

fractions  consécutives  sont  adjacentes,  deux  fractions  séparées 
par  une  autre  et  une  seulement  ne  sont  pas  adjacentes  (').  On 
déduit  de  là,  comme  dans  le  premier  cas,  que  deux  fractions  non 
consécutives  de  la  suite  ne  sont  pas  adjacentes. 

Le  lemme  est  donc  établi  dans  tous  les  cas. 

Dans  une  suite  F  p.,  F^i,  ...,  nous  placerons  entre  paren- 
thèses le  second  terme  de  la  suite  quand  il  devra  être  supprimé  si 

^  '     Q     ^  2 

Donnons  quelques  applications  du  lemme  : 

(')  Pour    fonder    cette    affirmation,    il    faut    cependant  prouver  que   F.,  n'est 

pas  adjacent  à  F,.  La  différence  |  F,  —  F,  |  est  égale  à  trois  fois  l'inverse  du  pro- 

duil  des  dénominateurs  des  deux  fractions.  Il  suffit  de   montrer  que  le  rapport 

des  dénominateurs  — — -^f-  est  inférieur  à  a',  plus  grande  racine  de  l'équa- 
tion : 

3  = 

V/5 


—  (<xH —  )  ou  a'  —  3  i/5  «  + 1  =  o. 
5  \         «/ 


Or,  le    rapport  des   dénominateurs  o>t    inférieur    à    5   qui    est    lui-même  infé- 
rieur à  a'.  Donc  F,  n'est  pas  adjacent  à  F,. 
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P' 


i°  Les  fractions  —  =  — »  -^  =  -  nous  donnent  une  suite  multiple 
Q        o     Q         i  r 


dei: 

2 


i       3       2       5  i 

—  >     — )     —  >     — >      •••}      n.      n -h  —  : 

12  12  2 


P  O       P'  I 

2°  Faisons  ■??=  —>  -7^  =  -  •  Dans  la  suite  obtenue  conformément 
Q        1     Q        o 

à  l'énoncé  du  lemme  : 


1 

>     —  1 


îft  +  i 


deux  fractions  consécutives  sont  adjacentes.  Deux  fractions  non 
consécutives  sont  non  adjacentes.  Nous  avons  supprimé  la  fraction 
-= — - — .correspondant  à  n  =  1,   parce    que   nous  sommes  ici 

3  2/1-1-1  r  r  ^ 

dans  le  cas-^-=  o<T- Les  intervalles  canoniques  I  de  ces 

Q  2  i 

fractions  recouvrent  le  segment  o  à  H — 7=-  Tout  point  intérieur  à 

ce  segment  est  intérieur  à  un  intervalle  1  au  moins.  La  suppres- 
sion d'un  seul  intervalle  I  laisse  à  découvert  une  partie  dujsegment 
o  à  1.  (Ceci  va  être  démontré  ci-dessous.) 

3°  Au  couple -^r :=-> -rr:  = -correspond  la  suite 

1  3       2       5  n  2«  +  i 

—  >       — >       r-  >       — >        •  •  •  )        >        rr>        •  •  • 

2  .*)        3        7  n  +  i        2/1-+-3 

qui  est  la  symétrique  de  la  précédente  (après  suppression  du 
terme  -  )  relativement  au  nombre  — ■ 


Les  intervalles  canoniques  des  fractions  de  la  suite  définie  dans 
l'énoncé  du  lemme  jouissent  de  celle  propriété  que  chacun  d'eux 
possède  une  partie  qu'il  est  seul  à  recouvrir. 

Soit  en  effet  I'  l'un  d'eux.  Soient!  l'intervalle  précédant  immé- 
diatement 1',  I"  l'intervalle  suivant  immédiatement  V,  I  et  I"  ne 
sont  pas  adjacents.  Ils  sont  donc  entièrement  extérieurs  l'un  à 
l'autre.  Ils  enferment  entre  eux  un  intervalle  a(ï.  I'  est  adjacent  à 
I  et  à  1".  Il  empiète  sur  ces  deux  intervalles.  Donc,  il  contient  a(3. 
a{3  n'appartient  ni  à  I  ni  à  I".  Il  n'appartient  à  aucun  autre  inter- 
xxxix.  i3 
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valle  canonique  de  la  suite.  Car,  aucun  n'empiète  sur  I'.  Donc,  0$ 
appartient  en  propre  à  Y. 

Pour  la  première  fraction  F,,  l'extrémité  a  de  l'intervalle  précé- 
dant I,  peut  être  remplacée  par  le  point  F,  lui-même;  car  on 
vérifie  immédiatement  cpie  F,  est  extérieur  à  1 3  # 

Les  intervalles  canoniques  de  la  suite  du  lemme  forment  un 
domaine  d'un  seul  tenant  constitué  par  les  points  intérieurs  à  un 
certain  segment  AB.  CD  étant  un  segment  quelconque  dont  les 
extrémités  sont  intérieures  à  AB,  sans  appartenir  à  un  même 
intervalle  de  la  suite,  les  fractions  comprises  entre  FY  et  Fg, 
inclusivement,  si  FY  est  la  fraction  la  plus  voisine  de  D  qui 
approche  normalement  C,  et  si  F§  est  la  fraction  la  plus  voisine  de  C 
qui  approche  normalement  D,  forment  un  système  strictement 
complet  pour  CD. 

Nous  allons  maintenant  montrer  que  la  suite  énoncée  dans  le 
lemme  nous  fournit  le  système  complet  le  plus- simple  parmi  ceux 
qui  satisfont  à  certaines  conditions  dont  le  détail  sera  donné  plus 
loin. 

Nous  aurons  besoin,  pour  établir  ce  point,  de  rappeler  quelques 
principes  de  la  théorie  des  fractions  continues,  et  plus  spéciale- 
ment les  particularités  relatives  au  développement  des  nombres 
rationnels. 

Selon  l'usage,  nous  représenterons  par  la  notation  («0,  «i> 
a2,  ...,  a„,  ...)  l'expression 


(1)  «0 


01 


Dans  ce  qui  suit,  les  nombres  a0,«i,  •  •-,««,•••>  appelés  quo- 
tients incomplets,  désignent  toujours  des  entiers  positifs  (le  pre- 
mier cependant  pouvant  cire  nul).  Nous  désignerons  toutefois  par 
(a0  a,  ...,  tf/i_i,a)  ce  que  devient  l'expression  (a0,  «i,  •••!  #«-i,ft«) 
quand  on  y  remplace  o„  par  un  nombre  quelconque  a. 

On  montre  que  l'expression  (>/o,"i,  ••-,««)  tend  vers  une  limiter 
quand  //  croît  indéfiniment.  Cette  limite  est,  par  définition,  la 
valeur  de  l'expression  (  1  ).  Inversement,  on  montre  que  tout 
nombre  positif  donné  arbitrairement  x  est  égal  à  une  expression 
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de  la  forme  (  i  ).  Ceci  étant  admis,  il  est  évident  que  a0  est  la  partie 
entière  de  x)  si  x  =a0  -\ »   a,    est  la    partie    entière    de  a,  ;  si 

a(  =  aK  -\ j  a2  est  la  partie  entière  de  a2   etc....  Si 

a2 

i 

oc,-  =  at  H , 

a,4-i 

a<+1  est  la  partie  entière  de  a,+) .  Si  x  est  irrationnel,  la  détermi- 
nation des  quotients  incomplets  ai  se  poursuit  donc  indéfiniment, 
sans  qu'aucune  ambiguïté  ne  l'arrête.  Car  a,  n'est  jamais  entier. 

P 
Si  x  est  rationnel  et  égal  à  la  fraction  irréductible  -^-j  la  théorie 

du  plus  grand  commun  diviseur  appliquée  à  P  et  à  Q  montre  que 

l'on  trouve  une  valeur  n  de  i,    telle    que   a«  soit  entier,  aw_,  ne 

l'étant  pas. 

Puisque  a„_(   n'est  pas  entier,  a.n  est  un  entier  a  au  moins  égal 

à  2.  On  peut  alors  choisir  ou  bien  an  —  a —  I,  an+{  =  i,  ou  bien 

P 
a„  =  a.  j=r  a  deux  développements  possibles  : 

(a0,  «i,  . . .,  a«-i,  a)     et     (a0,  «i,  . . .,  ««-i,  a  —  i,  i). 

L'un  est  caractérisé  par  ce  fait  que  le  dernier  quotient  incom- 
plet est  l'unité,  l'autre  par  ce  fait  que  son  dernier  quotient  incom- 
plet est  au  moins  égal  à  i. 

L'expression  (  i  )  montre  qu'on  a,  quel  que  soit  x  : 

(2)  x  =  («o,  -.-,  a/-i,  «/-+-  Oi), 

avec  0^8,5:  1 .  9;  est  l'inverse  de  ai  +  ,  qui  est  appelé  un  quotient 

complet. 

p. 
Toute  fraction  jr~  ==  (a0,rt,  ,...,«,)  est  appelée  une  réduite  de  x. 

L'expression  (  1  )  montre  que 


i+m 


Q«- 


p/, 


=  (#<m  •  •  -,  «i-i,  o,,  a/+1,  . . .,  <*,+„,)  =  (  a0,  . . .,  a,_i,  at-n —  ) 

\  7',"'/ 


Z-lH  désignant  la  réduite  d'indice  m  de  6/.  Une  réduite  se  présente 

Ci,  m 

naturellement  dans    le   calcul  et  est  toujours  supposée  mise  sous 
forme  irréductible. 


-  m  - 

On  a  les  relations  fondamentales  : 


(3) 

On  a  auss 


a,  P,    ,  -4-  P/_2,         Q,  —  atQi-i  -t-  Q,_2, 
P/Q/-,-Pf_,Qi :=(-!)'-». 


Pi-t-m  =  (  Ci, »i  Bi-h Pi, m  )  Pf—  I  +  ?*,»»  Pi-îi 
Qi+/w  =  (  ^/,  w«/  -+-/?i,  '"  )Q/-l  +  Çi,mQi-t- 

Il  résulte  de  là  que  toute  réduite  dont  l'indice  est  au  moins  (  est 

égale  à 

R  _  (qai-hp)P/-i  +  qQi-i 

~  (qdi-Ji-p)Pi-i-+-  qQi-i' 

—  étant  une  réduite  de  9/,  et  réciproquement.  Donc,  dans  l'expres- 
sion de  R,  —  désigne   une   fraction    irréductible,   comprise  entre 

o  et  i ,  inclusivement. 

La  dernière  des  relations  (3)  sert  en  particulier  à  montrer  que 
deux  réduites  consécutives  de  x  approchent  x  en  sens  inverse, 
les  réduites  d'indices  pairs  par  défaut,  les  réduites  d'indice 
impair  par  excès.  Il  y  a  parfois  lieu  d'introduire  avant  la  réduite 

Po         «oi  .i    ■         r   .•  °         p-i      ,    i         P-i         > 

—  — — ,    les   réduites   fictives  -  =  -pr —  et  -=  w —    qui    peuvent 
Qo         «  '         Q-j         »        Q-i     '       r 

figurer  dans  les  relations  (3). 

Nous  aurons  surtout  à  utiliser  les  remarques  suivantes  : 

i3  Un  nombre  rationnel  a  deux  réduites  pénultièmes  pos- 
sibles, gui  l'approchent  en  sens  Inverse. 

P 
En  effet,  le  nombre  rationnel  —  peut  être  développé  en  fraction 

continue  de  deux  façons  différentes.  On  a,  a  étant   au   moins  égal 

à  2, 

p 

■çr  =  (a0,  «i,  .  .  ..  a„    i,  a)  =  (a0,  au  . . .,  a„-i,  a  —  i,  t). 


P„- 


A.U  premier   développement    correspond   la   réduite   pénultième 
-  =  (rz0 ,«,,..  . ,  a„_{).  Au  second  correspond  la  réduite  pénul- 


p  ' 
lième  --f'  =  («0,  a(,  ...,  an..t,  a —  i).  Comme  dans  le  second  déve- 
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P  P'  P 

loppement     "~i  et  ^rf'  sont  deux  réduites  consécutives  de  r?  >  ces 

P 
deux  fractions  approchent  ^r  en  sens  inverse.  D'ailleurs  on  a  : 

P  _   P/.-1   „  (-l)n-*  P  _   P;  _   (-1)" 

q     Q„_t      qqw_,  q     q;      qq;  ' 

p 

Selon  que  l'on  veut  une  réduite  pénultième  de  -^  l'approchant 

P 
par  défaut  ou  par  excès,  on  prendra  le  développement  de  -=r  avec  un 

nombre  pair,  ou  avec  un  nombre  impair  de  quotients  incomplets. 

P' 

Nous   désignerons  par  —  indifféremment   l'une  ou   l'autre  des 

P 
deux  réduites  pénultièmes  de  -rr  • 

P'  .  P 

2°  jy  étant  l'une  des  deux  réduites  pénultièmes  de  jr  >  sil'équa- 

Vx  -+-  P' 

lion  a  =  7T pry  a  pour  racine  un  nombre  x  supérieur  à  un, 

Qr  +  Q        r  r 

P     P'  ,  P 

a  admet  pour  réduites  jr,  ^  et  toutes  les  réduites  de  jr  précé- 
dant celle-ci.  Si  x  =  )>0  -h  8 ,  \a  étant  entier  avec  o  <  G  <  i ,  la 

p         px   -+-  P'  P 

réduite  qui  suit  -^  est  -^ — rr,-  Si  x  =  )^0,  /a  réduite  qui  suit  jr 

,     .                PXo+P'           P(Ao-i)  +  P' 
est  au  choix  a  =  -p-= 7^7  ou  7— r ; — t^  • 

QX0  +  Q'  Q(X0— U+Q' 

Il  suffit,   pour  établir  cette  proposition,  de  remarquer  que,  si 

P  P' 

le  développement  de  -=j  donnant  pour  réduite  pénultième   rr-,  est 

(a0,  a,,  ...,  b" ,  b',  6),  l'expression 


b"- 


b'- 


6+X^Të 
ne  diffère  pas  de  a.  En  effet,  posons 

P" 

7y    =  Oo,  «1,    ■  •  -,   à"). 

P         6  P'  -+-  P"  .  P 

D'après  ^  =  -7-7 — -^>  puisque  (3  se  déduit   de  jt  en   rempla- 
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çant  b  par  b  + 


P  = 


■i  on  a 


P'  -+-  P 

(X0+6)P 


I" 


(6  +  ^Tê)Q'+Q" 


ao+ô)Q+Q' 


Or,  l'expression  de  (3  montre  que  fl05  #n   •  •  •  >  ^"5  ^\  ^  sont  'es 

premiers  quotients  incomplets  de  a.  Cela  démontre  que  a  admet 

P     P'  P' 

pour  réduites  — >  -^7,  et  toutes  celles  qui  précèdent  7^7  dans  le  déve- 

P 
loppement  de  r--  De  plus,  si  8  diffère  de  zéro  et  de  un,  X0  est  le 

premier  quotient  incomplet  venant  après  b.  Si  8  =  o,  ce  quotient 
est  au  choix  X0  ou  ~k0  —  1.  L'énoncé  se  trouve  être  entièrement 
justifié. 

Remarquons    encore   que,    si    o  <<  8  <  1 ,    toutes    les    réduites 

1  1       >•  »      p  ,     J       1        r  (gX0+jP)P  +  gP' 

de    a   consécutives    a    7^   seront   de    la    forme   -2-r £-f-7r 1-k,> 

-  étant  une  fraction  irréductible  comprise  entre  o  et  1,  inclusive- 

ment  [en  l'espèce  une  réduite  quelconque  de  8  (voir  p.  188)].  Cette 
conclusion  est  exacte  même  si  8  =  1 ,  car  les  réduites  consécu- 

P 

tives  à  -=r  sont  bien  obtenues  en  faisant  q  =  1 ,  el  p  =  o  ou  p  =  i . 

3°   Un  nombre  ne  peut  être  normalement  approché  que  par 
ses  réduites,  ou  par  des  fractions  égales  à  ses  réduites. 

Remarquons  d'abord  que  si  une  fraction  réductible  -  approche 
normalement  un   nombre  a,  il  en  est  a  fortiori  de  même  de   la 

P  n    / 

fraction  irréductible  ^  égale  à- (et  aussi  de  tou sr les  équi multiples 


de  tt  plus  simples  que  — 
p 
Soit  donc  -  une  fraction  irréductible  (elle  que 

1 
< 


P 


/5Q2 


Je  vais  montrer 


que  -  est  une  réduite  de  a. 
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•  PP. 
Tout  d'abord,   si  jr  =  a,  -^-  est  bien   une  réduite,  la  dernière, 

de  a. 

P  .  P' 

Supposons  maintenant  ^  ^  a.   Soit  alors  ^y  la  réduite   pénul- 

P  P 

tième  de  ^  approchée  de  tt  dans  le  même  sens  que  a.  On  a  : 

P  P'  £ 

Q^^QQ7       avec 
et 

P  6e 

■pr  =  a  H — —  avec  o  <  0  <  i . 

Q  /5Q2 

Or,  déterminons  x  par  l'équation 

P^-4-P' 


Q^  +  Q" 


P 

e 

Q 

31         Q(Q;r+Q') 

Qa?  +  Q' 

Q 

V/5 
~    0  " 

x>  s/Z  — 

ï>«- 

on  trouve 
et  par  suite 
Donc 


p 

D'après  la  remarque  précédente,  -^  est  une  réduite  de  a. 

La  démonstration  prouve  même  que,  si  une   fraction  irréduc- 

P  i      P 

tible  7T  approche  un  nombre  a  de  moins  de  —pr-a>  tt  est  une  réduite 

de  a.  Mais  le   théorème  ne  serait  plus  vrai  si  le  coefficient  2  était 
remplacé  par  2  — vj  (t\  positif). 

4°  Si  les  quatre  nombres  positifs  entiers  P,  Q,  P',  Q'  satisfont 

P' 
à  la  relation  PQ'  —  QP'  =  e,  avec  e2  =  1 ,  et  si  Q'  <<  Q,  Ty  es£ 

P 
l'une  des  réduites  pénultièmes  de  ■??• 

P1  P  P 

En  effet,  soit  j—  la  réduite  pénultième  de  —  approchant  -^  dans 

1         9  p' 

le  même  sens  que  -=-, • 

On  a 

PQi_Qpi  =  e. 
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Donc, 

(Q'_Q1)P  =  (P'_ ?1)Q. 

Q  n'est  pas  nul,  d'après  Q'<  Q.  Q  étant  premier  avec  P  (si  P 

n'est  pas    nul)   doit  diviser  |Q' — 0'|.   Mais   Q,  étant    supérieur 

à  Q'  et  à  Q',  ne  peut  diviser  leur  différence,  si  elle  n'est  pas  nulle. 

Donc 

Q'—  Qi=  P'_pi=  o. 

P'  .  P1 

Donc,  j=rj  coïncide  avec  ^—  et,  par  suite,  c'est  l'une  des  réduites 

p 

pénultièmes  de  -r?  • 

Si  l'on  avait  P  =  o,  Q  serait  nécessairement  égal  à  i,  la  forme 
irréductible  du  nombre  rationnel  o  étant  -•  D'après  Q'<Qi 
Q'=  o  et  d'après 

I  PQ'—  QP'  I  =  i,       P'=i. 

Or,  le  développement   de   o  en   fraction    continue  se  borne  à  la 
fraction  -  dont  la  précédente  réduite  est  la  réduite  fictive 

Q-i        o' 

La  proposition  est  donc  établie  sans  aucun  cas  d'exception. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer,  au  sujetde  la  suite  énoncée 
dans  le  lemme,  la  proposition  que  nous  avions  en  vue  sur  la  sim- 
plicité de  cette  suite. 

Supposons    Q'  <  Q.    Considérons    l'intervalle    1([a)    compris 
u  p  _j_  p'  .  _  p 

entre  Fu  =  — — -pr-  (u.  entier  positif)  el-^«  Nous  allons  montrer 

que,  si  a  est  un  nombre  compris  dans  l'intervalle  I(u),  la  frac- 
tion la  plus  simple  (de  plus  faible  bailleur)  :  i°  comprise  dans  le 

P 
même  intervalle  l(p-);    20  distincte  de  ?i  mais  pouvant  coïn- 
cide/- avec  Fjj.;  3"  approchant  normalement  a,  appartient  à  la 
suite  Fp,  F      1,  .  .  .,  Fu.*j   .  .  .    (/*'  entier)  (  la  fraction  F      1  de- 

vaut  être  supprimée  si  p  =  1 ,  ^  <  — ]• 

Tout  nombre  a  compris  entre  l'intervalle  I(  u),  pouvant  coin- 
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P  P  x  i   P' 

cider  avec  Fm,  mais  non   avec  -^  est  de  la    forme    a  =  rr rrr? 

^  Q  Qa?-hQ 

avec  a?>  p.. 

Une  fraction,  satisfaisant  aux  mêmes  conditions  que  a,  sera  de 
la  même  forme  avec  la  condition  supplémentaire  que  x  soit  ration- 
nel. La  fraction  F^  sera  la  plus  simple  de  toutes. 

i°  Si  a  =  Fji,  Fjj,  étant  la  fraction  la  plus  simple  de  l'inter- 
valle I(|a),  il  est  bien  prouvé  que  la  fraction  la  plus  simple  située 

p 
dans  I(u.),  sauf  en  j?  et  approchant  normalement  a,  est  dans  la 

suite  proposée. 

p 
2°  a  est  compris  entre  F^  et  -^--  Soit  x  =  a  -+-  6, 6  élanl  positif 

mais  inférieur  ou  égal  à  un.  On  a  x  >  u..  a  est  compris  entre  Fn 
et  Fa+f  ou  coïncide  avec  Fa+i.  Donc,  il  est  approché  normalement 

par   l'une    des    trois    fractions    Fa,  F      ,,  Fa+, .    On  sait  que  les 

a+ï 
nombres  rationnels  u  approchant  normalement  a  sont  tous  parmi 
ses  réduites  (remarque  3°). 

Soit  R  la  réduite  de  a  située  dans  l'intervalle  l(fJ-),   et  la  plus 

simple  approchant  normalement  a. 

P' 
D'après   les    hypothèses  |PQ' — QP'|  =  i,  Q'<CQ,  jr,  est    une 

P 

réduite    pénultième    de  j=-  (remarque    4°)-   Puisque    R   est    une 

P 
réduite  plus  haute  que  ^r>  on  a  (remarque  ac)  même  si  9  =  i , 

(qa+p)P+qP' 


(qa^-p)Çi^-q(X 


—  étant  l'une  des  réduites  de  9,  c'est-à-dire  une  fraction  irréduc- 
9 

tible  au  plus  égale  à  un.  Cela  étant,  nous  avons  le  choix  entre 
deux  hypothèses  seulement. 

Ou   bien,  comme  nous  l'avons  annoncé,  R  est  l'une  des  frac- 
tions Fa,  F      ,,  Fa+I,  ou  bien,  seconde  hypothèse,  R  ne  coïncide 

2 

avec  aucune  de  ces  trois  fractions,  et  puisque  l'une  d'elles  approche 
normalement  a(Ra  ses  termes  plus  simples  que  la  plus  compli- 
quée d'entre  elles,  soit  F      ,.  Ces  deux  conséquences  simultanées 

de   la   dernière  hypothèse  conduisent  à    une   contradiction.  Car, 
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si  R^éFa,  on   n'a   pas  p  =  o,  mais  p^i.   Si  R^Frt+i,    on    n'a 
pas  p  =  i ,  q  =  i.  Donc    i  ^y»  <  q  (  l'égalité  p  =  q  étant  exclue, 

puisque  —  est  irréductible  et différent  de  il-  Si  R  ^é  F      , ,  on  n'a 
1       9  I  a+\ 

pas  /;  =  i ,  q  =  i.  Donc,  ou  bien  p  =  i ,  <?  =  3,  ou  bien  i^p  <  q. 

L'expression  de  R  la  plus   simple   possible   correspondrait  donc 

a      n  .     (3a-+-r>P  +  3P'      -         •  . 

a   p  =  i,  q  =  5.    Ce    serait  — —rr stt^î*   traction   plus   com- 

r  '   J  (  ja-f-  i)Q  H-3Q  r 

pliquée  que  F     ,.   Donc,  R  ne   peut   pas  être   à   la   fois  distinct 
de  Ffl,  F     , ,  Fa+1,   et  plus  simple  que  celle  de  ces  fractions  qui 

approche    normalement   a.   Donc,   R  coïncide  avec  l'une   de  ces 
fractions  (').  c.  q.  f.  d. 

Pour  construire  le  système  strictement  complet  le  plus  simple, 
de  hauteur  supérieure  à  A  —  i,  recouvrant  le  segment  o  —  i ,  nous 
décomposerons  ce  segment  en  un  certain  nombre  d'autres  sur 
chacun  desquels  nous  pourrons  établir  une  suite  de  fractions 
conforme  à  celle  énoncée  dans  le  lemme.  Cette  décomposition  du 
segment  o  —  i  reposera  sur  quelques  notions  que  nous  allons 
développer. 

P 

Soit  jr  une  fraction  irréductible  inférieure  à  un.  Nous  appelle- 

P 
rons  domaine  de  ^  relativement  à  Q -f- i ,   ou  simplement  do- 

P    ,  P 

maine   de  -^  l'ensemble   des    nombres   pour    lesquels  =j  est  une 

réduite  de  leur  développement  en  fraction  continue.  Déterminons 

ce  domaine. 

P 
Les  nombres  admettant  -rr  pour  réduite,  auront    pour   réduite 

p 

précédant    celle-là,   l'une    des    deux    réduites    pénultièmes  de  tt, 

(')    Le    raisonnement    paraît    être    en    défaut,    si    Fa+1    n'appartient    pas  à    la 

,.  Q'        t/5 — i 

suite,    ce  qui   a    lieu    si    [a  =  i,  -^-  < et    pour   a  =  i.    Le    raisonnement 

^J  2 

montre  que,  si  a  est  compris  entre   F,  et  F.,,  R  coïncide  avee  F,,  F,  ou   F2.   Mais 

S 
R  ne  peut  pas  coïncider  avec  F,.  Car,  l'intervalle  I3  est  entièrement  inclus  dans 

'1  2 

I,.  Donc,  tout  nombre  normalement  approché  par  F3  T'est  aussi  par  F,.  La  frac- 
tion la  plus  simple  approchant  a    ne  peut  donc    pas   être    F..  Donc,    R  coïncide 

2 

avec  F,  ou  avec  F3  qui  sont  dans  la  suite. 
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fractions  qne  nous  désignons  par  -^r— '  et  par  ^-  La  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  nombre  admette  les  deux 
réduites  successives     "~1  et  pr  est  qu'il  soit  de  la  forme  — ■?? — pr^1-1 

avec  x^li.  Pour  qu'un  nombre  admette  les  deux  réduites  succes- 

P'        P                        .                      •         •                             x'  P  i   P' 
sives  TT^et-r-,  il  faut  et  il  suffit  qu'il   soit  de  la  forme  -7-^ prf 

avec  x'^Li. 

Les  nombres  correspondant  à  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  x', 
au  moins  égales  à  un,  couvrent  respectivement  les  segments 


et 


P 

à 

P  +  Pn-l 

Q  +  Q*-i 

p   ,         (-0" 

Q 

Q      Q(.Q  +  Q«-i) 

P 

Q 

à 

p  +  p;t 

Q  +  q;, 

P   ,       (-0» 
Q      Q(Q-+-Q»)'" 

P 
Le   domaine  de  ■??   se    compose  donc  de   deux  segments   séparés 

P 
par  tt  et  juxtaposes. 

Soit  maintenant  A  un  entier  supérieur  à  Q.  Nous  appellerons 

P 

domaine  de  la  fraction  jr  relativement  à  A,  l'ensemble  des  nom- 

P 
bres  tels  que  r?  soit  la  dernière  de  leurs  réduites  de  dénominateur 

inférieur  à  A. 

Donc,  pour  un   nombre  a  appartenant  au   domaine   considéré, 

P  P 

"+i  est  la  réduite  qui  suit  ;=■>  on  a 


si 


Q<A£Q„+|. 

Nous  désignerons  ce  domaine  par  la   nolation  (-=r»  A)-  Déter- 
minons-le. Il  se  compose,  comme  le  domaine  (rr,  Q -f- 1  )  défini 

en  premier  lieu,  de  deux  parties  correspondant  respectivement  à 

P  P' 

chacune  des  réduites  pénultièmes  de  ^--  Soient  —,  la  réduite  de  a 

P 


qui   précède  ^-   et   an+{    le    quotient   incomplet   qui    fait    passer 

,     P   ,    Pn+1     T  ,  ,      .  ,  (a„+i  -4-  6)  P  -t-  P'     .   , 

de  77  a  7\ Le  nombre  a  est  égal  a  -. ~-= -, ,  tj  étant  un 

Q       Q*-M  6  (a„+1  +  6)Q  +  Q' 

nombre  compris  entre  zéro  et  un,  inclusivement.  Soit  u.  le  nombre 
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enlier  tel  que 

nQ  +  Q'£A>(n-OQ-+-Q'. 

Nous  écrirons  ceci  (') 

,,,/A-Q'\ 

La  condition  Q<A^Qrt+)  éq  uivaut,  d'après  Q,,+,  =  «,,+,  Q -h  Q', 

à  ««+i^[Jl.  Mais  alors,  an+i  +  6  est  un  nombre  quelconque  supé- 

P       pi  p  _i_  p' 
rieur  ou    égal  à  p.   Donc,    l'intervalle    de  ^  à     q  +  q-  comprend 

P 


tous  les  nombres  appartenant  au  domaine  (  ç-,  A.)  et  situés  enti 


P' 
et^- 

P'  .    P  _         .    P' 

t^  désigne  soit  7^-^  soit  -rf  •  Posons 

Le  domaine  (  t=t>  A)  va  de 

h'p  +  p„-,   .   t*"p  +  p;. 
{a'q  +  q»-!       {**q-hq;' 

a,  désignant  le  quotient  à  une  unité  près  par  excès  de  A  par  Q, 
soit  Ê'(-q)i  on  a,  d'après 

q,_1<q;j<q<a, 

.  A 

si  jr  est  entier 

H,=  jx'=  {i'=  ^; 

A 

si  -~  n'est  pas  entier 

(')  Nous  désignerons  par  E(x)  et  par  E'(#)  les  valeurs  de  là  une  unité  près 
respectivement  par  défaut  et  par  excès.  Si  a;  est  entier,  on  a 

E  (x)  =  E'  {x)  =  x. 
Si  X  n'est  pas  entier,  on  a  K'  (x)  =  E  {x)  -+-  i  et  E  (x)  <  x  <  E'  (x). 
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Enfin,  tandis  que  u.  peut  être  égal  à  un,  u.,  est  toujours  ctu 
moins  égal  à  2. 

Nous  donnons  plus  loin  la  détermination  effective  des  do- 
maines (  rr  »  51  pour  toutes  les  fractions  irréductibles  ^-  dont  le 
dénominateur  est  inférieur  à  5. 

Examinons  le  mode  de  répartition  des  domaines  (^->  A)- 

Chacun  des  nombres  du  segment  zéro-un  possède  au  moins  une 

réduite  de  hauteur  inférieure  à  A,  savoir  -•  Celle-ci  est  d'ailleurs 

1 

la  seule  si  le  second  quotient  incomplet  aK  surpasse  A  —  1 .  Donc, 
chaque  nombre  du  segment  zéro-un  appartient  au  domaine  (relatif 
à  A)  d'au  moins  une  fraction  de  dénominateur  inférieur  à  A.  Donc, 
ces  domaines  (au  sens  large,  extrémités  incluses),  recouvrent  tout 
le  segment  zéro-un. 

Dans  quel  cas  la  dernière  réduite  R,  moins  haute  que  A  d'un 
nombre  a,  peut-elle  être  indéterminée?  D'abord,  a  ne  sera  pas 
irrationnel.   Sinon,   son    développement   serait    unique.   R   serait 

bien  déterminé.  Soit  donc  a  =  —  •  a  n'a  que  deux  développements. 

Donc,  R,  mal  déterminé,  a  deux  acceptions  et  deux  seulement  R' 
et  R".  Il  y  a  un  développement  de  a  dans  lequel  la  plus  haute  de  ces 
deux  réduites,  soit  R',  ne  figure  pas.  R'  est  donc  la  plus  haute  des 

n 

deux  réduites  pénultièmes  de  =r-  D'ailleurs,  d'après  R  =  R'  dans 
le  développement  qui  contient  R',  on  a  R'<A  et  K>A  —  1. 
Donc,  -jT  est  de  hauteur  supérieure  à  A  —  1  et  ses  deux  réduites 
pénultièmes  sont  moins  hautes  que  A. 

Deux  domaines  ne  peuvent  pas  avoir  un  intervalle  commun; 
car,  parmi  les  nombres  de  cet  intervalle  commun,  il  y  en  aurait 
d'irrationnels.  Comme  les  domaines  recouvrent  tout  le  segment 
zéro-un,  chacun  est  juxtaposé  à  un  domaine  situé  à  sa  droite  et  à 
un  domaine  situé  à  sa  gauche.  Les  extrémités  communes  sont  des 
points  |r  admettant  au  choix,  pour  dernière  réduite  de  dénomi- 
nateur  inférieur  à   A,   deux   fractions  s  et  ?;■   Cette    ambiguïté 

Q  N  ° 

P        M  .        .  ,  .    .  .      ,  ., 

prouve  que  -=r  et  -^  sont  Jes  deux  réduites  pénultièmes  possibles 

a    G 

der 


—  198  - 

p      c  /  p      \ 

Tous  les  nombres  compris  entre  j?  et  ^appartiennent  à  (  -r ,  AJ- 

P 
Il  n'y  a  donc  aucune  fraction  de  hauteur  inférieure  à  A  entre  — 

C  l 
et  -  (car,  s'il  y  en  avait  une,  sa  dernière  réduite  de  hauteur  infé- 

rieure  à  A  serait  elle-même  et  non  pas  ~  )•  De  même,  il  n'y  a 

i  r  G  M       ^  •    ,  c 

aucune  de  ces  fractions  entre  —  et  -^-  Donc,  parmi  les  tractions 

P        M 
de  hauteur  inférieure  à  A,  ^  et  jr  sont  deux  fractions  consécu- 
tives. 

p 

—  est  parmi  les  fractions  dont  la  hauteur  surpasse  A  —  i  et  dont 

les  deux  réduites  pénultièmes  ont  leurs  hauteurs  inférieures  à  A. 

p 
Parmi  ces  fractions,  il  n'y  en   a  aucune   différant  de  ^  et  située 

P       M 
entre  jr  et  ■=*;  car,  s'il  y  en  avait  une,  elle  appartiendrait  à  un  et 

un  seul  des  deux  domaines  (  pr>  Al,  (  ^- ,  A).  Sa  dernière  réduite 

de    hauteur  inférieure  à  A  serait   bien   déterminée.   Or,   d'après 
notre  hypothèse,  chacune  de  ses  réduites  pénultièmes  peut  être 

prise  pour  telle. 

•  P 

Donc,  si  nous  désignons  génériquemenl  par  -^  une  fraction  irré- 
ductible de  hauteur  inférieure  à  A,  par  —  une  fraction  irréductible 

de  hauteur  supérieure  à  A  —  1 ,  mais  dont  les  deux  réduites  pénul- 
tièmes sont  de  hauteur  inférieure  à  A  : 

P  C 

Entre  deux  fractions  ^-  consécutives  il  y   a  une   fraction  rr  et 

une  seule.  Donc,  réciproquement,  entre  deux  fractions  tt>  il  y  a 

P  .         P 

une  fraction  ^  et  une  seule.  En  résumé,  les  fractions  -^  alternent 

Q  J  Q 

p 

avec  les  fractions  =• 

J  K 

Il  est  facile,    sachant  que  ^  est   l'une    des   frontières  du    do- 


maine  (-rr,  A)    de   trouver  l'autre   frontière  ^-  dont  —   limite   le 

i  •  i  '         rv        G  ,  .    .  .   . ,  P  M 

domaine,    an   effet,  ^  ayant  pour  réduites    pénultièmes  r-  et  ^-> 

on  a 

G  =  P-4-M,  K  =  Q-t-N; 
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M        G— P        (fx  — 

N  "  K-Q  "~  (fi  — 

i)P  +  P' 

OQ-+-Q' 

donc 


Il   résulte  des  expressions  de  G  et  de  K  par  les  formules  précé- 

M  P 

dentés  qu'un  et  un  seul  des  nombres  jx  relatifs  à  ^-  et  à  -^  respec- 

n 

tivement,  et  concernant  la  frontière  commune  -=  de  leurs  domaines 
est  égal  à  un,  l'autre  surpassant  un.  La  vérification  est  facile. 
Nous  allons  démontrer  une  propriété  essentielle  des  fractions  — 

u.    P  .  ,  P 

et  des  fractions  ^-?r  qui  sont  les  plus  simples  équimultiples  de  rr 

FiQ  '  l  v 

dont  la  hauteur  surpasse  A  —  i.  [x,  est  égal  à  E'(-^j-  Nous  dési- 
gnerons  génériquement  par   ce  une   fraction   identique  (terme  à 

C  u  P 

terme)  à  une  fraction  77  ou  à  une  fraction  -^tt- 
'  K  f^Q 

Deux  fractions  cp  quelconques  sont  non  adjacentes. 

Pour  établir  ce  fait,  il  suffit  évidemment  de  prouver  que  deux 
fractions  cp  voisines  sont  non  adjacentes.  Soient  =7  et  ^-^  ces  deux 

fractions  cp. 

P'  P 

—  étant  une  réduite  pénultième  de  vr,  nous  avons 

G        fxP  +  P'  P,/A-Q'\ 

K-jiQ-rô:     avec     ^HH' 

Nous  voulons  prouver  que 

G  _  P         J_/_!_  1     \ 

k       Q    >  v/5Uî  +  ^QV" 

Le  premier  membre  est  égal  à  -jt— •  L'inégalité  s'écrit 
\Q/  ~"  ^5  **'  Q  +  **'  <  °" 


Il  faut  prouver  que  ^  est  compris  entre  les  racines  de  l'équation 
(4)  sî-v/5f^*-t-f^  =  o. 
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D'après  les  inégalités 

(fii-i)Q<AS|xQ-HQ'<A  +  Q<(f*1-+-i)Q, 


ulQ  +  Q'        K 


et,  d'après  u,<^2, 


1*1       K   ^ 


K 

-^-  sera  certainement  compris  entre  les  racines  de  l'éqnaiion  (4) 

s'il  en  est  de  même  de  —  et  de  2u.(.  Or,  le  résultat  de  substitution 
du  nombre  positif  x  dans  le  premier  membre  de  (4)  a  le  signe 
de  x  -+-  —  —  p.^  y/^.  D'après  pi,  ^2,  il  sera  certainement  négatif 
si 

M* 

X-+-  —  —  2Ui  i/5  <  o. 

X 

Or,  si  x  =  —  ou  x  =  2  a, ,  le  premier  membre  de  celte  expression 
devient  a,  (2  -| •> yb)  qui  est  négatif,  f  Le  résultat  de  substi- 
tution de  x=/\\i{  ou  de  x  =  ^  serait  lui  aussi  négatif.  Nous 
rappellerons  cette  remarque  par  la  suite.  1  Donc,  —  >  211,  et  par 
suite  ^-  sont  compris  entre   les   racines  de  l'équation  (4).   Donc, 

deux  fractions  es  consécutives  sur  le  segment  zéro-un  sont  non 
adjacentes. 

A  fortiori  deux  fractions  çp  non  consécutives  sont  non  adja- 
centes. Car,  soient  es,  et  cpfl  ces  deux  fractions.  Si  l'on  forme 
successivement  les  intervalles  canoniques  de  la  fraction  cp,,  des 
fractions  intermédiaires  à  3,  et  à  o„,  et  enfin  de  la  fraction  cp„, 
aucun  de  ces  intervalles  n'atteint  le  suivant.  Le  premier  n'atteint 
donc  pas  le  dernier.  Donc,  deux  fractions  quelconques  o  sont 
non  adjacentes. 

Des  conséquences  importances  se  déduisent  de  la  proposition 
précédente. 

D'abord,  si  nous  remplaçons  un  nombre   quelconque  de  frac- 

lions  —  par  des  fractions  équimaltiples,  et  un  nombre  quelconque 
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de   fractions  ^-^  par  des  fractions  ^-r?,  avec  )>>*uli,  nous  dimi- 

M-iQ  r  XQ  ' 

niions  l'intervalle  canonique  des  fractions  modifiées  et,  par  suite, 
les  nouvelles  fractions  obtenues  sont  deux  à  deux  non  adjacentes. 
A  fortiori,  un  nombre  égal  à  une  fraction  o  quelconque  n'est 
approché  normalement  par  aucune  fraction  égale  (ou  identique) 
à  une  autre  fraction  cp,  et  ayant  une  hauteur  supérieure  à  A  —  i . 

Gela  étant,  je  dis  qu'un  nombre  égal  à  une  fraction  cp  ne 
peut  être  approché  normalement  par  une  fraction  de  hau- 
teur supérieure  à  A  —  i ,  que  si  cette  fraction  coïncide  avec 
lui. 

En  effet,  soit  (cp)  le  nombre  à  approcher,  égal  à  une  fraction  cp, 

P  C 

donc  un   nombre  de  la  forme  7^  ou  ■=?  indifféremment.  Les  nom- 

v         h. 

bres(cp)  sontcaractérisés  par  cette  propriété  que  chacune  de  leurs  ré- 
duites, non  égale  à  ce,  a  une  hauteur  inférieure  à  A.  Si  une  fraction  - 

o  ï  q 

approche  normalement  (cp),  —  est  égal    à    une   réduite  ^7  de  (cp). 

Mais,  si  -  n'est  pas  égal  à  cp,  ^  est  de  hauteur  inférieure  à  A.  Or, 
nous  savons  que  les  équimulliples  de  hauteur  supérieure  à  A  —  1 
d'une  fraction—,,  moins  haute  que  A,  n'approchent  normalement 

aucune  fraction  cp  ne  coïncidant  pas  avec  —,-  Si  donc  (ce)  est  nor- 
malement approché  par  —,  on  a  cp  =  -•  c.  q.  f.  d. 

Il  suit  de  là  que  tout  système  complet  de  hauteur  supérieure 
à  A  —  1  devra  contenir  au  moins  une  fraction  égale  à  chacun  des 
nombres  cp.  Le  plus  simple,  s'il  en  existe  un,  contiendra  chacune 

des  fractions  —  et  des  fractions  ^t  •  Mais,  les  intervalles  cano- 
K  ^,Q 

niques  de  deux  fractions  cp  consécutives  laissent  entre  eux  un  vide 
qu'il  s'agit  de  recouvrir. 

Nous  devrons  compléter  le  système  avec  des  fractions  diffé- 
rentes des  fractions  cp.  Soit  F  l'une  d'elles.  F  n'approche  nor- 
malement aucune  des  fractions  cp.  Donc,  l'intervalle  canonique 
de  F  est  entièrement  compris  entre  les  deux  fractions  cp,  savoir  ce, 
et  cp2,  qui  a  voisinent  immédiatement  F  de  part  et  d'autre.  Si  donc  F 
approche  normalement  un  nombre  a,  a  est  compris  entre  cp,  et  cp2. 
xxxix.  i4 
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Donc,  inversement,  si  le  nombre  a  esl  approché  par  une  frac- 
tion F  -^é  cp,  F  est  compris  entre  les  mêmes  fractions  cp'(  et  cp'2  que  a. 
D'ailleurs,  aucune  fraction  ©,  distincte  de  cs'(  et  de  cp'2,  n'approche 
normalement  a,  puisque  l'intervalle  canonique  de  cette  fraction 
n'atteint  même  pas  ceux  de  ca',  ni  de  cp'2. 

Donc  et  en  résumé,  quel  que  soit  a,  situé  sur  le  segment  ®','f2, 
cp'4  et  cp2  étant  deux  fractions  es  consécutives,  a  ne  peut  être  nor- 
malement approché  par  une  fraction  de  hauteur  supérieure 
à  A  —  i ,  que  si  cette  fraction  est  située  sur  le  même  segment  cp',  cp!, 
(extrémités  comprises). 

Soit  donc  S  un  système  complet  quelconque  de  hauteur  supé- 
rieure à  A  —  i  et  relatif  au  segment  o,  1 .  Les  points  es  divisent  le 
segment  0,1  en  un  certain  nombre  de  segments.  Sur  ebacun  de 
ces  segments  (extrémités  comprises),  limité  par  deux  points  cp 
consécutifs,  savoir  cp,  et  cp2,  le  système  S  possède  un  certain 
nombre  de  fractions.  Elles  forment  un  système  s.  Nous  nous  trou- 
vons avoir  décomposé  S  en  un  certain  nombre  de  systèmes  s  qui, 
d'après  la  conclusion  précédente,  jouissent  des  propriétés  sui- 
vantes : 

i°  Aucune  fraction  de  S  n'appartenant  pas  à  s  n'approche  nor- 
malement un  nombre  du  segmenl  cp,cp2  (extrémités  comprises); 

2°  Le  système  s  est  complet  sur  cp,  o-,  ; 

3°  Sauf  les  fractions  égales  à  cp,  et  à  cp2,  aucune  fraction  de  s 
n'approche  normalement  un  nombre  extérieur  à  cp,  cp2. 

C'est  dire  que  la  construction  de  chacun  des  système  s  est  indé- 
pendante de  la  construction  des  autres,  si  l'on  s'est  donné  une  fois 
pour  toutes  les  fractions  de  S  qui  doivent  coïncider  avec  les  frac- 
lions  cp. 

En  particulier,  pour  construire  le  système  S,  le  plus  simple  parmi 
les  systèmes  de  hauteur  supérieure  à  A — i,  d'une  part,  nous 
devions  choisir  pour  ehaque  fraction  cp,  une  fraction  la  plus  simple 

c 
possible  coïncidant  avec  cp  :  ce  sera  la  fraction  co  elle-même,  tt 
i  '  '  K 

U      P 

ou  £- -sr  suivant  les  cas;  d'autre  pari,  sur  chaque  segment  cp,  cp2,  nous 

devons  former  le  système  cr  le  plus  simple  parmi  les  systèmes  s,  dont 
les  fractions  extrêmes  sont  cp,  el  es.,. 
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u  P 
L'une  des  fractions  cp,  et  o>  étant  identique  à  ^-~  >  l'autre  l'est 
ri  n  i^iQ 

a  —  =  i--r- -,  tt-.  étant  l  une  des  réduites  pénultièmes  de  7c  et  a. 

K        {jlQ-h  Q     Q  '  Q        r 

,     ,  ,  ^,/A  —  Q" 
étant  égal  a  h,  I  — -~- 

XP  4-  P' 
Formons  la  suite  des  fractions  irréductibles  Fx  égales  à  > 

X  procédant  suivant  les  multiples  entiers  de  -  f  si  À  est  entier, 

Fx  est  identique   à  r-^r 7^:  si  X  est   fractionnaire,  Fx  est  iden- 

1  XQ-i-Q  ' 

tique  à     .     ^-,  j,  la  première  valeur  de  X  étant  p..  Nous  suppri- 

O'        i/5  — l 
mons  dans  la  suite  la  fraction  F3,  si  pi  =  1   et  ■--  <<  .  Nous 

2  ^ 

P 
prolongeons  la  suite  Fx,  qui  tend  vers  -=->  jusqu'à  la  première  frac- 
tion de  cette  suite  Fa,  qui  est  adjacente  à  -^rr-  Nous  avons  rernar- 

que,  incidemment,  que  si  X  est  entier,  et  si r? <<  4p-i ,  Fx  n'est 

pas  adjacent  à  ■^tt-  La  condition  sera  certainement  vérifiée  si 

/i  est  donc  supérieur  à  7,  d'après  pt,^2.  D'après  jjl,^u,  on   voit 

que,  si  X^  p.  -4-  5,  Fx  n'est  pas  adjacent  à  ■^j=j<  Donc,  ^  est  supé- 
rieur à  p.  -f-  5. 

Ainsi,  F     ,  est  dans  la  suite,  d'après  /i^>  2,  et  n'est  pas  adjacent 

'~  2 

,      UliP       r  ,.  ^     JULi  P 

a  - — —,  b h  est  adjacent  a  ^—pr- 
f*iQ  J  f*iQ 

Je  dis  que  le  système  strictement  complet  a,  le  plus  simple 
relatif  à  cp,  cp,  et  constitué  par  des  fractions  de  ce  segment  de 
hauteurs    supérieures    à    A  —  1 ,    est    constitué   par    la    suite 

finie  F^,,  .  .  . ,  F     , ,  Fa.  augmentée  de  ^-^-  (Le  second  terme  doit 

'  —  2  '* 

être  supprimé  dans  le  cas  maintes  fois  indiqué.) 

i°  Le  système  t  est  complet.  —  En  effet, dans  la  suite  F^,  .  .  ., 
F      ,,    F^,    l'intervalle    canonique   de    chacune    de    ces    fractions 

empiète  sur  celui  de  la  suivante.  Donc,  le  segment  F,,,  à  F/,  est 
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entièrement   recouvert  par  ces  intervalles.   De  plus,   l'intervalle 

u  P 
canonique  de  ^-^r  empiète  sur  celui  de  F/,.  Donc,  le  système  des 

intervalles  canoniques  de  i  recouvre  le  segment  constitué  parla 

u  P 
réunion   des  deux  segments  F^  à  F^  et  F  a  à  ^-j;>  c'est-à-dire  le 

segment  o,  <p2  total. 

2°  Le  système  o*  est  strictement  complet.  —  Il  faut  montrer 
que  l'intervalle  canonique  de  chacune  des  fractions  du  système 
contient  une  partie  intérieure  à  cp ,  cp2  qui  lui  appartient  en 
propre. 

a.   Ceci    est  évident  pour  les  fractions  F      , ,  F^^.,,  .  .  .,  F      t 

(la  première  devant  être  supprimée,  si  elle  n'appartient  pas  à  <r). 
En  effet,  l'intervalle  canonique  I>,  de  chacune  de  ces  fractions  F), 
est  entièrement  compris  dans  le  segment  cpi<p2.  En  second  lieu, 

quel    que  soit  k    supérieur  à    i   (mais  peut-être  différent  de  -  h 

l'intervalle  Ia  contient  une  portion  i*  qui  n'appartient,  si  \  ^é.  k,  à 
l'intervalle  canonique  Ix  d'aucune  fraction  Fx  de  la  suite 

Fi >     •  •  •  1         'H  LL>     •  -  '  >  l         '  '  A»     •  ■  ■  )         ^  ,        //;>•••, 

r  11  —  -  11  +  — 


2 


ni,  a  fortiori,  à  l'intervalle  canonique  d'aucune  fraction  de  la  suite 

partielle  F^,  .  .  .,  F^.  Enfin,  si  k  est  inférieur  à  A,  l'intervalle  Ia 

u.  P 
n'est  pas  atteint  par  l'intervalle  canonique  de  '—7r-  Donc,  la  por- 
1  '  n  [*iQ  r 

tion  i'a  appartient  en  propre  à  Ia  et  est  située  sur  co(co2. 

b.  Considérons  la  portion  ij,  qui  appartient  à  \/,  et  n'appartient 
pas  à  lx,  si  \^éh.  D'après  h^>  2,  les  extrémités  de  ih  appartiennent 
l'une  à  I      ,,  l'autre  à  1      ,.  ih  ne  peut  pas  être  entièrement  com- 

I  2 

pris  dans  I  (  ^-^-  ),  sans  quoi  -^—   serait  adjacent  à  F      ,.  Donc, 
1  \|AiQ/  '        t*iQ  J  '•-{ 

.   u,  P 

ih  contient  une  portion  //r  <| u î  n  appartient  pas  a  - — -=:  et,  par  suite, 

appartient  en  propre  à  1/,  dans  le  système  a-. 

C.    Fj!  n'est  adjacent,  dans  le  système  a-,  qu'à  F      ,  /ou  à  F|,.+l , 
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si  F      j  n'est  pas  dans  <y\.  D'ailleurs,  F      ,  (ou  F^,)  n'approche 


pas  normalement  F^,,  en  sorte  que  F^  est  extérieur  à  l'intervalle 
canonique  I      ,  (ou  I[i,+i).  Donc,  l'intervalle  &,  compris  entre  la 


P+ï 


fraction  F^  et   l'intervalle  I      ,   (ou   l(j+(),   appartient   en    propre 
à  Ijj.,  et  cet  intervalle  est  situé  sur  cp,  cp2. 

d.   De  même  -^  n'est  adjacent,  dans  le  système  <r,  qu'à  F/,  et 

n'est  pas  approché  normalement  par  F^.  Donc,  l'intervalle  i'i  ^-=-  )> 

t  p  •  .  T/ii,P\         ' 

compris  entre  1^  et  jr,  appartient  en  propre  a  If  ■ — ^  I  et  il  est 

situé  sur  cp,  cp2. 

3°  //  n'y  a  pas  de  système  s  plus  simple  que  <r. 

Désignons  par  F(a,  A)  la  fraction  la  plus  simple  satisfaisant 
aux  conditions  d'être  plus  haute  que  A  —  i  et  d'approcher  nor- 
malement a.  Nous  allons  montrer  qu'à  chaque  fraction  F  de  <x  on 
peut  attacher  un  intervalley  (F),  pour  tous  les  points  a  duquel  elle 
est  identique  à  la  fraction  F(a,  A). 

D'abord,  toute  fraction  de  hauteur  supérieure  à  A  —  i  et  appro- 
chant normalement  un  nombre  a  du  segment  es,  cp2  est,  nous  l'avons 

dit  plusieurs  fois,  située  sur  cp,  cp2. 

P 
Nous  rappellerons   que,   si  a^-^»  la  fraction   la  plus  simple, 

P 
approchant  normalement  a,  située  sur  cp,cp2,  inégale  à  ^->  appar- 
tient à  la  suite  F^,,  /F      A,  . . .  prolongée  indéfiniment.  D'autre 


!*  +  ; 


part,  la  fraction  la  plus  simple  de  hauteur  supérieure  à  A —  i   et 

coïncidant   avec  77  est  i-^--.  D'ailleurs,  son   intervalle   canonique 

Q        FiQ  ...  . 

englobe  celui  de  toutes   les    fractions   moins    simples   coïncidant 

avec  j=r'«  Donc  la  fraction  F(a,  A),  relative  à  un  nombre  quelconque 

situé  sur  le  segment  co,cp2  (extrémités  comprises),  est  dans  la  suite 

des  fractions  <I>, 

£i£,     F^,     /F       A,     ...,     Fx,      ..., 
où  \  croît  indéfiniment  par  valeurs  multiples  de  -■ 
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Remarquons  enfin  que  la  fraction  ^tt»  d'après  |j.£  u.t  =  u,+  i>  est 
on  bien  plus  simple  que  F^,  si  pt,,  =  u.,  ou  bien  plus  simple  que 
toutes  les  fractions  F      t,  F,^,,  .  .  .,  qui  viennent  après  u. 

a.  L'intervalle  ; '(  -^-r-  )  sera  la  partie  de  1(^-7:  )  située  sur  9,  ?2. 
En  effet,  soit  a  un  nombre  intérieur  à  ce  segment.  Il  est  approché 
normalement  par-^—-'  Donc,  F  (a,  A)  coïncide  ou  bien  avec  '-^r  , 
ou  bien  avec  F„,  puisque  F^.  est  la  seule  fraction  de  <p,cp2  pouvant 
être  plus  simple  que  ^7?*  .Mais  a  ne  peut  pas  être  approché  nor- 
malement par  Fj,.,  puisqu'il  l'est  par  ^-^  ■  Donc,  F(a,  A)  3=  — -  • 


b.  Si  p.£Âr^A,  l'intervalle  I*  possède  sur  <p,cp2  une  por- 
tion i"k  (savoir  4  ou  i'h  ou  L  selon  les  valeurs  de  k  :  voir  plus 
haut),  qui  n'appartient  à  aucun  intervalle  I(<ï>)  si  $  ^  F*.  Si 
doncaapparlienlà  i"kAà  seule  fraction  4>  approchant  normalement  a 
est  FA.  Comme  F' (a,  A)  appartient  à  la  suite  <ï>,  F(a,  A.)  es  F*. 
Donc,  j (F*)  existe  quel  que  soit  A"  =  [x,  . . .,  À.  C'est  i"A. 

Cela  étant,  considérons  un  système  5  complet  sur  tp,  œ2,  et  de 
hauteur  o-  supérieure  à  A  —  1 .  Supposons  que  s  n'est  pas  identique 
à  a.  Je  dis  que  5  n'est  pas  plus  simple  que  a. 

En  effet,  ou  bien  toutes  les  fractions  de  <r  appartiennent  à  5,  qui 
en  possède  encore  au  moins  une  autre.  Alors,  s  n'est  pas  plus 
simple  que  <r.  Ou  bien  une  fraction  au  moins  F  de  or  n'appartient 
pas  à  s.  Désignons  par  F(a,  s)  et  par  F(a,  a)  les  fractions  apparte- 
nant respectivement  à  s  ou  à  a,  et  qui  sont  les  plus  simples  appro- 
chant normalement  a. 

Je  dis  qu'il  est  possible  de  choisir  a  de  telle  sorte  que  F  (a,  <r) 
soit  plus  simple  que  F(a,  s).  En  effet,  il  suffit  pour  cela  de  prendre 
pour  a  un  point  quelconque  dey  (F);  car  F  est  la  fraction  F  (a,  \  ) 
la  plus  simple,  de  hauteur  supérieure  à  A,  approchant  normale- 
ment a.  Donc,  d'une  part,  F(a,  <r)  =  F.  D'autre  part,  comme  F 
n'appartient  pas  à  5,  F(a,s)  est  plus  haute  que  F.  Donc,  5  n'est 
pas  plus  simple  que  <r. 

4"  Enfin,  en  général,  la  fraction  F(a,  A)  appartient  à  cr  quel 
que  soit  a. 
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En  effet,  nous  avons  va  que  cette  fraction  appartient  à  la  suite 
des  fractions  <I>, 

Fp,     ...,     F      5     F»,     F       „     ...,     FX,     ...,     ^- 
h--  h+-  Hi^ 

Si  donc  F(a,  A)  n'appartient  pas  à  <r,  c'est  que  F(a,  A)  =  F(X), 
avec  \^.h-\-~-  Je  dis  que  X  ne  peut  pas   surpasser  h -\ — ;  car, 


si  X  surpasse  h-\ — »  \\  appartient  entièrement   à  M^tt)»  parce 

u  P 
que  Fx  est  compris  entre  les  deux  fractions  adjacentes  Fa  et  ^-rr 
11  J  niQ 

et  n'est  pas  adjacent  à  la  première.  Donc,  tout  nombre  normale- 
ment approché  par  Fx,  l'est  aussi  par  *-^}=r-  Or,  cette  dernière  frac- 
tion est  plus   simple  que  Fx,  dès  que  X  surpasse   [x.  Il  est  donc 
impossible  qu'on  ait  F(a,  A)  =  Fx- 
Reste  donc  le  cas  où 

F(«,A)  =  F      ,. 
a.  Je  dis  que  ce  cas  est  impossible  si  h  est  entier.  En  effet,  la 

IX.  P 

fraction  F  .  est  moins  simple  que  F^,  et  d'ailleurs  aussi  que  £2— • 
Or,  tout  nombre  a  approché  normalement  par  F     x  l'est  aussi  soit 

par  Fa,  soit  par  ^-rr>  parce  que  ces  deux  dernières  fractions  sont 
adjacentes  et  que  F  ,  est  compris  entre  elles,  sans  que  I  x  con- 
tienne ni  I     ,  ni  I(  x-^—-  )  •  Donc, 

>•-{       \f*iQ/ 

F(a,A)^F,      ,. 


b.   Supposons  h  non  entier.  Alors,  F     ,  est  plus  simple  que  F/,. 

S-      T  '  ...  ,      .  .      UlP 

i  1     ,  contient  une  portion  ;      .  extérieure  a  ■ — ^»  cette  portion 
h+\  l  Jh+\  f*,Q  v 

ix  P" 
appartient  à  1/,  puisque  F^  et  ^-^-  sont  adjacents.  Elle  n'appartient 

pas  à  Ia,  si  k%1i -»  puisque  I*  et  I     ,  ne  sont  pas  adjacents. 

Donc,  si  a  appartient  à  y"     ,  :  d'une  part,  la  seule  fraction  de  o- 
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approchant  normalement  a  est  ¥/,  ;  d'autre  part,  la  fraction  F(a,  A) 
est  non  pas  F^,  mais  F     x. 

En  résumé,  sauf  le  cas  doublement  particulier  où  h  est  fraction- 
naire et  où  y"     ,  existe,  cr  contient  la  fraction  F(a,  A),  quel  que 

soit  a  sur  i,  ï,.  Si  le  cas  exceptionnel  est  réalisé,  t  contient  F(a,  A), 
sauf  si  a  appartient  à  j     t.  Nous  déterminerons,  plus  loin,  dans 

2 

quelles  conditions  l'exception  se  produit. 
Reprenons  la  définition  du  système  S. 

P 

■rr  étant  une  fraction  irréductible  de  dénominateur  inférieur  à  A, 

P  _         P' 
ayant  pour  réduites  pénultièmes  ■"      et  —t  soient 

J  r  r  Qn-l  Q» 

R  =  E^j,         !*-■( ïj >         lX=E(-Q-)- 

i°  Les  suites  de  fractions 

H'P  +  PH-!  /(■2[Jl'+l)P  +  îP„-l\ 

Ii'Q+Qhh'        \(2(*'H-I)Q-+-2Qi.-i/' 

(h'+op  +  p,-i         .    h'p+p;,      /(^"+df  +  '2p;,\ 

prolongées  chacune  inclusivement  jusqu'à  la  première  fraction 

u   P  u    P 

adjacente  à  j-^r:   2°   /es  fractions  >— ^  constituent,  si  on  les 
J  i-mQ  ^  Ki  Q 

P 
forme  pour  toutes  les  fractions  ^-  irréductibles  de  dénomi- 
nateurs   inférieurs   à   A,    /m   système    complet  pour   le   seg- 
ment o  —  î ,  le  plus  simple  formé  avec  des  fractions  de  dénomi- 
nateurs supérieurs  à  A  —  i . 

Déterminons,  pour  le  système  cr,  l'indice  h  de  la  fraction  adja- 

IX      P 

cente  à  — 7;-  Dans  la  suite  F),  la  première  fraction  d'indice  entier 

u.    P 

adjacente  à  L-^— -  est  Fv,  si  v  est  le   plus  petit  entier  satisfaisant  à 
l'inégalité 


P'        P 


v^  +  Q'       Q 
d'où 

vQ  +  Q' 


<  v/5L(^>-+-Q')2  +  fiïQ,J; 
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si  a!  est  la  plus  grande  racine  de  l'é(j nation 

(4)  #-  s/S  {*!*  +  }*?  =  ©. 

On  a 


=  /5        .    i    ,— —       ,-..„        i  6 

2 

Donc 


î_HI/5fJl}_4fJlî  =  v/5,Jlî__L_JL      (i)  (o<e<i). 

y/5        bR 


a' —  -^-  n'est  d'ailleurs  jamais  un  entier. 

Le  plus  petit  indice  non  entier  de  fraction  F^  adjacente  à  ^-jr 
est  le  plus  petit  nombre  v0  -f-  ->  tel  que 

(syp-r-QQ  +  aQ' 

q  >P> 

fi'  étant  la  plus  grande  racine  de 
on  a 

^^  „,__!__-£_       «,<6„<„. 

Donc 

On  a  manifestement 

P'— ' 

£ <«\ 

i 

et  d'ailleurs, 

,       P'-.i        i  3  6  9„ 

w  =  a  —  !- = -\ - r  <  i . 

2  2        4  t/5         io  [-«•  f         ibofjif 

Donc  on  a,  comme  il  fallait  s'y  attendre,   ou   bien  v=v0,  ou 
bien  v0  =  v  —  i.   Dans  le  premiers  cas,    h  =  v.   Dans  le  second 

cas,  h  =  v0  H 


(')   Par  la   formule  du   binôme  arrêtée  au  troisième  terme,  et  en  remarquant 
que  [x  est  au  moins  égal  à  2. 
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Dans  les  deux  cas,  la  fraction  F),  la  plus  liante  de  <r  correspond 
à  À  =  v 

2 

Enfin,  on  est  dans  le  cas  d'exception   où   la   fraction  F(a,A) 
n'appartient  pas  à  <r  pour  certains  points  a  de  o,  <p2  :  i°  si 

h  =  v0  -\ —  » 

donc  si  v0  =  v  —  i  ;   2°  si  j      ,  existe,  donc  si  l'intervalle  I     ,  =  Iv 
n'est  pas  entièrement  inclus  dans  I  (  ^-^  )•  On  a  alors 


I  v  P  -4-  P'        P 

|  v  Q  -+-  Q'  "~  Q 


Donc    v  -1-  -£-  doit  être  supérieur  à  la  plus  grande  racine  y7  de 


l  équation 
On  a 


Y»  —  /5  f*î  y  —  f*i  =  °- 

Y'  =/îpK4-  r^—        (  o  <  0'  <  .)• 


Le  cas  d'exception  se  produit  si  v  surpasse  y' —  -y*  D'après 

Y'  >  «S 

la  condition  nécessaire  et  suffisante  déterminant  ce  cas  est  donc  la 
double  inégalité 

v  étant  la  valeur  commune  de  ces  trois  nombres. 
On  a  visiblement 

.      P'-n  =  v/r>  -  •>■ V_  e0 

2  4  lo[Jlï       i6o(*J  "* 

f  •         i  i  -  i-  -    •    ,      Q'        ,      Q' 

Le  cas  exceptionnel  sera  donc  réalise  si  a' —  y-  et  y  —  -y  sont 

compris  entre  les  deux  mêmes  entiers  consécutifs.  Ceci  n'est  pas, 

a  priori,  impossible;  car  y'  -  a'  est  très  sensiblement  égal  à— -> 
a 

qui  est  voisin  de  -  el  inférieur  à  i.  Il  esl  même  évident  que  le  cas 
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d'exception  se   produira  lorsque  Q  sera  assez  grand   pour  qu'il 
y  ait  au  moins  une  valeur  de  —■  dans  tout  intervalle  de  longueur 

i  — Or'— '*') 

compris   entre  o  et  i,  On   sait  que   Q'    peut  prendre   toutes  les 
valeurs  inférieures  à  Q  et  premières  avec  Q. 

Désignons  par  jji',  h',  v',  v'0  d'une  part,  [*",  /j",  v",  v"0  d'autre  part, 

P' 
les    valeurs    de    \x,   h,    v,   v0,  quand  ^-  coïncide    respectivement 

avec     "-1  ou  avec  -*-f  >  par  <r'  et  par  a",  les  deux  svstèmes  a-  corres- 
pondants.  Nous  avons  déjà  obtenu  les  relations 

f*i=  f*'=F-"->  Pi  —  î, 

""'  étant  inférieur  à  -  et,  a  fortiori,  à Si  [/  =  i,  la  frac- 
tion F      j  ne  figure  pas  dans  le  système  a'.  D'après  fjt/^jji",  on  a 

alors  uff  =  i.  La  fraction  E       ,  ne  figurera  pas  dans  a1",  si 

Q  <_^-' 


ce  qui  est  compatible  avec 


Q      * 


Cherchons  les  rapports  de  grandeurs  de  v',  v0  ;  v",  v'!,.  Si  nous 
posons 

._  -     Q«-i         .,     P'-1      Q»-i 


Q   ' 

o„   — 

2 

Q 

e" 

= 

a' 

— 

Q7' 

«;  = 

p.' 

—  1 

■    — 

Q* 

v',  v'()  ;  v",  Vq  sont  respectivement  les  valeurs  à  une  unité  près  par 
•  excès  de  e',  e0  ;  e",  e'^.  Or,  posons 

2  Q 

to,  avons-nous   vu,  est  positif  quel  que  soit  p.  (et  voisin  de  ^)- 
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X,  compris  entre  o  et  i,  peut  être,  a  priori,  arbitrairement  voisin 
de  ces  limites.  On  a 

e'  =  e'0  4-  w  =  e"-h  X  =  e\  -t-  w  -t-  X. 

Ceci  nous  montre  d'abord  que  des  quatre  nombres  e,  e'  est  le 
plus  grand,  e"0  est  le  plus  petit,  les  deux  nombres  intermé- 
diaires e'0  et  e"  étant  situés  dans  un  ordre  relatif  de  grandeurs, 
variable  selon  la  position  de  X  relativement  à  u>. 

L'excès  de  e'  sur  e"0  peut  surpasser  l'unité.  Il  n'est  donc  pas 
impossible,  a  priori,  que  v'=Vj  -+- 1.  Mais  les  termes  moyens  e0 
et  e"  diffèrent  des  termes  extrêmes  de  moins  d'une  unité.  Donc 
on  a,  dans  ce  cas, 


V„  -t-  I  =  V    =  V 


h'  =  v'0-\ —  et  /j"=v*+   -• 


En  dehors  de  ce  cas,  on  peut  avoir  v„  -f-  i  =  v",  v'0  et  v"  étant 
égaux  soit  à  v'  soit  à  v'^.  h'  est  toujours  au  moins  égal  à  h" . 
Si  v"  =  y"0  ;  v|,  =  v',  on  a 


Si  v"=  v'q,  on  a 


Si  v"=v':  v"  =v' 
Enfin,  on  peut  avoir 


h'=  /i"=v'. 


A'  =  h" -h  - 


A'=A'=v'— -■ 


V„  =  V*  =  Vn  =  h'  =  h". 


Nous  allons  construire  le  système  de  fractions  qui  vient  d'être 
décrit  pour  le  cas  particulier  A  =  5. 

A  priori,   si  le  système  S  cherché  comprend   une  fraction  j, 

il  contient  la  fraction   complémentaire   relativement  à    i,  — -. 

Il  suffit  pour  le  voir  de  remarquer  que,  si  j  jouit,  relativement  à 
un  nombre  a,  des  propriétés  d'approximation  qui  caractérisent 
le  système  ï,  — -. —  jouit  de  ces  mêmes  propriétés  relativement 
ai  —  a.  On  pourrait  également  constater  la  symétrie  des  couples 
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/  P     P'\  i 

de  fractions  (  -r->  ^-,  )  relativement  au  nombre-*  Nous  n'envisage- 

\Q    Q7  2  ° 

rons  donc  que  les  fractions  tt  et  —  au  plus  égales  à  -•  Les  frac- 

P  .  .  i 

tions  -pr  irréductibles,  n'excédant  pas  -  et  de  hauteur  inférieure  à  5, 

Q  r        2 

sont  les  suivantes 

P         o      I      I       I 

Q       i     4    3     2 

P  _i         P' 
Nous  allons  calculer  les  réduites   pénultièmes      "    '  et  -—  des 

\n-l  Vu 

P 

fractions  j?t  les  nombres  jji/,  v  ,  vj,,  h  relatifs  aux  premières;  u.".  v", 
v'g,  h"  relatifs  aux  secondes. 

Les  nombres  jjl,  =  E'  (  -=-  1  sont 

H-ï  =  5,  2,  2,  3. 

p  _ 

Les  réduites      "~'  correspondent  aux  développements  avec  un 

Vn— 1 

dernier  quotient  incomplet  supérieur  à  un.  Ces  développements 
sont 

...,    (o,4),    (o,  3),     (0,2); 

d'où  les  réduites  pénultièmes 

P„_i  000 

Les   valeurs  de  [/,  déduites  de  la  formule  pt/=  E'( o  '"'  ), 

sont 

(j.'  =  . . .,  1,  2,  2. 

t        c       .•  G         u/P  -4-  P,j_,  ,  . 

Les  tractions  —  =  -—=■ -pr sont  donc  les  suivantes 

K         (x  Q  h-  Q„_, 

G  122 

K  075 

Les  segments  <p,  <p2,  auxquels  nous  appliquons  la  construction 
du  système  <r,  sont  donc 

1      .      1  2,1  2,1 

?     a     -,         -     a     -,         -     a     -• 
547352 

Les  nombres  v'  sont  égaux  à  E'fa' —   v""'))  a'  dépendant  de  [jl,  ; 


-  2U  — 

d'après  la  formule 

■  =  ./5|*?  —  -=-  —  =  a;X  2,2360-0,4472-  57-ç» 

ces  nombres  sont  donc 

v'=  . ..,  9,  9,  20. 

Les  nombres  vj,  sont  égaux  à  E'I ! ^p-J  avec 

3' l  /T     ,         1  1  60  ,  „.,  „     „  Oo 

S- =i/du ■ -  =  u?  x  2,236o  —  o,6u8 

2  '        2         ^  ^5         i6ojjl]  ibofif 

Ce  sont 

v'0  =  ...,9,  8,  20. 

Les  valeurs  de  h'  sont 

h  =  .  .  . ,  o,  — ,  20. 
J     2 


O 


n    constate   enfui   que   E'fy' — -):=io,  en  sorte  que  le  cas 
d'exception  n'est  réalisé  sur  aucun  domaine. 

Les  suites  de  fractions  y-^- "~'>  où  a  procède  par  multiples 

entiers  de  ->  inclusivement  à  partir  de  u/,  jusqu'à   h' ,  sont  donc 
celles-ci  : 


X 


de     X  =  i  à  X  =    9  pour  l'intervalle     -à-  (17  fractions), 

4  A  — i—  [  5        4 

X                                  1                    •     1               '7  '-    •      '  /       ,                                  N 

X  =  2  a  A  =  —  »                  -  a  -  (14         »        ), 


3  X  -+-  i  2  7      3 

— »       X  =  2  à  X  =  20  »  -  à  -  (3~  »         ). 

2  X  -I- 1  'j      2  v    '  ' 

3  3 

Dans  la  première  série,  la  Traction     ,•  correspondant  àX  =  -  doit 
1  '  1  r  2 

être  supprimée. 

Clierchons  maintenant  les  nombres  u?  et  h"  pour   les  réduites 

p/  .  ,        .  I       o 

pénultièmes  ^rr  •   Nous  avons   pour  o   la   suite  de  réduites  ->  — 1 
1  Q/i  '  o     1 

ce  qui   nous  donne  la  réduite   pénultième  positive  -  •  La  réduite 

V  1.. 

pénultième  ^-,  correspondant  à  -,  détermine  la   portion    du    do- 
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maine  (  -,  5)  située  à  droite  de  -•  Nous  ne  la  considérerons  pas. 
Les  développements  des  fractions 

L  -  2    1    l 
Q  ~T'  T  3 

terminés  (sauf  le  premier)  par  le  quotient  incomplet  un,  sont 

(o),     (o,  3,  i),     (o,  2,  r). 

D'où  les  réduites  pénultièmes  : 

iii 

-)      -ZJ      - 
o         3         2 

et  le  tableau  de  nombres 

fi'=E'(^S)^    5,  i,  «; 

(J."P  +  P'„  I       2       2 

=      ->-■>-:■) 


)  =55,  8,  S, 


"f 


A'=  55,  8,  8. 
D'où  les  suites  de  fractions 

r-  de     X  =  5  à  X  =  55      pour  l'intervalle     o  à  -  (ioi  fractions), 

À  5 

I  2 

X  =  i  à  X  =  8  »  t  à  -  (i5  »         ), 

4     7 

I         2 

X  =  i  à  X  =  8  »  -  à  -         (i5         »        ). 

3X  + 1  3      5. 

Le  cas  -^-  < ne  se  présentant  pas  avec  W."  =  i,  il  n'y  a  pas 

de  fractions  à  supprimer  dans  cette  liste. 

Réunissons  les  résultats.  Nous  avons  énoncé  successivement  67, 

g 
puis  1  3i  fractions.  Les  trois  fractions  —  ont  été  comptées  deux  fois. 

Restent  190  fractions  distinctes.  Ajoutons-leur  les  fractions  com- 
plémentaires relativement  à  1,  puis  les  7  fractions 


X-hi 

4X  +  3 

X-f-i 

f*.p     0 

2 

2 

3 

4 

4 

5 

mQ      5' 

8' 

6' 

6J 

6' 

s' 

5 
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Nous  obtenons,  rangées  par  ordre  de  grandeurs  croissantes, 
397  fractions  qui  forment  le  système  S  : 


u  1  2   1   2   1 

5  55  109  54  107  53 

1  2  1  2  1   2   1 

10  19  9  17  8  13   7 

6  i3  7  i5  8   17  9 

25  *>4  29  62  33  70  37 

4  7  3  5  2   3   3 


2     I     2 

1   2    1   2 

1 

2 

io5'  52'  io3 

31    IOI    30   99 

1 1 

21 

2   1   2   1 
I'  6'  7T;  5' 

2    5     3    7    4 

9  22  i3  3o  17 

9 

38' 

5 

—  ) 
21 

u 

46 

2   9   '7 
8*  35'  66' 

8   i5   7   i3   6 
3i  58  27  '  5o  23 

1 1 

—  > 
42 

5 

—  > 
19 

9 

34 

13   4    7 

5   96117 

i3 

8 

i5 

i5  26  u  18  7  11  10  17  i3  23  16  29  19  03 
17   8   i5   7   i3  6   11   5   9   4   7  3 


2  _9_ 
6*  26' 

4  9 

—  ?  —  j 
9  20 

i3  27 
27  56 

12'  5' 

9 

—  >  •  • 

1 1 


22  41  25  47 

L  H  A  3  2. 

y  5;  12'  7'  i6: 

II   23   12   25 

23  48  25  52 


4g  23  43  20  37  17  3i  14  25  11  19  8 
5  11  6  1 3  7  i5  8  17  9  19  10  21 
1 1  '  24  '  i3  '  28'  i5  32  17  36  19  4°  2I  44 
14  29  i5  3i  16  33  17  35  18  37  19  39  20  3  21 
29'  60'  3i  64'  33'  68  35  72  37  76  39  80  4i  6  41 
8       17  4  32      8.5.i3      26  6  28 


i3' 

54  5 
'  55*  5' 


26  6 


'  u'  7'  18'  *'*'  35*  8'  37'  '"'  9'  5' 


Les  points  de  la  première  ligne  remplacent  les  76  fractions  du 

type  — > >  (n  entier),  qu'on  obtient  en  faisant  varier  n  de  49 

à  12.  Nous  n'avons  écrit  parmi  les  fractions  supérieures  à  -  que  les 

fractions  déterminant  ou  séparant  des  domaines  et  celles  qui  les 
avoisinent  immédiatement. 

Il  a  été  démontré  que  le  système  2  est  :  i°  complet;  donc,  les 
intervalles  canoniques  des  $gj  fractions  énoncées  recouvrent  la 
totalité  du  segment  o —  1;  20  strictement  complet;  donc,  si  l'on 
supprime  une  seule  de  ces  fractions,  les  intervalles  canoniques 
des  3y6  fractions  restantes  laissent  à  découvert  un  intervalle; 
3°  il  est  le  plus  simple  parmi  les  systèmes  S  de  hauteur  supé- 
rieure à  4-  En  d'autres  termes,  étant  donné  un  système  S  quel- 
conque, ou  bien  S  contient  toutes  les  fractions  de  S,  ou  bien,  dans 
l'intervalle  canonique  de  toute  fraction  o  de  S,  n'appartenant  pas 
à  S,  il  existe  certains  points  où  la  fraction,  normalement  appro- 
chante la  plus  simple  fournie  par  S,  est  plus  haute  que  o;  4°  'e 
cas  d'exception  n'étant  pas  réalisé,  la  fraction  la  plus  simple  de 
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hauteur  supérieure  à  zj>  approchant  un  nombre  a  quelconque  com- 
pris dans  l'intervalle  o  —  i ,  fait  toujours  partie  de  S. 

L'exposition  gagne  beaucoup  en  brièveté,  si  l'on  se  contente  de 
déterminer  un  système  complet,  mais  non  pas  nécessairement 
strictement  complet.  Si  l'on  se  pose  simplement  le  problème 
suivant  :  Etant  donné  A,  déterminer  B  tel  que  l'ensemble  des 
fractions  de  dénominateur  g,  supérieur  à  A  —  i  et  inférieur 
à  B  -f-  i ,  soit  un  système  complet  sur  le  segment  (o,  i)  ;  deux  pro- 
cédés de  recherche  se  présentent  naturellement  à  l'esprit  : 

Ou  bien,  on  cherchera  la  condition  pour  que  chaque  fraction 
du  système  soit  adjacente  à  une  au  moins  placée  à  sa  gauche  et 
une  au  moins  placée  à  sa  droite  :  ou  bien  on  cherchera  la  condition 
pour  qu'un  nombre  quelconque  soit  normalement  approché  par 
une  fraction  au  moins  de  ce  système. 

Le  premier  procédé  est  utilisé  par  M.  Borel,  dans  son  Mémoire 
et  dans  ses  Leçons.  Voici  comment  le  second  conduit  rapidement 
à  la  détermination  de  la  valeur  la  plus  faible  de  B,  pour  une  valeur 
donnée  de  A. 

Distinguons  les  nombres  en  trois  catégories  :  i°  les  nombres 
rationnels  irréductibles  de  dénominateurs  inférieurs  à  A;  2°  les 
nombres  rationnels  irréductibles  de  dénominateurs  compris  entre  A 
et  B  inclusivement;  3°  les  nombres  rationnels  irréductibles  de  déno- 
minateurs supérieurs  à  B  et  les  nombres  irrationnels. 

Désignons  par  (A,  B)  le  système  des  fractions  dont  la  hauteur 
est  supérieure  à  A  —  i  et  inférieure  à  B  -f-  i .  Il  suffit  que  B  sur- 
passe 2 A  —  3,  pour  que  chaque  nombre  de  la  première  classe 
ait  un  équimultiple  de  sa  forme  irréductible  compris  entre  A  et  B 
inclusivement.  Chacun  coïncide  donc  avec  le  centre  d'un  inter- 
valle canonique  du  système  (A,  B).  11  en  est  de  même  pour  tout 
nombre  de  la  deuxième  classe. 

Soit  a  un  nombre  de  la  troisième  classe.  Nous  le  développous  en 
fraction  continue.  Soient 


P„-i       P       P 


ra-M 


'  >        7T> 


Qra-1  Q  Qn+1  Q«-t-/j  Qn+h+l 

ses  réduites  successives,  telles  que 

Q<A^Q/J+1<...,         Qn*hî  B  <  Q«+A+1. 
xxxix.  i5 
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Donnons  à  B  une  valeur  arbitraire  supérieure  à  2  A —  3.  Deux 
cas  se  présentent  :  ou  bien  a  est  normalement  approché  par  l'une 
des  réduites  Rw+1 ,  ...,  R//+a,  ou  bien  il  ne  l'est  pas.  Dans  le 
premier  cas,  a  se  trouve  normalement  approché  par  l'une  au  moins 
des  fractions  du  système  (A,  B).  Cherchons  à  quelles  conditions 
le  second  cas  est  possible. 

On  a  d'abord  A<2.  Car,  si  A>3,  il  y  aurait  trois  réduites 
consécutives  au  moins  de  dénominateur  compris  entre  A  et  B. 
Or,  à  serait  adjacent  à  l'une  d'elles.  Car  il  résulte  d'un  théorème 
de  M.  Borel  (loc.  cit.)  que,  sur  trois  réduites  consécutives  d'un 
nombre  a,  l'une  au  moins  approche  normalement  a. 

Premier  cas.  —  Supposons  h  =  2.  Soient 

Q/j+l  =  «/M-l  Q  -+-  Qn-l  >  Q«-t-2  =  &n+2  Qn-t-1  •+•  Qi 

Qrt+3  —  a«+3Qn+2+  Q.n+1' 

Il    est  impossible  que  all+i  >  1 ,   sans   quoi    K/l+(    et    R«+2    sont 
adjacents;  a  est  normalement  approché  par  l'une  de  ces  réduites. 
Pour  une  raison  analogue,  il  faut  an+3  =  1 . 
On  a  donc 

Q-h+i  =  an+3  —  1  ! 

d'où 

Q„+3=  ('2a,t+i-+-i)Q-t-  2Q,,-i; 
donc 

(1)  Q<A,         (2a„+14-i)Q  +  îQ«-i>K. 

Deuxième  cas.  —  h  —  1 .  On  trouve  alors  que,  si  B//+i  n'approche 
pas  a,  on  a 

«71+2=  1  ou  a„+t=  1. 

Dans  la  première  hypothèse, 

(2)  Q<A,  Q„+,=  (a«+i-+-  i)Q  -+-  Q„_i>  B; 
dans  la  seconde, 

(3)  Q<A,        Q»+t  =  (aa,,H.1-Hi)QH-2Qll_1>B. 
Troisième  cas.  —  h  =  o.  Alors 

(4)  Q<A,  Q„+1  =  an+1Q-hQ„_,>B. 

Donc.   B  riant    quelconque,  ou  bien  l'une  des  réduites  de  a 


—  219  — 

appartenant  au  système  (A,  B)  l'approche  normalement,  ou  bien 

Je  nombre  a,l+{  satisfait  à  l'une  des  quatre  inégalités  écrites.  Mais, 

si  je  donne  à  B  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes,  «/(+)  devient 

P 
de  plus  en  plus  grand  et,  par  suite,  a  tend  vers  -=-•  Il  finit  donc 

u  P 
par  être  compris  dans  l'intervalle  canonique  de  — l-j-,  tj.,  étant  égal 

à  E'(^V  Comme  les  limites  où  oscille  a  sont  bien  aisées  à  déter- 
miner connaissant  Q  et  B,  on  établira  aisément  la  condition  pour 

u    P  •     • 

que  a  soit  adjacent  à  — rr--  Ceci  nous  donne  une  valeur  minima 
n  J  HiQ 

de  B,  ne  dépendant  que  de  Q  et  de  A.  Ainsi  s'introduit  naturelle- 
ment   l'idée    d'attacher   une    valeur  de  B    particulière   à   chaque 

domaine  (jr>  Al-  On  prouve  aisément,  en  donnant  à  Qw_< ,  an+t  les 

valeurs  les  plus  favorables,  que  la  limite  inférieure  de  B,  trouvée 
par  la  voie  indiquée,  ne  peut  pas  être  diminuée. 

La  limite  inférieure  obtenue  par  cette  voie  n'est  autre  que 

(av  — i)Q  +  aQ', 

valeur  trouvée  précédemment. 
On  a 


Donc,  si 


,     Q'  ,     Q' 

a-Q<v<.-ïï+I. 

B  =  (2v_i)Q  +  2Q', 
(2a'—  i)Q<B<(2a'-i-i)Q» 


OU 


B!  -  0,  =  U  /5  ni  -  i  _  A  ._.  \  Q  <  B 


e  \  ^     „     .        /    ,  °i 


Les  valeurs  deB,  correspondant  à  une  même  valeur  de  Q  et  aux 
valeurs  de  Q'  premières  avec  Q,  sont  donc  comprises  entre  B, 
et  B2,  inclusivement.  On  se  rend  compte  facilement  qu'en  général 
elles  peuvent  atteindre  ces  limites  ou  des  nombres  très  voisins  pour 
des  valeurs  convenables  de  Q'.  Si  l'on  forme,  pour  chacun  des 
domaines  (-=-,  A]  correspondant  à  une  même  valeur  de  Q,  le 
système  des   fractions   de   dénominateurs  compris   inclusivement 


—  220  — 

entre  A  et  B2  et  qui  sont  situées  dans  ces  domaines,  tout  nombre 
appartenant  à  l'un  de  ces  domaines  est  normalement  approché 
par  l'une  au  moins  des  fractions  de  ce  système,  tandis  que  ceci 
serait  inexact  pour  certains  de  ces  nombres,  si  l'on  prenait  B,  au 
lieu  de  B2. 

Etudions,  sommairement,  la  variation  de  B  avec  Q  et  A. 

Si    nous    nous    donnons    A,    nous    constatons    que    B2    et    B, 

décroissent  avec-=--  Ceci  démontre  que,  dans  un  intervalle  quel- 
conque, ce  sont  les  nombres  rationnels  aux  dénominateurs  les 
plus  simples  qui  sont  le  plus  difficilement  approchables  par  les 
nombres  rationnels  (qui  ne  coïncident  pas  avec  eux),  tandis  que, 
autour  des  nombres  à  dénominateurs  élevés,  la  densité  des  nom- 
bres rationnels  est  très  grande.  Comme  nous  le  disions  au  début 
de  cette  Note,  l'idée  essentielle,  qui  doit  guider  la  recberebe  dans 
ces  questions  d'approximations  de  nombres  par  d'autres,  est  que 
les  nombres  sont  d'autant  plus  distincts  les  uns  des  autres  que 
leur  définition  est  plus  simple.  Les  entiers  o,    i  sont  les  mieux 

isolés  des  nombres  rationnels,  mais  le  nombre  -  est  mieux  isolé 

I  2 

que  -  et  -,  etc. 

Pour  approcher  normalement  par  des  fractions  plus  hautes  que 

A  —  i ,  des  nombres  très  voisins  de  o,  ou  de  i ,  de  '  >  ~,  -,  •••,—, 

■2    3    3  p 

p  et  p'  étant  fixes,  je  dois,  m'étantdonné  A,  former  des  fractions 

dont  les  dénominateurs  vont  jusqu'à  kA-,  k  étant  fini  en  même 

temps  que  />,  et  environ  inversement  proportionnel  à  p.  Si,  au 

contraire,  je  veux  approcher  normalement  de  nombres  très  voisins 

de    fractions   irréductibles   de    dénominateurs  -p,  h  restant    fini, 

h 

quand  A  est  grand,  il  me  suffit  de  former  des  fractions  de  dénomi- 
nateurs inférieurs  à  Â  A,  /.'  étant  fini  en  même  temps  que  //  et 
environ  proportionnel  à  h. 

On  peut  songer  à  représenter  par  des  courbes  les  variations 
concomitantes  de  Q,  A,  B2.  Supposons  que,  Q  étant  laissé  fixe, 
on  cherche  la  variation  simultanée  de  A  et  de  !>-..  La  relation 


/5QE'»(^)-+ 


v". 
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est   homogène   relativement  à   A,   B'.,,   Q.   Nous    construisons   la 
courbe 

i  y  5  x2  -+- 1 —  — y  =  o. 

y/5 

De  la  zone  négative  de  cette  parabole  nous  ne  conservons  que 
les  parties  où  x  =  h  +  9  (o  <  9£  i),  J^J/i+i,  si  y/,+i  correspond 
sur  la  courbe  à  x  =  h  -h  i .  Ce  sont  les  parties  couvertes  de 
hachures.  Nous  prenons  l'homotliélique  de  la  zone  hachurée  avec 


l'origine  pour  centre  et  le  rapport  Q.  La  nouvelle  zone  hachurée 
est  telle  que  pour  tout  point  (A,  Bs)  de  coordonnées  entières, 
situé  dans  cette  zone,  l'approximation  d'un  nombre  appartenant 

à  un  domaine  ( -rr>  A)  peut  se  faire  normalement  par  une  fraction 

de  dénominateur  compris  entre  A  —  i  et  B2  -+-  i . 

Il  serait  également  commode  de  représenter  par  une  figure  la 
variation  simultanée  de  B  et  de  Q,  A  étant  fixe. 

Enfin,  tout  ce  qui  précède  rend  aisée  la  solution  de  problèmes 
tels  que  le  suivant  :  Déterminer,  pour  un  nombre  irrationnel 
donné  a,  la  variation  de  B=Ad/(A),  B  étant  la  hauteur  de  la 
fraction  la  plus  simple,  plus  haute  que  A  et  approchant  normale- 
ment a.  On  trouve  aisément  que  ty(A.)  est  borné,  quand  a  est  une 
irrationnelle  du  second  degré  ou,  plus  généralement,  si  les  quotients 
incomplets  du  développement  de  a  sont  bornés.  Il  est  intéressant 
d'étudier  la  valeur  moyenne  de  ^(A)  entre  i  et  A,  et  ses  limites 
d'indétermination  pour  A  infini.  Si   a  est    une   irrationnelle  du 
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second  ordre,  la  plus  petite  surpasse  l'unité.  Elle  s'en  approche 
d'autant  plus  que  l'équation  admettant  a  pour  racine  a  ses  coeffi- 
cients plus  hauts.  Mais,  si  a  a  des  quotients  incomplets, arbitraire- 
ment grands,  les  limites  d'indétermination  de  cette  valeur  moyenne 
sont  i  et  l'infini.  Les  théories  précédentes  rendent  immédiat  l'éta- 
blissement de  ces  propositions. 
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SOLUTIONS  D'ORDRE  IMAGINAIRE  D'UNE  ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE; 
Par  M.   Henri  Dulac. 


1.  Considérons  une  équation  différentielle 

(i)  Y(x,  y)  dy  +  X(x,y)dx  =  o 

et  une  valeur  de  x  que  nous  pouvons  toujours,  pour  simplifier, 
supposer  être  x  =  o.  Je  dirai  que  l'équation  admet,  dans  le  voisi- 
nage de  x=  o,  une  solution  y  (x)  d'ordre  imaginaire,  si  p.  étant 
un  nombre  complexe,  il  existe  une  solution  telle  que  y  \  xV-  tende 
vers  une  limite  finie  et  différente  de  o,  lorsque  x  tend  vers  o. 
Il  ne  sera  pas  nécessaire,  pour  qu'il  y  ait  une  solution  d'ordre 
imaginaire,  que  y  \  xV-  lende  vers  une  limite  finie,  quelle  que 
soit  la  façon  dont  x  tend  vers  o,  il  suffira  qu'il  y  ait  une  solu- 
tion telle  que  y  \  xV-  tende  vers  une  limite  finie,  lorsque  x  tend 
vers  o  suivant  une  certaine  loi. 

Je  me  suis  proposé  de  trouver  les  conditions  nécessaires  et  suf- 
fisantes pour  que  l'équation  (i)  ait  une  solution  d'ordre  imaginaire 
et  j'obtiens  le  résultat  suivant.  Considérons  les  expressions 

xX(x,y)  =  Z\0Lpx*yP, 
yY(x,y)  =  l,B^x*y?, 

composées  chacune  d'un  nombre  fini  ou  infini  de  termes,  mais 
convergentes  dans  ce  dernier  cas,  lorsque  |  x  |  et  \y  |  sont  suffisam- 
ment petits.  Figurons  dans  le  plan  de  deux  axes  de  coordonnées  o[3 
et  oa,  le  réseau  des  points  ayant  pour  coordonnées  les  valeurs  de  a 
et  de  (8  correspondant  aux  divers  termes  de  ces  expressions.  Tra- 
çons à  la  façon  ordinaire  la  ligne  polygonale,  dite  polygone  figu- 
ratif, ayant  pour  sommets  certains  des  points  de  ce  réseau  et  telle 
que  tous  les  autres  points  du  réseau  soient  au-dessus  de  cette 
ligne  ou  sur  ses  cotés.  Pour  qu'il  existe  une  solution  d'ordre 
imaginaire,  y.  —  a-{-ib(b  n'étant  pas  nul),  il  faut  et  il  suffit 
que  pour  un  sommet  du  polygone  figuratif ,  dont  nous  désigne- 
xxxix.  16 
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rons  les  coordonnées  par  m  et  n  l'on  ait 

A,„,j-4- jj.B,„„  =  o. 

A  chacun  des  sommets  a,  j3  du  polygone  figuratif  pour  lequel  le 
rapport  A^g  :  Hap  est  un  nombre  complexe,  correspond  une  infinité 
de  solutions  d'ordre  imaginaire  dont  nous  obtiendrons  l'expression 
sous  la  forme  d'un  développement  en  série.  Nous  étudierons  en- 
suite quelques  propriétés  de  ces  solutions. 

2.  M.  Horn  dans  un  intéressant  Mémoire  [Journal  de  Crelle, 
i.  113)  a  déjà  étudié  la  question  que  je  me  suis  posée  et  a  recher- 
ché les  intégrales  d'ordre  non  rationnel  d'une  équation  diffé- 
rentielle. J'ai  cru  devoir  reprendre  celte  étude,  par  d'autres 
méthodes,  pour  les  raisons  suivantes. 

La  méthode  employée  par  M.  Horn  pour  rechercher  les  valeurs  de 
]x  non  rationnelles  telles  que  l'équation  admette  une  solution  y{x) 
d'ordre  u.,  est  fort  simple,  mais  ne  me  paraît  pas  présenter  une 
rigueur  suffisante  :  on  y  suppose  que  si  u  est  une  fonction  de  z 
telle  que  //  '.  zP  tende  vers  une  limite  c,  lorsque  z  tend  vers  o,  on 

a  nécessairement 

..        du 

Uni  z—r-  :  ar  =  eu. 

(I  z 

Celle  asserlion  a  besoin  d'être  justifiée.  Elle  me  paraît  cxacle  poul- 
ies fonctions  définies  par  une  équation  différentielle  du  premier 
ordre,  de  L'espèce  indiquée,  mais  elle  est  inexacte  si  l'on  consi- 
dère une  fonction  //  (z)  quelconque.  En  second  lieu,  la  méthode 
suivie  par  M.  Horn,  pour  établir  dans  certains  cas  l'existence  de 
solutions  y  (x)  d'ordre  non  rai  ion  ne! ,  méthode  qui  exige  plusieurs 
changements  successifs  de  variables,  oblige  à  laisser  de  côté  [voir 
Note,  p.  54)  certains  cas  particuliers  qui  dans  la  méthode  plus 
simple,  me  semble-t-il,  que  j'emploie  ne  présentent  rien  d'excep- 
tionnel. Enfin,  la  différence  la  plus  marquée  entre  le  travail  de 
M.  Horn  et  le  mien  consiste  en  ce  que  M.  Horn  suppose  implici- 
tement que  L'argumenl  de  x  reste  fini,  lorsque  x  tend  vers  o,  et 
n'obtient  ainsi  que  certaines  catégories  «le  solutions  d'ordre  ima- 
ginaire. On  pourra  voir  dans  la  suite  que  si  l'on  suppose  que  l'ar- 
gument de  x  puisse  croître  indéfiniment,  celte  hypothèse  entraîne 
sans  doute  quelques  compile, liions  dans  certaines  démonstrations, 
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mais  il  en  résulte  tout  naturellement  des  conclusions  moins  restric- 
tives et  d'un  énoncé  plus  simple.  J'ai  déjà  fait  remarquer  ailleurs 
qu'il  était  artificiel  (dans  ce  genre  de  questions)  de  supposer  que 
l'argument  de  x  reste  fini.  Pour  montrer  comment  cette  hypothèse 
peut,  dans  certains  cas,  éliminer  des  solutions  intéressantes,  pre- 
nons l'équation 

C  i y  -+-  x3 ■+•  xy'2 )  dy  -+-  (2  x  —  x2y  — y3)  dx  =  o 

dont  la  solution  générale  est,  en  posant  x  =  p  cosG,  y  =  p  sinG, 
donnée  par 


9-4-  G 


Pour  toutes  les  solutions  de  l'équation,  r  =  o,jK=o  est  un  point 
asymptote.  Si  nous  faisons  le  changement  de  variables 

x  -+-  i y  —  h,         x  —  iy  =  c, 
on  obtient  l'équation 

u  (1  -+-  i  uv)  dv  -h  v (1  —  i  uv ) du  =  o, 

équation  qui  n'admet  pas  de  solution  telle  que  a  et  v  tendent 
simultanément  vers  o,  si  l'on  exige  que  l'argument  d'une  des  va- 
riables u  ou  v  reste  fini. 

3.  Je  me  propose  de  montrer  que,  sauf  dans  un  cas  que  la 
démonstration  mettra  en  évidence,  il  est  impossible  que  l'équa- 
tion (1)  ait  une  solution  y(x)  d'ordre  imaginaire  :  c'est-à-dire 
impossible  qu'on  puisse  faire  tendre  x  vers  o  de  telle  façon  (\ue  y 
tende  vers  o  et  que  y  :  xV-  tende  vers  une  limite  finie  différente 

de  o.  Posons 

y=txV-, 
l'équation  (1)  devient 

xV-Y  (x,  y)  dt  -+-  [\x  Y  (x,y)  xV--1-^  X(x,y)\dx  =  0, 

et  si  nous  posons  ensuite 

x  —  e:, 
nous  aurons  l'équation 

dz       1  yY(x,y) 


(») 


dt        t  [xy  Y(x,y)  +  xX(x,y)' 
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où,  pour  abréger,  nous  laissons  pour  le  moment,  dans  le  second 
membrey,  au  lieu  de  le  remplacer  par  txV\ 

La  marche  de  noire  démonstration  sera  la  suivante.  Nous  démon- 
trerons d'abord  <|ue,  sauf  dans  un  cas,  il  existe  un  certain  domaine 
D,  tel  que  si  z  et  t  prennent  des  valeurs  intérieures  à  ce  domaine, 

on  ait  —r<i  M,  M  étant  un  certain  nombre  fixe.  Il  en  résulte  que, 

z=  P,  t  =  y.  étant  des  valeurs  intérieures  à  ce  domaine,  la  solution 
z(t)  qui  pour  /  =  a  prend  la  valeur  z  =  (3  sera,  pour  t  voisin  de  a, 
holomorphe  et  voisine  de  z  =  (3.  Nous  prouverons  d'autre  part  que 
s'il  y  a  une  solution  de  (i)  d'ordre  imaginaire  telle  que  t  tende  vers 
une  limite  finie  t0,  lorsque  x  tend  vers  o,  cette  solution  fournira 
une  solution  z  (t)  telle  que  pour  t  =  a,  z  prenne  une  valeur  [3,  les 
valeurs  a  et  (3  étant  intérieures  au  domaine  D.  11  en  résultera  que 
lorsque  t  tend  vers  /0,  z  restera  voisin  de  [3,  ce  qui  est  absurde, 
puisque  nous  supposons  que  z  =  Lx  croît  indéfiniment.  Ce  ne 
sera  donc  que  dans  le  cas  d'exception  signalé  qu'il  pourra  y  avoir 
des  solutions  d'ordre  imaginaire. 

Démontrons  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Supposons   que,  x  étant    une   variable   complexe    et   h    un 

nombre  positif,  l'on  ait 

|«*-i|    h, 
nous  aurons 

«*=i-4-0/i,        a?=L(i-+-8A), 

0  étant  un  nombre  complexe  de  module  au  plus  égala  i.  Pour 
h  inférieur  à  i,  nous  aurons 

,        .          OI            02/(2           03/<S 
X  =  '!A'ZJ  +  Oft 1 .  .  .  , 

■?.  3 

k  étant  un  certain  nombre  entier.  Si  nous  supposons  mainte' 

nant  h  <T     i    nous  aurons 
a 

I  ./■  —  ■).  />•  1Ï  t  |<  r  <  l  h  . 

1  i  —  h 

En  considérant  dans  le  plan  de  La  variable  complexe  x,  tous  Les 
cercles  «le  rayon  >.li  décrits  autour  des  affixes  «les  valeurs  •>./.-/. 
Le  résultai  obtenu  peut  s'énoncer  de  la  façon  suivante  :  si  Ton  a 
er — 1 1  <  /i j  le  point    «l'affixe  x  sera  intérieur  à  l'un  des  cercles 
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précédents.  Inversement  si  le  point  d'affixe  x  est  extérieur  à  tous 

ces  cercles,  on  aura 

\ex—  i|  >  /(. 

Pour  arriver  à  la  démonstration  que  nous  avons  en  vue  nous  aurons 
besoin,  après  avoir  remplacé  y  par  xV-  dans  le  second  membre 
de  (2),  démettre  en  facteur  au  numérateur  et  au  dénominateur  une 
puissance  de  x  telle  que  les  termes  qui  restent  après  celte  mise  en 
facteur  ne  tendent  pas  tous  vers  o,  mais  ne  deviennent  pas  non 
plus  infinis,  lorsque  x  tend  vers  o.  Or  pi  étant  imaginaire,  il  se 
présente  pour  cette  mise  en  facteur  une  difficulté  qui  n'existe  pas 
lorsque  ja  est  réel  :  cette  puissance  de  x  mise  en  facteur  variera  en 
général  avec  la  valeur  que  prend  le  rapport  du  module  et  de  l'ar- 
gument de  x.  Soit  en  effet  un  terme  Cmtl  xm y'1  du  dénominateur, 
par  exemple,  nous  aurons  à  nous  demander  si  le  module  de  xmyn 
est  supérieur  ou  inférieur  aux  quantités  analogues  relatives  aux 
autres  termes  du  dénominateur.  Si  nous  posons 

y  =  tx\>-,         x  =  ez,         z  =  u  ■+•  ivt         p.  =  a  -+-  ib, 
ce  module,  en  faisant  abstraction  de  Cm„t",  est  égal  à 

glm+na)u — bnv 

cjui,  si  nous  posons  r  =  \x\  =  e",  est  égal  à 

m  ■+■  nu  —  bn  - 

r 

En  posant 

,  v 

v  =  a  —  o  — 

u 

on  voit  que  ce  module  est  le  même  que  le  module  xm+nv.  Il  en 
résulte  que  pour  savoir  quelle  puissance  de  x  pourra  être  mise  en 
facteur,  il  suffira  de  chercher  le  terme  ou  les  termes  où  m-\-nv 
prend  la  plus  petite  valeur  possible.  J'appellerai  ces  termes  termes 
à."1  ordre  moindre.  Leur  recherche  pourra  se  faire  par  la  méthode 
habituelle  du  polygone  figuratif.  Nous  remarquerons  que,  la  valeur 
de  v  dépendant  du  rapport  v  :  a,  les  termes  d'ordre  moindre  pour- 
ront changer  lorsque  v  '.  u  varie. 

Si,  après  avoir  remplacé  y  par  /.xV-  dans  pyY  (x,  y)  +  x\(x,  y), 
il  y  a  dans  cette  expression,  pour  une   valeur  de  v  '.  u}  un  seul 
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terme  d'ordre  moindre  et  que  ce  terme  provienne  de  \xy  Y(x,y), 

le  module  de  — r  restera  fini  lorsque  ./  tend  vers  oe.lt  tend  vers  t0. 

dt  l 

En  effet  — r  aura,  dans  ces  conditions,  pour  limite • 

dt  r  \J-to 

Si,  dans  py  Y(x,  y)  +  a?X(.r,y),   il  y  a  un  seul  terme  d'ordre 

ri  •* 

moindre  et  si  ce  terme  provient  de  xX.(x,y)  la  quantité  -r-  ten- 
dra vers  o  lorsque  x  tend  vers  o  et  t  vers  /0- 

Si  les  termes  d'ordre  moindre  sont  fournis  à  la  fois  par  des 
termes  de  yY (x, y)  el  des  termes  de  xX(x,y),  il  peut  se  pré- 
senter un  cas  exceptionnel  où  ces  termes  disparaissent  dans  la 
somme  \xy  Y(x,y)  -\- x  X(#,  y),  lorsque  à  chacun  de  ces  termes 
d'ordre  moindre  de  la  forme  A„lfl  xmyn  fourni  par  xX(x,y)  cor- 
respond un  terme  Bmnxmya  fourni  par  y  Y(x,y),  tel  que  l'on  ait 
A.,,,,,  -H  utB/nw  =  o.  Si  nous  mettons  ce  cas  à  part,  nous  pourrons 
diviser  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  second  membre 
de  (2)  par  une  même  puissance  de  x,  celle  qui  figure  dans  un  des 
termes  d'ordre  moindre  de  pt y  Y(x,  y)  -h  x  X(.r,  y)  lorsqu'on  a 
posé  y  =  txV-  (')  sans  que  les  termes  qui  restent  croissent  indéfi- 
niment, lorsque  x  tend  vers  o.  L'équation  (2)  se  présentera  alors 
sous  la  forme 

,,.  dz_Z(x,<J) 

{6)  dt        T(.r,t)' 

A  chaque  côté  du  polygone  figuratif  correspond  une  valeur  de  v, 
qui  est  la  pente  de  ce  côté  et  pour  laquelle  les  termes  d'ordre 
moindre  sont  les  termes  ligures  par  des  points  situés  sur  ce  côté 
du  polygone.  A  chaque  sommet  du  polygone  figuratif  correspondent 


(')  Apres  qu'on  a  supprimé  dans  les  termes  d'ordre  moindre  la  puissance  de  x 
qui  figure  dans  un  de  ces  termes,  il  reste  encore  trace  de  r  dans  les  autres  termes. 
Supposons,  par  exemple,  que  ces  termes  d'ordre  moindre  soient  kxmy*-+-  \'x'"'y"', 

ce  qui  exige  qu'on  ail 

m  -+•  11  v  =  m  '  !    n'  V 
ou 

(m  -1-  na  )u  —  bnv  =  ( m' -t-  n' a)u  —  bit  r. 

L'expression  considérée  s'écrit,  après  avoir  posé  y  —  txV-, 

x  ■'  <L"  |  A  t"  -t-  k't*'xm- •"•♦PO»-»')]; 

le  module  de  x"'~m'+^"  "'  est  égal  à  1,  mais  son  argument  varie  lorsque  x  varie. 
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les  valeurs  de  v  comprises  entre  les  penles  des  deux  cotés  qui  abou- 
tissent à  ce  sommet  du  polygone  figuratif  et  pour  toutes  ces  valeurs 
de  v  les  termes  d'ordre  moindre  se  réduisent  au  terme  unique 
figuré  par  le  sommet  considéré. 

Nous  voyons  que  le  nombre  des  manières  de  mettre,  suivant  la 
valeur  du  rapport  u  '.  v  l'équation  (2)  sous  la  forme  (3)  est  fini,  et 
pour  toutes  ces  façons  d'opérer  Z(.z,  t)  est  fini,  lorsque  x  est  voi- 
sin de  o  et  t  voisin  de  t0.  Nous  allons  démontrer  que,  lorsque  zel 
t  varient  dans  un  certain  domaine  que  nous  allons  fixer,  le  second 
membre  de  (2)  reste  inférieur  en  module  à  un  nombre  p..  Pour  le 
voir,  il  nous  suffira  de  montrer  que  T(x,  t)  reste  supérieur  en  mo- 
dule à  un  nombre  l\xe  dans  un  certain  domaine. 

Décomposons  py  Y(^;,  y)  +  xli.  (x, y)  en  facteurs,  de  manière 
à  mettre  cette  expression  sous  la  forme 

p 
(4)  H  {w,y)  \\{y  +  aiX*i+x<*t.<ti); 

i=i 

H(x,y)  désigne  une  fonction  de  x  el  y  holomorplie  et  non  nulle 
pour  x  =  o,  y  =  o]  les  ai  sont  des  constantes,  les  a^  des  exposants 
positifs  entiers  ou  fractionnaires,  les  quantités  cp,-  sont  des  fonc- 
tions de  x  qui  se  réduisent  à  o  pour  x  =  0  et  qui  sont  représentées 

1 

par  des  développements  suivant  les  puissances  de  x  ou  de  x'i'.  Ci 
étant  un  certain  entier.  Si  l'on  considère  (  '  )  des  valeurs  de  x  telles 
que  xV-  tend  vers  o  avec  x  et  si  l'on  prend  y  =  txV-,  l'expression 
H(x,y)  restera  supérieure  en  module  à  un  nombre  positif  fixe  N, 
lorsque  x  tend  vers  o  et  f  vers  t0.  L'expression  T(x,  t)  s'obtien- 
dra en  remplaçant  dans  (4)  y  par  txV-  et  en  supprimant  dans  cha- 
cun des  facteurs  du  produit  II  la  puissance  de  x  qui  figure  dans  le 
terme  d'ordre  moindre  de  ce  facteur.  Pour  démontrer  queT(#,  t) 


(  '  )  Nous  supposons  ici,  pour  simplifier,  que  nous  considérons  une  solution^ (x) 
obtenue  en  faisant  tendre  .r  vers  o  de  telle  façon  que  x^  tende  vers  o.  Cette  hypo- 
thèse n'est  pas  indispensable.  Nous  pouvons  faire  tendre  x  vers  o  de  telle  manière 
que  X*  reste  fini,  ne  tende  pas  vers  o  et  considérer  des  solutions  y(x)  telles  que 
y  :  x'-L  tende  vers  /„  lorsque  x  tend  vers  o  et  pour  lesquelles  y  ne  tend  pas  vers  o. 
Nous  aurons  seulement  besoin  pour  noire  démonstration  de  supposer  que  y  reste 
voisin  de  0,  de  telle  manière  que  H  (x,  y)  soit  convergent  et  reste  supérieur  en 
module  à  un  nombre  fixe  N. 
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reste,  dans  un  certain   domaine,   supérieur   à    un   nombre  fixe,  il 
nous  suffira  de  démontrer  que  chacun  des   facteurs  du  produit  II 
reste,  après  suppression  de  la  puissance  de  arque  nous  venons  d'in- 
diquer, supérieur,  dans  un  certain  domaine,  à  an  nombre  fixe. 
Considérons  par  exemple  le  facteur 


qui  devient 

(5) 


y  -+-  a,.ra>-4-  a"a>  cp, 


La  puissance  de  x  qu'on  peut  mettre  en  facteur  sera  suivant  le  cas 
x!4  ou  ^a'.  Pour  que  nous  puissions  mettre  en  facteur  xV-,  il  faut 
que  x*~V-  ne  croisse  pas  indéfiniment,  lorsque  x  tend  vers  o.  Or, 
avec  les  notations  déjà  employées,  le  module  de  xa<-~V-  est  /'a>"v; 
donc,  si  a,  —  v  est  positif,  nous  mettrons  xV-  en  facteur.  Si  a,  —  v 
est  négatif,  nous  mettrons  xa<  en  facteur.  Si  l'on  a  a,  =v  il  sera 
indifférent  de  mettre  xai  ou  xP  en  facteur.  Si  l'on  met  en  facteur 
xP,  il  reste  après  la  suppression  de  ce  facteur  l'expression 

Désignons  par  zK  un  quelconque  des  nombres  vérifiant  l'équation 
«i  e<*i  -p*%  -+-  t»  =  o. 

On  peut  trouver  des  nombres  e,  et  -r\{  tels  que,  pour 
(6)  \t  —  *0|<  TQt,  |*|<£i, 

on  ait 


<Pi 


< 


h  1*0 

«1 


h\  étant  un  nombre  arbitrairement  choisi.  On  a  par  suite 


=  (i  -H  0,  ht  )£i  =  —  (i  -+-  6,  ht  )  e(«.-n>*., 


ai  ■+-<?! 


0)  étant  une  quantité  dont  le  module  est  inférieur  à  i .  L'expression 
A,  devient 

_  (q,  +  T,)<o  re(«1-lrtu-.1j  _  ,  _  o,  /„  1 


«i 


en  posant  comme  précédemment  x  =  er.  Traçons  autour  des  dif- 
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férents  points 


Z  =  Si  -+- 


a,—  |x' 


A  =  O,  ±  I ,  ±  2,    ... 


dans  le  plan  de  la  variable  complexe  z,  des  cercles  C^   de  rayon 
D'après  le  lemme,  si  z  est  extérieur  à  tous  ces  cercles,  on 


l*i—  t'- 
aura 


|e{«,-fi)(a-s,)_l|  >  fc. 


Si  nous  mettons  en  facteur  x%>,  l'expression  (5)  devient,  après  la 
suppression  du  facteur  xai, 

A',  =  at-h  cpi-f-  /.cH--ai. 
On  peut  trouver  des  nombres  e^  et  'i\{  tels  que,  si  l'on  a 

(7)  |*-M<V4,      |*K«îi 

on  ait 

ai  -4-  ©j  j^  I        Ai  ai 

£  <o  |  'o 

On  a  par  suite,  eu  supposant  9',  de  module  inférieur  à  i, 

a;  m_£fLl[«c|i-«u(*-*i>— j— e;*t] 

et  comme  précédemment,  si  z  est  extérieur  à  tous  les  cercles  C^, 
on  aura 

|e(Jj.-a1)U-;1)_,j  >  h. 

Les  quantités  z,  et  •/],,  e'  et7)'[  peuvent  êire  supposées  assez  petites 
pour  que  si  les  conditions  (6)  et  (7)  sont  vérifiées,  il  existe  un 
nombre  fixe  N,  différent  de  zéro  et  tel  qu'on  ait 


t'<\ 


>2N„ 


(«,-(-  cpi)  ?o| 


>îN, 


Si  nous  désignons  par  t".  le  plus  petit  des  deux  nombres  s,  et 
z\  et  par  Y)'j  le  plus  petit  des  deux  nombres  rH  etr,',,  on  voit  que, 

si  l'on  prend  h,  =  ->  si  l'on  suppose  qu'on  ait 

|«-M<1i.  |»|<«î, 


1 
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et  que  z  soit  extérieur  à  tous  les  cercles  C].,  l'expression  A,  ou 
l'expression  A',  (suivant  qu'il  aura  convenu  de  mettre  en  facteur 
xV-  ou  #ai)  reste  supérieure  en  module  à  AN,. 

En  opérant  de  même  pour  les  divers  facteurs  du  produit  II,  nous 
aurons  à  considérer  des  séries  de  cercles  CJ,  CJ,  .  .  ..  C»  analogues 
à  la  série  de  cercles  C' .  Dans  chacune  de  ces  séries  les  centres  des 
cercles  seront  des  points  situés  sur  une  môme  droite  et  équidislanls, 
c'est-à-dire  tels  que  la  distance  de  deux  points  consécutifs  soit 
constante.  Pour  les  cercles  C)   cette  dislance  est  -, — - 


soit  C 

l'ensemble  de  ces  cercles.  Certains  des  centres  de  cercles  apparte- 
nant à  deux  séries  différentes  pourront  coïncider,  mais  si  l'on  con- 
sidère tous  les  centres  distincts  des  cercles  G,  les  distances  mu- 
tuelles de  deux  centres  auront  une  limite  inférieure  différente  de  o, 
ainsi  que  cela  résulte  facilement  du  fait  que  ces  centres  sont  des 
points  équidislanls  situés  sur  un  nombre  fini  de  droites.  Nous 
désignerons  cette  limite  inférieure  par  4Ç-  Nous  pourrons  prendre 
h  assez  petit  pour  que  les  rayons  de  tous  les  cercles  G  soient  infé- 
rieurs à  Ç.  D'après  ce  qui  précède,  nous  savons  qu'il  existe  des 
nombres  t\  et  e  tels  que  si  l'on  a 

|*  —  *a|<i|i        |*K«. 

et  si  z  est  extérieur  à  tous  les  cercles  G,  l'on  ait 

|T|>  /tPNNiNj  ...  N/,. 

On  a  par  suite,    dans  ces  conditions,   en  désignant   par  M    un 

nombre  iîxe 

dz 


dt 


AI. 


4.  Le  théorème  préliminaire  que  nous  avions  en  vue  étant 
établi,  nous  allons  maintenant  démontrer  qu'il  est  impossible  que 
l'équation  (2)  admette  une  solution  pour  laquelle  t  tend  vers  l0 
lorsque  x  tend  vers  o. 

Considérons  les  C  ayant  pour  rayon  2Ç  et  pour  centres,  les 
centres  des  cercles  C.  Ces  cercles  C'  seront  extérieurs  les  uns  aux 
autres.  Si  z  tend  vers  l'infini  (de  telle  façon  que  y  =  e*  tende 
vers  o),  z  prendra  certainement  une  valeur  (3  extérieure  à  tous  les 
cercles  G'  et  l'on  pourra  supposer  eP   aussi   petit   que   l'on   veut. 
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Considérons  le  cercle  de  rayon  Ç  décrit  autour  de  z  =  [3,  dans 
le  plan  des  z.  Pour  toutes  les  valeurs  de  z  intérieures  à  ce  cercle, 
c'est-à-dire  telles  que  l'on  ait  |-  —  (3|<;Ç,  z  sera  extérieur  aux 
cercles  C  De  plus,  on  peut  supposer  que  e$  soit  assez  petit  pour 
que,  si  l'on  à  \z  —  (31  <<  Ç,  on  ait 

|e*|  =  |*|<e. 

Supposons  qu'il  yait^ine  solution  de  (2)  telle  que,  lorque  x 
tend  vers  o,  t  tende  vers  t0.  On  peut  prendre  t'  assez  petit  pour 
qu'on  ait,  en  désignant  par  ri'  un  nombre  que  nous  fixerons  dans 
la  suite 

|*-  *o|  <V 
si  l'on  a 

Nous  pourrons  toujours  supposer  que  z'  est  au  plus  égal  à  e,  en 
remplaçant  s'  par  e,  dans  le  cas  où  l'on  aurait  t  -<  e'.  Quel  que  soit 
le  chemin  suivant  lequel  x  tend  vers  o,  nous  avons  vu  que  z  pren- 
dra une  valeur  [i  jouissant  des  propriétés  indiquées  plus  haut. 
Soit  a  la  valeur  de  t  pour  2  =  {3.   Nous  aurons   |a  —  ^o|<!V'  Si 

l'on  prend  y/<  ->  la  condition  \t —  t0  |  <C  i\  sera  vérifiée  si 
l'on  a 

.    i«—i<î- 

Nous  savons  de  plus  que  (3  a  été  pris  de  telle  façon  que,  si  l'on  a 
\z  —  [j|  <Cb)  on  a  |<?z|  =  |x|<<£  et  3  est  extérieur  à  tous  les  cercles 
C.  Donc  si  l'on  a 

|*-«|<Zl,        |j-jl.|<c 

le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  une  fonction  holomorphe 
de  z  et  de  t  dont  le  module  reste  inférieur  à  M.  La  solution  z(t) 
qui  pour  t  =  a  prend  la  valeur  z  =  (3  sera  donc  une  fonction  holo- 
morplie  de  t  pour 

i'--*ior, 

r"  désignant  le  plus  petit  des  deux  nombres  —cl  tt>  de  plus,  pour 
\t —  a|  <•/■/',  on  aura  \z — [ï|  <  Ç.  Or  si  nous  prenons  r/  <  —  le 
cercle  \i  —  t0\  <  r/  sera  compris  à  l'intérieur  du  cercle  |  t  —  a|  <Cif, 
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et,   lorsque    t  tendra   vers  t0,    en    restant   à  l'intérieur   du  cercle 
I'  —  ^o |  <CVj  on  a"ra  toujours  \z—  [i\  <  Ç;  orcela  est  impossible, 
puisque  x  =  ez  tendant  vers  o,  z  doit  croître  indéfiniment. 

Nous  avons  ainsi  démontré  que,  sauf  dans  un  cas  exceptionnel, 
il  est  impossible  qu'il  y  ait  une  solution  de  l'équation  (i)  d'ordre 
imaginaire  \x.  Examinons  ce  cas  d'exception  où  notre  démonstra- 
tion est  en  défaut. 

Nous  considérons  les  expressions 

dans  laquelle  nous  remplaçons^  par  txV-,  u.  étant  un  nombre  com- 
plexe (p.  =  rt-h  ib),  et  nous   considérons,  pour  une   valeur  de  la 

quantité  v  =  a  —  b  - ,  les  termes  d'ordre  moindre  des  expressions 

(8),  c'est-à-dire  les  termes  pour  lesquels  a-f-vj3  prend  la  plus 
petite  valeur.  La  démonstration  donnée  est  en  défaut,  si  ces  termes 
d'ordre  moindre  disparaissent,  quels  que  soient  t  et  x,  dans  la 
somme 

xX(x,y)  +  lxyY(x,y). 

Si  nous  formons  le  polygone  figuratif  de  l'équation  (i)  en  faisant  cor- 
respondre à  chaque  terme  des  expressions  (8)  le  point  d'abscisse  (3 
o.l  d'ordonnée  a  (<),  les  termes  qui  deviennent,  pour  une  valeur 
convenable  de  v,  termes  d'ordre  moindre  sont  ceux  qui  sont  figurés 
par  des  points  situés  sur  les  côtés  du  polygone  figuratif.  Si  ces 
termes  d'ordre  moindre  sont  figurés  par  un  sommet  S  de  coordon- 
nées (30  et  a0  du  polygone,  il  faut,  pour  que  le  théorème  soit  en 
défaut,  que  l'on  ait 

/Va0p0-4-IaBa0p0  =  o. 

Il  y  a  dans  ce  cas  un  seul  terme  d'ordre  moindre  dans  chacune 
des  expressions  (8).  Si  les  termes  d'ordre  moindre  sont  figurés 
par  les  divers  points  de  coordonnées  (3/,  a,  situés  sur  un  côté  C  du 
polygone,  le  théorème  ne  sera  en   défaut  que  si,   pour   toutes  les 


(')  Nous  donnons  aux  axes  des  abscisses  cl  des  ordonnées  la  disposition  habi- 
tuelle :  l'axe  des  abscisses  est  dirigé  de  gauche  à  droite,  celui  des  ordonnées  de 
bas  en  haut 
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valeurs  de  i  correspondant  à  ces  points,  on  a 

Aa,-P;-t-  ^Ba,.pi=  o. 

Cette  égalité  sera  en  particulier  vérifiée  pour  les  deux  sommets 
qui  sont  aux  extrémités  du  côté  C  du  polygone.  On  voit  qu'il  y  a 
dans  ce  cas  au  moins  deux  termes  d'ordre  moindre  dans  chacune 
des  expressions  (8). 

Si  nous  appelons  pente  en  un  point  de  coordonnées  (3,  a  du 
polygone  figuratif"  le  nombre  réel  ou  imaginaire  défini  par  l'égalité 

Aap-+-/?Bap=  o, 

nous  voyons  que  notre  démonstration  ne  sera  en  défaut  que  si  p. 
est  la  pente  en  un  sommet  du  polygone  figuratif  et  nous  pourrons 
énoncer  le  théorème  : 

L'équation  (i)  ne  peut  admettre  de  solution  d'ordre  imagi- 
naire u.  que  si  p.  est  la  pente  en  un  sommet  du  polygone  figu- 
ratif (*). 

5.  Nous  allons  démontrer  que,  réciproquement,  si  la  pente  en 
un  sommet  du  polygone  figuratif  est  un  nombre  imaginaire  u., 
l'équation  (i)  admet  une  infinité  de  solutions  d'ordre  imagi- 
naire u..  A  chaque  sommet  du  polygone  figuratif  dont  la  pente  est 
un  nombre  imaginaire  correspondent  une  infinité  de  solutions 
d'ordre  imaginaire.  Nous  n'aurons  pas  de  différence  à  faire  entre 
le  cas  où  pour  chacune  des  extrémités  d'un  côté  C  la  pente  est 
imaginaire  et  le  cas  où  pour  les  deux  extrémités  du  côté,  ainsi  que 
pour  tous  les  points  figuratifs  situés  sur  le  côté,  la  pente  a  une 
même  valeur  imaginaire.  Dans  les  deux  cas,  chacune  des  extré- 
mités du  côté  fournira  une  infinité  de  solutions  d'ordre  imaginaire. 

(')  Si  u,  est  un  nombre  positif  qui  n'est  égal  à  la  pente  (coefficient  angulaire 
changé  désigne)  d'aucun  des  côtés  du  polygone  figuratif,  le  théorème  que  nous 
avons  énoncé  est  exact  :  il  n'y  a  de  solution  y  (x)  d'ordre  u.  que  si  u.  est  la  pente 
en  un  sommet  du  polygone  figuratif.  La  démonstration  que  nous  avons  donnée 
dans  le  cas  de  u.  imaginaire  s'applique  au  cas  actuel,  mais  la  réciproque  que  nous 
démontrons  dans  la  suite  est  inexacte.  On  se  rendra  facilement  compte  (d'après 
la  démonstration  que  nous  allons  donner)  que  cette  réciproque  n'est  exacte  que 
si  u.  est  un  nombre  compris  entre  les  pentes  des  deux  côtés  du  polygone  figuratif 
qui  aboutissent  au  sommet  considéré.  J'ai  du  reste  traité,  sous  une  autre  forme,  ce 
cas  où  u.  est  positif  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique,  t.  \V\\  I,  1908. 
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Soient  (30  et  a0  les  coordonnées  d'un  sommet  S  où  la  pente  est 

un  nombre  imaginaire  u.  =  a  -h  ib.  Désignons  par  -  et  —,  les  pentes 

(coefficients  angulaires  changés  de  signe)  des  deux  côtés  du  poly- 
gone qui  aboutissent  au  sommet  S  et  supposons  que  l'on  ait 

q     q' 

Si  l'on  a 

p  b  v       // 

g  U         q 

les  termes  d'ordre  moindre  seront  bien  ligures  par  le  sommet  S. 
Lorsqu'on  effectue  le  changement  de  variable  y  =  tx^  l'équa- 
tion (i)  devient 

(9)  a7rf«SBap«Pa7*+l*P-»-rfa7S(Aap-i-  [iB«p)<Pa:«+l*P=  o. 

En  donnant,  comme  nous  l'avons  fait,  la  disposilion  habituelle 
aux  axes  de  coordonnées  dans  le  plan  desquels  est  tracé  le  poly- 
gone figuratif,  le  côté  de  pente  -  qui  aboutit  au  sommet  S  sera 
situé  à  gauche  de  ce  sommet  et  le  côté  de  pente  —  sera  situé  à 
droite.  Désignons  par  D  la  demi-droite  obtenue  en  partantde  Set 
en  prolongeant  indéfiniment  vers  la  gauche  le  côté  de  pente-; 
D'  désignera  de  même  la  demi-droite  obtenue  en  prolongeant  vers 
la  droite  le  côté  de  pente  — ,•  Les  divers  points  figuratifs  de  coor- 
données (3,  a  peuvent  se  diviser  en  4  catégories  en  mettant  a  part 
le  sommet  S  : 

i°  Les  points  qui  sont  situés  sur  la  demi-droite  D'.  Pour  ces 
points  l'on  a 

a_a0  =  -(p-p„)|J         (p-p0>o). 

-i°  Les  points  situés  sur  la  demi-droite  D.   Pour  ces  points 
l'on  a 

a_a0  =  -(p-p0)|         (P-Po<o). 

3°   Les  points  situés  au-dessus  de  la  droite  D'.  Pour  tous  ces 
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points  l'on  a 

a-a0  =  -(p-p(1)^  +  -  (j3-p0>o), 

h'  étant  un  entier  positif. 

4°  Les  points  situés  au-dessus  de  ta  droite  D.  Pour  tous  ces 
points  l'on  a 

a_ao=_(P_p0)|+^         (fj_fj0<o), 

h  étant  un  entier  positif. 

Si  nous  divisons  les  deux  membres  de  l'équation  (g)  par 
3r«o-H&,  u n  terme  de  la  forme  Cap  ^x^+^P  devient  Cap  f P ar*-«.+it<P-P.î . 

Posons 

_//  /^  j_  i 

et  désignons  par  y  la  valeur  absolue  de  [i —  [i0  pour  le  terme  que 
nous  considérons.  Si  le  terme  considéré  est  représenté  par  un 
point  de  la  première  catégorie,  ce  terme  prendra  la  forme  Capt$xrr 

Si  le  terme  considéré  correspond  à  un  point  de  la  seconde  caté- 
gorie, ce  terme  prendra  la  forme  Cap  /P  xr2. 

Si  le  terme  considéré  correspond  à  un  point  de  la  troisième 
catégorie,  il  prendra  la  forme  Cap  tfix^x'^. 

Si  le  terme  considéré  correspond  à  un  point  de  la  quatrième 
catégorie,  il  prendra  la  forme  Cap  $  xr2  xhh . 

Nous  pouvons  dans  le  voisinage  de  j,  =  x2  =  i,,  =  .r1  =  o  et 
dans  le  voisinage  d'une  valeur  quelconque  t0  (t0  ^  o)  attribuée 
à  t  mettre  l'équation  (g)  sous  la  (orme 

(io)  x—  =  F  (t,  xi,  x2,x3,x,t), 

F  étant  une  fonction  holomorphe  des  diverses  variables  dans  le 
voisinage  des  valeurs  considérées.  Nous  pourrions  à  l'aide  de  cette 
forme  d'équation  obtenir  les  solutions  d'ordre  imaginaire  ja  au 
mojen  d'un  développement 

t  =  <l>  (Xi,  X2>  X3,  X;,) 

se  réduisant  à  t0  pour  xK  =  x2  =  x3  =  xk  =  o.  Il  me  paraît  y  avoir 
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avantage  à  montrer  tout  d'abord  qu'on  peut  réduire  le  nombre  des 
variables  auxiliaires. 

p--p- 
Nous  avons  xi     q  =  xix2;  par  suite,  si  nous  posons 


xPï-ir'  =  ç,        x\i'~ip'  =  l 
ce  qui  revienl  à  poser 

V  et  A"  désignant  deux  nombres  connus,  dont  le  rapport  est  ima- 
ginaire, nous  aurons 

a?1==  ÇP'/'-w',        x2  =  \i>î-<ii>' ,        a?8=  £»£*,        a:4=Ç»'$«' 
et  l'équation  différentielle  (10)  pourra  s'écrire 

(ii)  *a|=/(*»U), 

y  étant  une  fonction   liolomorphe  de  t,  Ç,  1;  dans  le   voisinage  de 
t=t0,  Ç  =  o,  %=o,  t0  étant  du  reste  quelconque,  mais  différent 
de  o.  F  s'annulait   pour  xt  —  x2=  o  quels  que  soient  t,  x3,  xh] 
f(t,  Ç,  £)  sera  nul  quel  que  soit  t  pour  Ç  =  Ç  =  o. 
Montrons  qu'il  existe  un  développement 

*  =  ?(U) 

se  réduisant  à  t0  pour  Ç=  o,  Ç  =  oet  fournissant  une  solution  de 
l'équation  (9)  lorsqu'on  remplace  Ç  et  £  en  fonction  de  x.  Pour 
qu'il  en  soil  ainsi,  il  suffit  qu'en  posant 

«  =  *0-»-T 

il  existe  une  fonction  T(Ç,  ;)  holomorphe  et  nulle  pour  Ç=£:=o 
et  vérifiant  l'équation 

Dans  le  second  membre  de  celle  équation  tous  les  termes 
contiennent  en  facteur,  (Tapies  ce  que  nous  avons  dit,  Ç  ou  ;.  Les 
ternies  de    degré   minimum  du   développement   T   vérifiant    celte 
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équation  seront  de  même  degré  que  les  termes  de  degré  minimum 
en  Ç  el  £  de  f(t0  -+-  T,  Ç,  £)  et  seront  semblables  à  ces  termes.  Les 
coefficients  de  ces  termes  se  détermineront  sans  peine,  ainsi  que 
les  coefficients  successifs  des  termes  de  degré  supérieur  du  déve- 
loppement T.  Si  l'on  suppose  déterminés  les  coefficients  des 
termes  de  degré  inférieur  à  m  +/i,  le  coefficient  du  ievmeCmnZ,mi" 
sera  déterminé  par  une  égalité  de  la  forme 

("m  "+"  *n)  Qmn  =  "-m ni 

K,„H  étant  une  fonction  connue  des  coefficients  déjà  détei- 
minés.  Le  rapport  des  nombres  X'  et  )/'  n'élanl  pas  un  nombre  réel 
négatif,  on  prouvera  en  raisonnant,  comme  le  fait  par  exemple 
M.  Picard,  Analyse,  ire édition,  t.  III,  p.  18g,  que  le  développement 
T  ainsi  obtenu  est  convergent,  pourvu  que  les  modules  dé  Ç  et  de 
ç  soient  inférieurs  à  un  certain  nombre.  Ceci  revient  à  dire  que 
les  modules  des  quantités  x{  et  x2  doivent  être  inférieurs  à  un 
certain  nombre  7),  que  nous  pouvons  toujours  pour  simplifier  sup- 
poser inférieur  à  l'unité. 

Montrons  maintenant  qu'on  peut  donner  à  x  des  valeurs  telles 
que  |;T||  et  \x^\  restent  inférieurs  à  t\  et  que  l'on  peut  faire  tendre 
x  vers  o  de  telle  façon  que  x(  et  x-,  et  par  suite  Ç  et  ç  tendent  vers  o. 
Ajant  posé 


nous  aurons 

|a?j 

Nous  devons  donc  avoir 


x  =  e"+'v,  [ji  =  a  -+■  bi, 

u (  a—!—)  —  bv  u[- a\+bi 

|  =  e  >      1  '       ,         |  x2 1  =  e  V?      ' 


(12)  (a——\u  —  6p<Lï), 
(i3)  p-fiju  +  ôKLi). 

Considérons,  dans  le  plan  de  la  variable  complexe  z,  les  deux 
droites  A'  el  A  ayant  respectivement  pour  équations 

(12')  (a — ^7)  «  —  bv  =  Lrn 

(i3')  y- — a\  u-^bv  =  Lrt. 

xxxix.  17 
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Parmi  les  4  angles  déterminés  par  ces  deux  droites,  il  y  en  aura 
un,  l'angle  V,  pour  lequel  les  inégalités  (i2)et(i3)  seront  simulta- 
nément vérifiées.  A  l'intérieur  de  cet  angle  V  la  quantité  u  sera 
nécessairement  négative,  car  l'on  aura 


(£_<)„<2L,. 
W        7/ 


Il  en  résulte  que  si  le  point  M  de  coordonnées  u  et  v  se  déplace 
à  l'intérieur  de  l'angle  V,  le  développement  T  sera  convergent  et 
si  M  s'éloigne  indéfiniment  à  l'intérieur  de  l'angle  V  de  telle  façon 
que  ses  distances  à  chacune  des  droites  A  et  A'  croissent  indéfini- 
ment, xt  et  x-2  et  par  suite  £  cl  H  tendront  vers  o  et  de  plus  .Tiendra 
aussi  vers  o;  il  est  impossible  en  effet  que,  dans  ces  conditions,  u 
reste  fini,  car  v  croîtrait  indéfiniment,  puisque  M  s'éloigne  indé- 
finiment cl  les  deux  inégalités  (i  2)  el(i3)  ne  pourraient  pas  être 
vérifiées  simultanément.  Il  exisle  donc  un  développement  suivant 
les  puissances  de  Ç  et  £ 

(i4)  *  =  <p(*o,Ç,&) 

se  réduisant  à  t0  pour  Ç  =  o,  ^  =  oet  fournissant  une  solution  de 
l'équation  (9),  lorsqu'on  remplace  Ç  et  £  en  fonction  de  x.  Les 
coefficients  de  ce  développement  sont  des  fonctions  de  t0,  qui  ne 
cessent  d'être  liolomorphes  que  pour  l0=o,  ou  t0  infini.  Nous 
avons  donc  bien  démontré  que,  si  en  un  sommet  S  du  polygone 
figuratif  .la,  pente  est  un  nombre  imaginaire  ut,  l'équation  (1) 
admet  une  infinité  de  solutions  y  [x)  d'ordre  imaginaire  (M. 


(  '  )  Si  en  1111  sommet  S  du  polygone  figuratif  la  pente  est  un  nombre  réel  u.,  les 
considérations  que  nous  venons  de  développer  s'appliquent.  On  a  b  =  0,  u.  =  a  et 
les  inégalités  (12)  et  (i3)  exigent  qu'on  ait 

puisque  u  doit  être  négatif.  Ce  n'est  donc  que  dans  ce  cas  que  nous  aurons  des 
solutions  y  (x)  dont  l'ordre  d'inlinitude  réel  p.  ne  soit  pas  égal  à  la  pente  d'un 
des  côtés  du  polygone  figuratif  cl  puisse  par  suite  Tire  irrationnel.  Nous  pouvons 
également  faire  remarquer  que.  dans  ce  cas  où  la  pente  \x  en  un  sommet  est  un 
nombre  réel,  il  est  impossible  ainsi  que  je  l'ai  démontré  (Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France,  (  XXXVI,  1908)  que  y  :  x*  ne  tende  vers  aucune 
limite,  lorsque  x  tend  vers  o.  La  particularité  que  nous  signalons  au  début  du 
n°  6,  dans  le  cas  où  u.  est  imaginaire,  ne  se  présente  donc  pas  si  p.  est  réel. 
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6.  Propriétés  des  solutions  obtenues.  —  Supposons  que  le 
point  M  de  coordonnées  u  cl  v  s'éloigne  indéfiniment  à  l'intérieur 
de  l'angle  V  de  telle  manière  que  sa  distance  à  l'un  des  côtés  de 
l'angle,  à  la  droite  A  par  exemple,  reste  finie,  \  restera  fini,  tandis 
que  Ç  tendra  vers  o.  En  général  (')  le  développement  co(£0,Ç,  if) 
contiendra  un  terme  où  £  ne  figure  pas.  Dans  ces  condi- 
tions, on  aura  des  solutions  telles  que,  lorsque  x  tend  vers  o 
suivant  une  certaine  loi,  y'.xV-  reste  fini,  mais  ne  tend  vers 

aucune  limite.  On   voit    sans  peine  que,   pour  ces   solutions,   le 

p 
rapport  xV-  '.  x'1  reste  fini.  Nous  mettons  ainsi  en  évidence  des  solu- 

p 
tions  pour  lesquelles  le  rapport  j/  ;  x'1  reste  fini.  Ces  solutions  ne 
sont  pas  à  proprement  parler  des  solutions  d'ordre  imaginaire  [x, 
puisque  le  rapport  de  y  ',  xV-  ne  tend  pas  vers  une  limite,  lorsque 
x  tend  vers  o.  Bornons-nous  à  étudier  dans  la  suite  les  propriétés 
des  solutions  d'ordre  imaginaire  u.  fournies  par  le  sommet  S  du 
polygone  figuratif,  à  l'aide  du  développement  (i4)- 
Si  m  est  un  nombre  réel  vérifiant  les  inégalités 

£  >  m  >  ^  , 

on  peut,  faire  tendre  x  vers  o  de  telle  manière  que  y  '.  xm  reste  fini 
mais  ne  tende  vers  aucune  limite. 

Considérons,  dans  le  plan  des  u,  v,  la  droite  ayant  pour  équa- 
tion 

(i5)  (a — m)  u  —  bv  =  o. 

Si  un  point  de  coordonnées  u  et  v  s'éloigne  indéfiniment  sur  cette 
droite  du  côté  des  u  négatifs,  on  voit  immédiatement  que  les  iné- 
galités (i  2)  et  (i3)  seront  vérifiées  dès  que  u  sera  supérieur  en 
valeur  absolue  à  une  certaine  limite.  Il  y  a  donc  une  portion  indé- 
finie (formant  une  demi-droite)  de  la  droite  (i5)  qui  est  située  à 
l'intérieur  de  l'angle  V.  Soit  A"  cette  demi-droite.  Si  le  point  M 
de  coordonnée  «,  v  s'éloigne  indéfiniment  de  telle  manière  que  sa 


(  '  )  Il  en  esl  toujours  ainsi,  sauf  dans  le  cas  où  pour  tous  les  points  figuratifs 
situés  sur  le  coté  D  du  polygone  la  pente  en  chacun  de  ces  points  est  (gale  à  un 
même  nombre  complexe  jj.. 
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distance  à  la  droite  A7  reste  finie,  les  conditions  (i  2)  et  (i  3)  seront 
nécessairement  vérifiées  et,  puisque  (« —  m)  a  —  bv  reste  fini, 
le  module  de  xv'~ni  qui  est  égal  à  e>a~m)u~bv  restera  fini,  y  \  xm 
reste  fiai,  mais  ne  tend  vers  aucune  limite,  car  l'argument  de 
x\i.-m  croi|  indéfiniment. 

Supposons  maintenant  (pie  le  point  M  s'éloigne  indéfiniment 
sur  une  courbe  ayant  une  branche  parabolique  dans  la  direction 
de  A".  Pour  fixer  les  idées,  supposons  en  désignant  par  A"  une  cons- 
tante et  en  faisant  croître  indéfiniment  a  par  valeurs  négatives  que 
l'on  ail 

(a  —  m)  «  =  bv  =  k  \J —  « • 
Nous  aurons 

\xV->n\  =  e*/=£; 

t  étant  un  nombre  positif  quelconque,  nous  aurons 

|a?[ji.-(/«-t-£)|  =  gk>/—u—&u  I^ja— (/«—£>  I  =  g/c\/—u-t-eum 

11  en  résulte  que  si  k  est  positif  y  :  x"1  croit  indéfiniment,  ainsi 
que  y  :  xm+E,  tandis  que  y  '.  xm~z  tendra  vers  o,  si  petit  que 
soit  t. 

Si  A"  est  négatif  nous  avons  des  solutions  telle  que,  lorsque  x 
tend  vers  o,  y  l  xm  et  y  \  xm~E  tendent  vers  o,  tandis  que  y  '.  xm+z 
croit  indéfiniment  si  petit  que  soit  z. 

Les  solutions  que  nous  venons  de  mettre  en  évidence,  lorsqu'il 
y  a  des  solutions  d'ordre  imaginaire,  sont  à  rapprocher  des  solutions 
d'ordre  réel  que  nous  avons  désignées  sous  le  nom  de  solutions 
d'ordre  m  —  o  et  m  +  o  (Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  '.Y'  série,  t.   I,  1909,  n"  l). 

Nous  venons  de  montrer  plus  haut  que,  si  la  pente  en  un  sommet 

S  du  polygone  figuratif  où  aboutissent  deux  côtés  de  pente  —  et  — , 
est  un  nombre  complexe  u.,  et  si  ni  est  un  nombre  compris  entre 
el  ,  il  y  a  des  solutions  y  (x)  de  l'équation  (1)  telles  qu'en  fai- 
sant tendre  convenablement  x  vers  zéro,  y  '.  x"1  reste  fini.  Démon- 
trons une  réciproque.  Un  nombre  réel  m  quelconque  est  néces- 
sairement compris  entre  les  pentes  de  deux  côtés  consécutifs  du 
polygone  figuratif,  soit  S  le  sommet  commun  à  ces  deux  côtés.  La 
réciproque  à  démontrer   est  la  suivante.   S'il  y  a    des   solutions 
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d'ordre  imaginaire  (')  telles  que  y  \  xm  reste  fini,  lorsque  x  tend 
vers  o  suivant  une  certaine  loi,  la  pente  du  sommet  S  est  un  nombre 
imaginaire  u. 

Soit  £jl  l'ordre  imaginaire  (u.  =  a-f-6f),  de  la  solution y(x)  que 
nous  considérons  et  pour  laquelle  y  \  xm  reste  fini.  Le  raisonne- 
ment que  nous  avons  fait  au  n°  3  montre  non  seulement  que,  pour 
qu'il  y  ait  une  solution  d'ordre  imaginaire  jj.,  il  faut  que  [i  soit  la 
pente  en  un  sommet  S'  du  polygone  figuratif,  mais  il  montre  aussi 
que  la  valeur  du  rapport  u  '.  e,  lorsque  x  tend  vers  o,  doit  être 
telle  que  parmi  les  termes  d'ordre  moindre  de  ^t.yY(x^y)+x'X.(x1y) 
il  y  ait  ceux  qui  sont  figurés  par  le    sommet   S'.   Ceci  exige  que  v 

soit  compris  entre  les  pentes  -  et  ^—,  des  deux  côtés  aboutissant  au 

sommet  S'.  On  doit  donc  avoir 

(  1 6  )  —  >  a — ,  • 

q-  v    ~  g 

Si  pour  la  solution  que  nous  considérons  y  \  xm  reste  fini,  lorsque 
x  tend  vers  o  suivant  une  certaine  loi,  il  faudra  que  xW~m  reste  fini  ; 
l'expression  au —  bv  —  mu  ne  devra  croître  indéfiniment  ni  par 
valeurs  positives,  ni  par  valeurs  négatives,  lorque  u  tend  vers  —  ce. 

Il  faut  donc  que  a  —  ■ m  tende  vers  o  et,  d'après  les  inégalités 

(16),  ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  m  est  compris  entre  —  et  —  Le 

sommet  S  de  l'énoncé  coïncide  avec  le  sommet  S'  introduit  dans 
la  démonstration,  la  pente  au  sommet  S  est  bien  un  nombre  ima- 
ginaire pu 

11  ne  me  paraît  pas  inutile  de  remarquer  que  pour  toutes  les  solu- 
tions que  nous  mettons  en  évidence  à  l'aide  du  développement  (i  4), 
xV-  et  par  suite  y  tendent  vers  o  avec  x.  Les  inégalités  (ia)  et  (i3) 
nous  donnent  en  effet 

P  Y  1  P 

—.  u  -\-  L  -ri  >  a  u  —  b  v  > Lr.  ; 

q  q 


(')  Nous  ne  supposons  pas  que  les  solutions  d'ordre  imaginaire  que  nous  consi- 
dérons soient  uniquement  celles  fournies  par  les  développements  du  n°  5.  Nous 
admettons  qu'en  dehors  des  solutions  fournies  par  notre  méthode,  il  puissi  en 
exister  d'autres. 
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les  deux  termes  extrêmes  tendent  tous  les  deux  vers  — oo,  lorsque 

x  tend  vers  o,  la  quantité  au  —  bv  tend  donc  aussi   vers  — oo  et, 

puisque  l'on  a 

|  arfJ- 1  =  ea"-°v, 

xV-  et  y  tendent  vers  o.  Nous  concluons  de  là  (pie  les  conditions  de 
convergence  (12)  el(i3)  ne  nous  permettent  pas,  pour  le  cas  consi- 
déré ici,  de  mettre  en  évidence  des  solutions  de  l'espèce  signalée 
dans  la  note  de  la  page  220,,  c'est-à-dire  telles  que  xV-  reste  fini, 
lorsque  x  tend  vers  o.  Nous  allons  rencontrer  de  pareilles  solu- 
tions dans  un  cas  particulier  que  nous  allons  étudier. 

7.  Cas  particuliers.  —  Il  est  évident,  d'après  les  théorèmes 
d'existence  des  solutions  d'équations  différentielles,  que  l'équa- 
tion (1)  n'a  pas  de  solution  d'ordre  imaginaire  dans  le  voisinage  de 
x  =  o,  y  =  o,  si  X  (o,  o)  et  Y  (o,  o)  ne  sont  pas  nuls.  Il  serait  du 
reste  facile  de  le  montrer  à  l'aide  des  résultats  (pic  nous  avons 
obtenus  (n°  -4).  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  examiner  le  cas 
où  X  (o,  o)  et  Y  (o,  o)  sont  nuls.  Le  polygone  figuratif  que  nous 
avons  construit  a  ses  deux  sommets  extrêmes  situés,  l'un  A  sur 
l'axe  des  coordonnées  oa,  l'autre  B  sur  l'axe  des  abscisses  o  [ii.  Il  est 
intéressant  d'examiner  ce  qui  se  passe  lorsque  la  pente  en  l'un  de 
ces  sommets  est  un  nombre  complexe  jjl.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi, 
il  est  nécessaire  que  ce  sommet  représente  à  la  fois  un  terme  île 
x\(x,y)  et  un  terme  de  y  Y  (x,y). 

Considérons  d'abord  le  cas  où  la  pente  au  sommet  B  est  un 
nombre  complexe  u  =  a-\-  bi.  Employons  les  notations  du  n°  5. 
Un  des  côtés  aboutissant  à  ce  sommet  est  l'axe  o  (3  prolongé  indéfi- 
niment vers  la  droite,  ce  sera  la  droite  D'.  Nous  avons  ~,  =  O. 

9 

L'autre  coté  aura  la  pente  —  et  l'on  a 

1  '/ 


xV-, 


X»  =  x'I    '  .  t  =  x'[ ,         £  =  x'L . 


En  employant  les  raisonnements  et  les  notations  du  n"  (>  nous 
voyons  que  si  l'on  prend  une  solution  y(x)  quelconque  obtenue  à 
l'aide  du  développement  (1  (),  en  donnant  à  /„  une  certaine  valeur, 
nous  avons  les  propriétés  suivantes  qui  ne  se  présentent  pas  sous 
la  même  forme  dans  le  cas  général  : 
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i°  Si  le  point  M  de  coordonnées  a,  v  s'éloigne  indéfiniment 
dans  l'angle  V,  en  restant  à  une  distance  finie  de  la  droite  A',  xV- 
reste  fini,jK:  agreste  aussi  fini.  Le  module  de  ces  deux  quantités 
peut  tendre  vers  une  limite,  mais  leur  argument  croît  indéfiniment 
lorsque  x  tend  vers  o.  Nous  avons  des  solutions  d'ordre  imagi- 
naire de  l'espèce  signalée  dans  la  note  de  la  page  229. 

20  Supposons  que  M  s'éloigne  indéfiniment  dans  l'angle  V  sur 
une  courbe  ayant  une  branche  parabolique  dans  la  direction  de  la 
droite  A'.  Si  par  exemple,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposons  que 
l'on  ait,  en  désignant  par  k  une  constante  positive 

au  —  b  <>  =  —  k  \/ —  u, 

y  tend  vers  o  avec  x,  mais  y  \  xz  croît  indéfiniment  si  petit  que 
soit  s.  Nous  avons  une  solution  analogue  à  celles  que  nous  avons 
appelées  solutions  d'ordre  nul. 

Considérons  le  cas  où  la  pente  au  sommet  A.  est  un  nombre 
complexe.  Un  des  côtés  du  polygone  figuratif,  le  coté  D  aboutissant 

au  sommet  A  est  l'axe  oa  et  -  devra  être  considéré  comme  infini. 

L'autre  côté  D'  aura  la  pente  —.•  Nous  serons  conduits  à  poser 

,9  [ 

p  1 

v-— —,  -* 

xt=  x      '/',        Xi  =  a?,  £  =  #,,         \  =  afl  . 

Les  premiers  membres  de  (i3)  et  (i3')  doivent  être  remplacés 
par  jx. 

Nous  voyons  d'abord  que,  si  grand  que  soit  le  nombre  fixe  m 
supérieur  à   —,,  on  peut  faire  tendre  x  vers  o  de  telle  manière  que 

y  \  xV-  reste  fini.  C'est  la  propriété  signalée  dans  le  cas  général, 
avec  la  seule  différence  que,  dans  le  cas  général,  m  devrait  être 
inférieur  à  -•  Nous  pouvons  dans  le  cas  actuel  mettre  en  évidence 
une  autre    propriété. 

Faisons  éloigner  indéfiniment  dans  l'angle  V  le  point  M  de  coor- 
données u,  v  sur  une  courbe  ayant  une  branche  parabolique  dans 
la  direction  u  =0.  Pour  fixer  les  idées,  posons,  en  désignant  par 
k  une  constante  positive, 

au  —  bv  =  —  feu2; 
x\L-m  tendra  vers  o,  quel  que  soit  le  nombre  m. 
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Pour  toute  valeur  de  m  le  rapport  y  '.  Xm  tendra  vers  o, 
lorsque  x  tend  vers  o.  Nous  aurons  une  solution  du  genre  de 
celles  que  nous  avons  appelées  solutions  d'ordre  infini . 


SUR   LA  REPRÉSENTATION  ANALYTIQUE  D'UN   CONTINU    IRRÉDUCTIBLE: 
Par  M.    L.   Zoretti. 

1.  J'ai  démontré  dans  un  Mémoire  paru  aux  A  finales  de  l'École 
Normale  (1909)  qu'un  continu  irréductible  (')  entre  deux  points 
est  l'ensemble  limite  d'une  ligne  de  M.  Jordan. 

Cet  énoncé  peut  d'abord  être  précisé  de  la  façon  suivante  :  Soit 
C  le  continu  donné,  irréductible  entre  a  et  b,  et  soit  J„  une  des 
lignes  de  Jordan  en  infinité  dénombrable  qui  tendent  vers  C. 
Toutes  les  lignes  J„  passent  par  a  et  b.  Extrayons  de  l'ensemble 
des  J„  une  suite  dénombrable  de  lignes.  L'ensemble  limite  reste 
continu  et  contient  a  et  b.  Tous  les  points  limites  sont  des  points 
de  C.  Donc,  puisque  C  est  irréductible,  l'ensemble  limite  est  C  tout 
entier. 

Soit  encore  m  un  point  quelconque  de  C.  Je  dis  que  ///  <•>! 
limite  pour  tous  les  Jn.  En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  pour- 
rait trouver  une  infinité  de  valeurs  de  n  (indéfinimenteroissantes) 
tels  que  les  Jw  correspondants  ne  pénètrent  pas  dans  un  cercle 
déterminé  de  centre  m.  Cela  est  contraire  à  ce  que  nous  venons 
de  voir,  car  il  existerait  alors  un  ensemble  de  lignes  extrait  de  J„ 
pour  lequel  l'ensemble  limite  ne  contiendrait  pas  ///. 

Donc  le  continu  C  a  tous  ses  points  limites  pour  tous  les  J„  (-). 
Le  raisonnement  subsiste  si  les  J„,  sans  passer  para  el  6,  admettent 
ces  points  comme  points  limites  pour  tous. 


(')  Pour  le  sens  de  ce  nn>t  el  les  propriétés  de  ces  ensembles,  je  renvoie  au 

Mémoire  précédent  el  à  un   Mémoire  qui  paraîtra  prochainement  dans  les    le  ta, 

(  -  )   Voir  t..  Zoretti,  Bull.  Soc.  math.,  1909,  p.  n6,  ou  Encyclopédie  J.  Mois. 

article  II,  1,   n°  lô,  p.   i  }5, 
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J'ajoute  que  pour  les  J„  on  peut  même  choisir  des  lignes  de 
Jordan  sans  point  double  on  simples. 

2.  Essayons  de  tirer  de  là  quelques  conséquences  sur  la  possi- 
bilité de  représenter  les  coordonnées  d'un  point  d'un  continu  irré- 
ductible par  des  fonctions  d'une  variable. 

On  peut  trouver  deux  fonctions  continues  (cas  du  plan) 

telles  que,  t  variant  de  o  à  i ,  le  point  x,  y  décrive  la  ligne  Jw  (a) 
correspondant  par  exemple  à  t  =  o,  et  b  à  t  ==  i  ).  Il  est  assez  na- 
turel de  considérer  les  fonctions  de  t 

x  =  lim/n(n, 

n  oo 

y  =  lim  £-„(<), 

n  oo 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  séries 

*=/i(0 +2 [/«(*)-/»  i(0], 

n 

r=gM+-^[gn(t)-gn-x{t)l 

n 

Mais  il  ne  faudrait  pas  croire  que,  pour  une  valeur  donnée  de  t, 
ces  séries  convergent,  ni  que,  lorsqu'elles  convergent,  elles  repré- 
sentent un    point  quelconque  de  C  :  cela   reviendrait  à  dire  que 
toute  fonction  limite  de  fonction  continue  est  continue. 
Le  raisonnement  doit  donc  être  modifié  et  complété. 

3.  Commençons  par  déterminer  un  ensemble  dénombrable  de 
points  de  C  dont  le  dérivé  coïncide  avec  C.  On  sait  que  cela  est 
possible  ;  soit  E  cet  ensemble. 

Donnons-nous  un  nombre  e,  et  prenons  dans  E  les  n  premiers 
points.  Rangeons-les  dans  un  certain  ordre,  soit  l'ordre  a,,  a2,  .-., 
an.  Entre  a  et  a, ,  entre  at  et  aïy  •••,  entre  an  et  ù,  établissons  des 
chaînes  de   points  de   C  à  chaînons  inférieurs  à  e  (').  Nous  obte- 

(  '  )  On  peut,  si  l'on  veut,  supposer  que  les  sommets  sont  tous  des  points  de  K, 
car  la  seule  propriété  de  l'ensemble  qu'on  utilise  est  d'être  bien  enchaîné;  or  E 
qui  est  dense  sur  C  est  bien  enchaîné. 
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nons  ainsi  une  file  de  points  que  je  numéroterai  a0,  a,,  x2,  ...,  a7, 
(a  et  b  élani  respectivement  a0  et  a^,).  En  joignant  chaque  point 
au  suivant,  ou  obtient  une  ligne  de  Jordan.  Exprimons  les  coordon- 
nées d'un  point  de  cette  ligne  par  des  fonctions  continues  d'une  va- 
riable t,  ces  fonctions  étant  assujetties  à  prendre  pour  les  valeurs 

suivantes  de  t  :  o,  -»  ->  ■  •  ■ ,  - >  i ,  les  valeurs  des  abscisses  ou 

P    P  P 

ordonnées  des  points  a0,  a,,  . .  . ,  z.p. 

Considérons  les  n'  points  suivants  de  E;  rangeons-les  parmi  les 
a  dans  un  ordre  quelconque,  et  traitons  chaque  intervalle  x,-,  a,+l 
comme  nous  l'avons  fait  tout  à  l'heure  pour  l'intervalle  a.  b.  en 

changeant  s  en  -■>  eten  prenant  parmi  les  sommets  de  la  chaîne  entre 

a,  et  a/+,  ceux  des  n'  points  de  E  que  nous  avons  convenu  de 
placer  entre  a,  et  a,+, .   Représentons  la  ligne  de  Jordan  obtenue 

entre   a,   et  a,+  ,   par  des  fonctions  continues,  définies  de  /  =  -  à 

t  = ,  prenant  pour  ces  valeurs  les  valeurs  des  coordonnées  de 

P  .  , 

a,  et  a,,  ,,  et  pour  les  valeurs h  — :j   •  •  • .  — h  —  >  — Y-  — ? 

+  '  P        PP  p  pp       p        pp 

les  valeurs  des  coordonnées  des  p'  sommets  consécutifs  de  la 
chaîne. 

La  réunion  de  ces  ip  fonctions  continues  forme  deux  fonctions 
continues  définies  de  o  à  i. 

Continuons  ainsi  en    prenant   /*",  n'" ,  ...,  nouveaux  points  sur 

E  (on  peut  faire  //  =  n'  =  n"  =  i)  et  les  valeurs  ->  5»  ••  »  pour  les 

longueurs  maxima  des  chaînons. 

Désignons  par  fy.(t),  gp(t)  les  fonctions  de  t  obtenues  chaque 
fois,  l'indice  u.  se  rapportant  au  numéro  d'ordre  de  l'opération,  el 
considérons  les  séries 

^=/.(0+^IA(o-/,,  i(01. 
v- 

I* 

1"  Ces  séries   sont  convergentes  pour  toutes   les   valeurs  de    t 

telles  que —,  — I ;,  •••:  car  pour  une  telle  valeur',  les  fonctions 

1       P    P       PI'  r 
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/jx  et  gv.  gardent  la  même  valeur  à  partir  d'une  valeur  suffisam- 
ment grande  de  u.  Je  dis  que  ces  valeurs  de  t  forment  un  en- 
semble dense  dans  l'intervalle  o,  i.  En  effet,  supposer  le  contraire 
reviendrait  à  supposer  qu'à  partir  d'un  certain  moment  l'intervalle 

— ,  ne  serait  plus  réduit,  ce  qui   est  absurde,   caria  distance 

P       P  ' 

y.p,  xp  i  finit  certainement  par  être  supérieure  à  la  longueur  —  du 
cbaînon  qui  est  aussi  petite  qu'on  veut. 

2"  Pour  les  valeurs  de  t  que  nous  venons  de  définir,  les  fonc- 
tions x  et  y  sont  égales  aux  coordonnées  de  certains  points.  Ces 
points  sont  tous  sur  C  (ou  sur  E  si  l'on  veut)  et  parmi  eux  figurent 
tous  les  points  de  E;  c'est  dire  qu'ils  forment  un  ensemble  de 
points  qui  est  dense  sur  C. 

3°  Pour  une  valeur  de  t  différente  de  celles-là,  on  ne  sait  plus 
si  les  séries  convergent;  mais  on  peut  dire  que  les  valeurs  fy.(t) , 
gu.(t)  (t  ayant  une  de  ces  valeurs  bien  déterminée  et  fixe)  défi- 
nissent des  points  dont  les  points  limites  sont  tous  sur  C. 

Nous  avons  donc  l'énoncé  suivant  : 

On  peut,  (tu  moyen  de  fonctions  limites  de  fonctions  conti- 
nues définies  pour  un  ensemble  partout  dense  de  valeurs  de  la 
variable,  représenter  les  coordonnées  d'un  ensemble  de  points 
denses  sur  un  continu  donné  quelconque. 

\.  Je  n'ai  pas  eu  besoin  de  l'hypothèse  que  le  continu  est 
irréductible.  Peut-être,  pour  cette  catégorie  spéciale  d'ensembles, 
peut-on,  en  tenant  compte  de  l'ordre  des  points  sur  le  continu, 
faire  en  sorte  que  les  fonctions  précédentes  soient  définies  pour 
toute  valeur  de  t.  Il  y  a  là  un  rapprochement  intéressant  à  faire 
avec  la  classification  des  fonctions  de  M.  Baire.  Le  continu  irréduc- 
tible ordinaire  est  au  continu  irréductible  que  j'appelle  simple  ('  ), 
que  j'appelais  d'abord  complètement  fermé  (et  qui  est  la  ligne  de 
Jordan),  ce  que  l'ensemble  des  fonctions  de  la  première  classe  est 
à  l'ensemble  des  fonctions  continues  ou  de  classe  zéro. 


(')    Voir  mon  Mémoire  des  Acta. 


-  250  - 
5.  Je  termine   par  un  exemple  :  je  choisirai  la  fonction  clas- 
sique y  =  sin—  Considérons  les  fonctions  continues  suivantes  : 


i°  ^i  =  sin-  pour  -<|a»|<i, 

i 
yx  =  o  pour  \x\  <  -; 

2e  ^  =  sin-  pour  -<|arf<i, 

y2  =  o  pour  ja;  |  <  -; 


jK„=sin-  pour  <    r    <i, 

yn=o  pour  |^|< 


La  fonction 

y  =  yi  +  ^iyn  —  yn-\), 

limite  de  fonction  continue,  existe  pour  toute  valeur  de  x  entre 
—  i  et  -f-  i .  Elle  représente  (au  sens  défini  dans  celte  Note) 
l'ensemble    irréductible    non    simple   formé    par    l'adjonction    à 

^•  =  sin  —  de  la  portion  —  i ,  +  i  de  l'axe  des  y.  Elle  est  nulle 

pour  x  =  o. 


DES  ÉQUATIONS  DOMINANTES; 
Par   M.    A.    PELLET. 

1.  Soit  t  une  variable  positive;  «étant  une  fonction  Unie  pour 
l  =  o,  nous  appellerons,  d'après  une  expression  de  M.  Collon  ('), 
Jonction  dominante  de  a,  une  fonction  A  positive  non  décrois- 
sante   lorsque  /   augmente    et    toujours    supérieure   ou    égale   au 

module  de  a;    pour    une   fonction  —,   a  élani   finie   pour   /=o 


(')  Sur  l'intégration  approchée  des  équations  différentielles  (Bulletin  de 
la  Société  mathématique,  i 
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A 

et  n  >  o,  une  fonction  dominante  sera  —  >  A  étant  toujours  une 

fonction  positive  non  décroissante  et  l'inégalité 

A  1 1  a  \t*t-n 

étant  satisfaite  pour  toute  valeur  de  t.  Nous  appellerons  équation 
dominante  de  l'équation 

Xi—f(xu  x2,  .  .  .,  xn)  =  o, 

où  y  est  une  fonction  holomorphe  des  quantités  x,  les  coefficients 
étant  des  fonctions  de  t,  toute  équation 

X,-  F(X„XÎ,  ...,Xn)  =  o. 

dans  laquelle  les  coefficients  de  F  sont  des  fonctions  dominantes 
des  coefficients  correspondants  de  la  fonction  y". 
Soient  les  n  équations  : 

(i)  xi—fi(xi,x2,...,xn)  =  o         (*  =  i,  2,  ...,  n); 

formons  les  n  équations  dominantes  respectives 

Xi- F(X„  ...,X„)  =  o. 

Désignons  par  j(X)  le  résultat  de  la  substitution  de    X  à  X|, 
X2,  ...,  Xn  dans  F(X|,  X2,  ...,  Xn);   et  considérons   l'équation 

(2)  X  — ,?(X)  =  o. 

Posons 

£(X)  =  Ao-f-A,X-+-A,Xî-»-...-H  A  ,„X'« -+-..., 

et  supposons  que  t  variant  de  t0  à  th  (t,  >>  t  >  £0),  l'inégalité 

2A0 cJ'(2A0)^O  OU  1-2Â!  —  4  A2A0  — .. .— 2,nAmA'0"_1  — . . .  |o 

soit  satisfaite.  Pour  ces  valeurs  de  t,  les  équations  (1)  admettront 
un  système  de  solutions  unique;  les  valeurs  de  Xi  seront  toutes 
dominées  par  X  et  2  A0  (  2  A0  >  X  >  |  xi  J)  et  pourront  être 
obtenues  par  la  série  de  Newton.  Pour  les  autres  systèmes  de  solu- 
tions des  équations  (1),  on  aura 

Xi\    >    2Ay. 
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Voir  mon   Mémoire  sur  les  équations  majorantes  [Bulletin 
de  la  Société  mathématique,  iqoq). 

2.   Soit  le  système  de  n  équations  différentielles  : 

(3)  rit—  fi(Xi, #s,  ••.,#»)  =  0         (ï  =  i,-i, n), 

les  fonctions  inconnues  x{,  xn  étant   assujetties  à   s'annuler 

avec   t;/i  désigne   une  fonction   liolomorphe  de  xt,  x% ./„, 

les  coefficients  étant  des  fonctions  de  t  continues  ou  de  la 
forme  —  >  a  étant  continue;  x\  dérivée  de  Xi.  Formons  comme 
tantôt  les  n  équations  dominantes  respectives  : 

X;  —  F(X,,  \2,  ....  Xn)  =  <>        (»s=i,a,  ...,n); 

puis  l'équation 

(4)  X'-£(X)  =  o, 

en  faisant 

Xj  —  X2  =  .  .  .  =  Xn  =  X. 
Posons 

,f<X)  =  Ao+AlX  +  ...+  A,„X»+...) 

et  supposons  A.0=£aB0,  e  étant  supérieur  à  — 1,  et  B0  finie  pour 

t  =  o;  alors 

A0<f 
e  -t-  1 

est    une  fonction  dominante  de  toute  intégrale    /    a  dt .  où  '/  est 

une  fonction  continue  dominée  par  A0.  Enfin  considérons  l'équa- 
tion 

Y_,m=1. 


et  supposons  (pie  /  variant  de  o  à  T,  l'inégalité 
ou 

(6)  1        ■ h...-+-2«-;-2 !i_  */«-!_... 

"e  +  i  (e  -+- 1)'" 

soit  satisfaite.    Dans  ces  conditions,  les  équations  (3)  admettent 
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un   système  de   solutions,    s'anuulant   pour   t  =  o,  et  qu'on    peut 
obtenir  par  la  méthode  des  approximations  successives. 

En  effet,  l'équation  (5)  admet  une  racine  y'  positive  plus  petite 
que  2À0;  on  en  déduit  une  fonction  y  s'anuulant  pour  t  =  o,  plus 

petite  que 

L'équation  (4)  admet  une  solution  X  s'anuulant  avec  t,  qu'on 
peut  obtenir  par  approximations  successives,  et  l'on  a  y>X.  Les 
fonctions  xi  données  par  approximations  successives  par  les  équa- 
tions (4)  admettent  X  pour  fonction  dominante. 

3.  De  là  il  résulte  que  si  dans/,  le  coefficient  de  x'^'x™*. . .  xmnn 
est  le  rapport  d'une  fonction  continue  de  L  par  une  puissance  de  /, 
d'exposant  inférieur  à  m.\  +  m2  +  ...  -4-  /W/,,  les  équations  (3) 
admettront  un  système  de  solutions  s'annulanl  avec  /,  si  par  une 
substitution  Xi  =  Vi  -+-  Yii  Vi  étant  une  fonction  continue  de  t 
s'annulanl  pour  <=o,on  peut  amener  l'ordre  infinitésimal  de  A0, 
e,  par  rapport  à  £,  à  être  aussi  grand  que  l'on  veut. 

Ainsi  soient  les  (n  —  i)  équations  différentielles 

.  dxi  dxn 

Kl) 


f\\x\ix1i  •  •  -i  xn)  JnKx\i  x2,   •  •  'i  #«) 

où  tous  les  dénominateurs  sunt  des  fonctions  holomorplies  des 
variables  x,  s'annulant  lorsque  toutes  ces  variables  s'annulent. 

i"  Si  les  termes  du  premier  degré  ne  sont  pas  nuls  dans  toutes 
les  fonctions  /,,  égalons  ces  rapports  à  —  et  posons 

cp)n  représentant  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré  de  /<•;  ol 
ne  contenant  par  suite  que  des  termes  du  second  degré  au  moins; 
puis  xi  =  Ui  -\-yi  et  déterminons  les  n  quantités  Ui  par  les  équa- 
tions différentielles  linéaires  à  coefficients  constants  : 

tu't=  ç>/(  Ki.  ..Un), 

et  la  condition  de  s'annuler  avec  t.  Si  A  ().)  représente  le  déter- 
minant des  équations  du  premier  degré  homogènes 

>  'h      v,'  I  "i-  •  • .,  un)        (t  =ï,2i  • ..,  n), 
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o  le  nombre  des  racines  de  L'équation  de  dey  ré  n 

A(X)  =  o 

ayant  leur  partie  réelle  positive,  en  tenant  compte  de  leurs  degrés 
de  multiplicité,  les  quantités  ut  contiennent  a  constantes  arbi- 
traires et  des  termes  contenant  en  facteur  des  puissances  de  L/ 
tout  en  tendant  vers  o  avec  t,  s'il  y  a  des  racines  multiples.  Les 
équations  en  yi  seront  de  la  forme 

ty'i='ii^yuyu  ••-,.r,i)-^&;.0)+^,      («'  =  1,2 *), 

les  coefficients  de   la   fonction   bolomorphe   •!/,  de  v, y„,  qui 

s'annule  avec  ces  variables,  étant  maintenant  tondions  de  t,  ceux 
des  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux  y  sannulant  avec  /. 
ainsi  que  Of1.  JNous  poserons 

les  u\{)  étant  déterminées  par  les  équations 

t.  u'tl  '  =  çji  'l u  ,'  ' ,  u(2",  ...,«</>)-+-  b\0)         (  i  =  1 .  2,  ...,»), 

et  la  condition  d'être  infiniment  petites  avec  /  d'ordre  le  plus 
élevé  possible;  et  opérerons  sur  les  équations  en  i  comme  nous 
avons  opéré    sur  les  équations  en  y. 

Nous   obtenons  ainsi  pour  les  Xi  des  séries 

Xi  —  Ui  -+-  u\ .'  >  -+- . . .  +  k«K)  -+-..., 

dans  laquelle  les  termes  sont  infiniment  petits  avec  t,  l'ordre 
allant  en  augmentant  avec  l'indice  K;  ces  séries  sont  donc  con- 
vergentes. 

20  Si/?>i  est  le  degré  des   termes  de   moindre  degré   n'étant 
pas  nuls    dans  toutes  les    fonctions  /,,    égalons    les    rapports  (7) 

.    dt 

a  — >  et  posons 

cp'/"  représentant  l'ensemble  des  termes  homogènes  de  degré  p 
dans  /',,  oi  ne  contenant  par  suite  (pic  des  termes  de  degré  />  -\-  1 
au  moins. 
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Puis  posons 

xi=  ait  -+■  yt, 

les  n  coefficients  numériques  ai  satisfaisant  aux  équations 

at=  cp/"(«ii  «2,  •  •-,««)        (i==  i,  2,  ...,  n  i, 
supposées  compatibles.  Les  équations  en  y  sont  de  la  forme 
tyi  =  tyi>(yuyi,  ...,yn)-±-b\^  +  ^i        (i'  =  f,  2,  ...,  n), 

les  fonctions  '|^'  étant  homogènes,  du  premier  degré,  à  coefficients 
constants;  <j^-  une  fonction  holomorphe  des  quantités  y,  s'annulant 
avec  lotîtes  ces  quantités;  mais  de  plus  les  termes  du  premier  degré 
en  y  s'annulent  avec  t  ainsi  que  b\0},  qui  est  un  infiniment  petit 
avec  t  d'ordre  supérieur  à  1;  enfin  le  coefficient  de  y"^ y"'- ...  y™" 
contient  en  dénominateur  une  puissance  de  t  au  plus  égale  à 

Posons 

yi  —  ut-i-zi, 

les  fonctions  m  satisfaisant  aux  équations 

tu',-  =  ^;."(«,,  h2,  ...,  M/j)h-6^)        (,;  =  i)2,  ...,  ,j), 

et  étant  assujetties  à  être  infiniment  petites  avec  t  d'un  ordre 
supérieur  à  1.  Ainsi  A(a)  étant  le  déterminant  des  équations 
du  premier  degré 

p  le  nombre  des  racines  de  l'équation  de  degré  /?.,  A(X)  =  o, 
dont  la  partie  réelle  est  supérieure  à  1,  en  tenant  compte  de  leurs 
degrés  de  multiplicité,  les  quantités  ui  contiendront  p  constantes 
arbitraires  et  des  termes  contenant  des  puissances  de  ht  en  facteur, 
tout  en  tendant  vers  o,  s'il  y  a  des  racines  multiples. 

On  aura  pour  les  Zi  des  équations  de  la    même  forme  que  les 
équations  en  yi 

tz't=  <K'  (  si,  *s,  .  .  .,  ««)■+■  c?-H  yj        (i  =  1.  2,  .  .  .,  n). 
Posons 
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en  déterminant  Kn)  par  les  équations  linéaires 

tu'V'=  ^'(k',1',  «(2n-  ...,  u\}])-^c'f         (i  =  1,2,  .  ..,«), 

et  la  condition  d'être  infiniment  petites  avec  t,  d'ordre  le  pins  élevé 
possible;  et  opérons  sur  les  équations  en  Wi  comme  nous  avons 
opéré  sur  les  équations  en  Zi.  JNous  obtenons  ainsi  pour  les  xi  des 
séries 

xi  =  att  -+-  ut ■+•  ultl) -t- . . .  -+■  ulJH -+- .  .  ■ , 

où  les  termes  u'^  infiniment  petits  avec  t  sont  d'un  ordre  qui  va  en 
augmentant  avec  l'indice  K;  ces  séries  sont  donc  convergentes. 


SUR  LA  FONCTION  SEMI-CONTINUE; 
Pau  M.   Zoard  oe  Geocze. 

Dans  un  travail  antérieur  ('),  j'ai  exposé  la  quadrature  de  deux 
classes  de  la  surface  z=f(x,y)  et  j'ai  indiqué  la  quadrature  de 
la  surface  générale  z  =  f(x,y).  Dans  ces  recherches,  il  était  né- 
cessaire de  faire  usage  do  certaines  propriétés  de  la  fonction  semi- 
continue.  Ces  propriétés  furent  établies  d'une  manière  qu'on  ne 
peut  considérer  comme  assez  satisfaisante  au  point  de  vue  de  la 
méthode,  car  dans  les  démonstrations,  il  n'était  pas  fait  abstrac- 
tion de  la  surface.  De  plus,  dans  les  recherches  relatives  à  la  sur- 
face générale  z=f(x,y),  on  ne  pourrait  suivre  que  très  difficile- 
ment le  même  chemin.  La  nécessité  s'impose  donc  d'établir  les 
propriétés  en  question,  en  ne  considérant  que  la  fonction  en 'elle- 
même. 

Le  but  de  ce  travail  est  de  donner  ces  propriétés  de  la  fonction 
en  faisant  abstraction  de  la  surface.  Nous  remarquons  que,  selon 
toute  probabilité,  les  mêmes  propriétés  suffiront  pour  la  quadra- 
ture d'une  surface  quelconque. 


(')   Quadrature  des   surfaces   courbes    (Mathemalische    untl  naturwissen- 
schaftliche  Berichte  aus  i  ngarn,  i.  \\\l.  i n m ). 
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Dans  ces  recherches,  j'ai  été  obligé  d'introduire  un  nouveau  signe 
au  lieu  du  signe  ^  de  la  sommation.  Nous  allons  exposerl'emploi 
de  ce  signe. 

Soit  x  une  variable  réelle  dans  l'intervalle  (a,  [î),  (a  <^  |3).  Nous 
disons  que  les  points 

a  =  x0  <  Xi  <  x2  <  .  . .  <  xi  <  xi+i  < .  . .  <  xi-i  <  x/  =  {3 

forment  une  division  X^-P'  de  (a,  (3). 

§|fEtant  donnée  une  suite  de  divisions  X/r  (/'  =  i,  2,  .  .  .)  ('),  nous 

supposons  que  Xi+t  — Xi  (i  =  o,  i,  .  .  .,  lr —  i)  tende  vers  zéro 

i 
avec  — • 
/• 

Nous    disons  que  la    suite   Xjr(r=  1,2,  .  .  .)   est  de    première 

espèce  lorsque  les  points  de  sa  rlcme  division  se  trouvent  parmi  les 

points  de  sa  (/*  +  Iyème  division  (pour  chaque  /*=  1,2,  .  .  .). 

Soit  [t]  une  valeur  formée  pour  l'intervalle  (xi,Xi+i)  de  X,  : 

/  — 1 

nous  écrivons  X/[j]  au  lieu  de  ^/'[t]- 

0 
Lorsque    lim  X/r[i]   existe,    nous    désignons    cette    valeur  par 

X/^fe].  De  plus,  lorsque  cette  valeur  ne  dépend   pas   de  la  suite 
X/r,  nous  la  désignons  parXTï]. 

Soit  (u,  v)  un  intervalle  partiel  de  (a,  [}).  Désignons  par 
X'/"'"'^']  la  somme  des  [î]  tels  que  (x^  &i+\)  soit  compris  dans 
(u,  v)  et  désignons  par  X'^"',,'[«]  la  somme  des  [/]  tels  que  (x^  Xi+l) 
ait  au  moins  un  point  commun  avec  (m,  v).  Lorsque 

nmX^^[i\=limX"ir''^[i], 

nous  désignons  celte  limite  par  X/*,t,J[ï].  De  plus,  lorsque  celte 
valeur  est  indépendante  de  la  suite  X,  ,  nous  la  désignerons  par 

Nous  disons  que  X/  a  le  quotient  u  lorsque 

u%— —  <-  (l,J  =  0,1,  ...,l~l,l^j), 


u 


est  nécessairement  compris  entre  zéro  et  un, 


(')  Lorsqu'on   ne   considère  que  les  divisions  de  (a,  f$),  on    peut  écrire  X    au 
lieu  de  X^. 
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Nous  disons  qu'une  suite  de  divisions  X/r(r=  r,  2,  .  .  .)  a  un 
quotient,  fini  lorsqu'il  existe  un  nombre  a  de  manière  que  chaque 
division  de  la  suite  ail  le  quotient  //. 

Dans  le  Chapitre  I,  nous  établissons  quelques  propriétés  simples 
de  la  fonction  semi-continue;  les  propriétés  les  plus  nécessaires 
dans  la  quadrature  des  surfaces  courbes  seront  exposées  dans  le 
Chapitre  II. 

en  mmh;!;  1. 

PROPRIÉTÉS   GÉNÉRALES    DB   LA    FONCTION. 

Soit  'f(x)  une  fonction  réelle,  définie  pour  les  points  d'un 
ensemble  Q  de  points  situés  dans  (o,  a).  Bien  entendu,  f(.v) 
n'est  pas  nécessairement  uniforme  et  bornée,  el  pour  quelques 
points  x  de  Q  on  peut  avoir 

|<j»(a?)|  =4-00. 

Nous  désignons  dans  tout  ce  qui  suit  par  s  et  r,  des  valeurs 
positives. 

(//,  v)  étant  un  intervalle  de  (o,  ci),  nous  désignerons  \tav gf{u,  v) 
la  limite  inférieure  des  valeurs  de  o  {x)  dont  l'argument  o;  (appar- 
tenant à  Q)  se  trouve  dans  (m,  v). 

On  s/ri/  (juc,  ./  riant  un  point  ou  un  point  limite  de  Q, 

lim    g1(x  —  e,ar  -t-ïj) 
0 

existe  et  que  de  plus  cette  valeur  est  indépendante  du  mode  de 
variation  de  e  et  de  i\.   Nous  désignerons  celle  valeur  par  £•?(#). 
Lorsaur  pour  chaque  point  x  de  Q 

<?0)  =  f&(x), 

nous    dirons    que    la    Jonction     est    semi-continue    (inférieure- 
ment)  ('). 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  désignons  par  '}(#)  une  fonction 


(')  •••'  i>In>  grande  partie  des  théorèmes  il<-  ce  Chapitre  n   la  définition  de  la 
fonction  semi-conti i  ion!  dues  i  M.  Baire. 
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qui  est  définie  pour  tous  les  points  de  (o,  a),  qui  est  semi-continue 
et  qui  n'a  pas  de  valeurs  négatives. 

Théorème  T.  —  <b  (x)  est  uniforme.  Car  g^  (x)  l'est  et  Ton  a 
<!>(»)  =  *+(*). 

Théorème  II.  —  Soit  3  positif  et  donné  à  V avance.  Pour- 
chaque  point  x'  de  (o,  a)  on  peut  trouver  s  et  i\  tels  que  poul- 
ies points  x  de  {x'  —  e,  x'  -h  v\)  compris  dans  (o,  a),  on  ait 

(i)  ty(x')  —  ty(x)<5     (')• 

On  a 

<l(x')=    1  i  m    gty(x'—  e,  a?' -H"»]),         <Ka?)  =  £"V(ar' —  e.  ^'-t-  7î)i 

c  +  Y]=0 

et  ainsi 

^(a?')  —  4*(a;j=     lim     £"W^'  —  £.  T' +  ■<])  —  A''W.r' — e,  ar'-t-Tj). 

On  a  de  plus  pour  s,  -r\  assez  petits 

lim     ffty(x'—  z,  x'-h  q  )  —  gx\(x'  —  s,  x' -\-  tj)  <  o  ; 

E  +  Y]  =  0 

donc 

(}/(#')  —  (};(a7)  <  o. 

Inversement  :  lorsque,  pour  une  fonction  <\{x)  définie  dans 
(o,  «),  «on  négative  et  uniforme,  la  condition  signalée  est 
remplie,  la  fonction  est  semi-continue. 

D'après  un  théorème  de  Weierslrass,  il  existe  dans  ix' —  z,  x'-\-i\) 
au  moins  un  point  x"  tel  que 

<l(x")  <  g*t(x'  —  s, a?' -+- 1\ )  H-  8 ; 
donc  on  déduit  de  (i),  en  posant  x  =  .x", 

ty{x')  <  ffty(x' —  £,  &' -h  Y))  -t-  28. 
(')  On  pose 


+  (*') 
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A.  la  limite  o  =  o,  on  peul  prendre  e  -f-  t\  =  o;  donc 

<\i(x')^    lim    g^(x'  —  e,  x'-hrt). 

S  +  Y)  =  o 

Mais  ayant 

<\>(x')"^    lim     gty(x' — £,ar'-f-Tj), 

Z  -+-  Y)  =  0 

on  aura 

ii(x')  —     lim    ^(a?'  —  s,  x' -h  ■/;), 

c'est-à-dire  que  d/(;r)  est  semi-continue. 

Théorème  III.  —  Dans  chaque  intervalle  partiel  (u,  v)  de 
(o,  a),  il  existe  au  moins  un  point  x'  tel  que 

ty(x')  =  ff*(u,  V), 

c 'est-à-dire  que  <b  a  un  minimum  absolu  dans  chaque  inter- 
valle. 

On  prouve  facilement  que  x  étant  un  point  de  (o,  a)  et  (£,"/)) 
un  intervalle  quelconque  qui  contient  x 

«!>(*):=  lim  **(Ç,i|). 
1=1 

D'après  un  théorème  de  Weierstrass,  il  existe  dans  (m,  v)  au 
moins  un  point  x'  tel  que  pour  chaque  intervalle  (Ç,  7|)  compris 
dans  (w,  (;)  et  contenant  a?',  on  ait 

ainsi 

ù(.r')  =  lim^Ç,  tj)  =  $4(a,  y). 

Remarque.  —  La  deuxième  partie  du  théorème  II  peut  aussi 
servir  comme  définition  de  la  fonction  semi-continue.  En  prenant 
au  lieu  de  (i)  les  inégalités  suivantes 

ty{x')  —  ^(x)  <  o,         ty(&)  —  <K;r')  <  S» 

la  définition  sera  celle  de  la  fonction  continue. 

Le  théorème  présent  est  l'un  de  ceux  qui  montrent  une  certaine 
analogie  avec  les  théorèmes  sur  les  fonctions  continues.  Nous  en 
allons  communiquer  quelques-uns  : 

a.  L'ensemble  des  valeurs  des  minima  de  <l(a?)  est  au  plus 
dénombrable. 

b.  L'ensemble  des  points  x'  pour  lesquels  il  existe  un  intervalle 
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[x  — e,  ar'-r-rj),   de  manière  que'pour  les  x  ^  x'  de   l'intervalle 
ty  (x)  ^>  <\>(x'),  est,  s'il  existe,  an  plus  dénombrable. 

c.  On  peut  trouver  un  ensemble  dénombrable  de  points,  par- 
tout dense  dans  (o,  a)  et  tel  qu'en  désignant  par  g\  [x  —  t,  x-\-i\) 
la  limite  inférieure  des  valeurs  de  <b  (x)  pour  les  points  de  l'en- 
semble qui  se  trouvent  dans  (x  —  e,  x  ■+■  yj),  on  ail  pour  cbaque 
point  x  de  (o,a) 

<ty(x)  —     lim     g'^(x  —  z,  x -\- r{). 

£  H-  Y]  =  0        ' 

d.  La  somme  d'un  nombre  limité  de  fonctions  semi-continues 
est  aussi  une  fonction  semi-continue. 

Théorème  IV.  —  Désignons  par  o/,(x)  (A  =  1,2,  ...)  des 
fonctions  définies  dans  (o,  a),  uniformes,  non  négatives,  bor- 
nées (')  et  continues,  '\(x)  étant  la  fonction  considérée  au 
début,  on  peut  trouver  des  cp^  telles  que 

1 
Inversement,  soient  &h(x)  des  fonctions  comme  ci-dessus,  d'ail- 
leurs quelconques,  la  fonction  2Jl  r^h{x)  sera  semi-continue. 

i 
Corollaire.   —  d»  est  donc  la    limite  de  la  fonction  uniforme, 

n 

bornée  et  continue  2Jl  fk  (x)  Pour  n  =  00,  D'après  la  classification 

i 
de  M.  Baire,  c'est  donc  une  fonction  de  première  classe. 

Nous  ne  démontrerons  que  la  deuxième  partie  de  l'énoncé. 
Soit  S  >>  o  et  soit  x'  un  point  de  (o,  a). 
On  a 

n  n  +  l  oo 

2/  ?/k*)=2*  ?*(*)=+(*)  ==2***^" 

Choisissons  n  assez  grand  pour  que  nous  ayons 


o^ty(x')  -^h<o,t(x')<  - 


(  '  )  Nous  remarquons  qu'en  désignant  par  G;,  la  limite  supérieure  de  <pA,  la  limite 
supérieure  des  G,,  peut  être  égale  à  +  go  . 


<  — 
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n 

La  fonction  2Jl  ^^(x)  est  bornée  et  continue,  donc  il  existe  un 

1 
(x'  —  s,  x'  -h  y\)  tel  que  pour  ses  points  x  on  aura 

n  n 

i  1 

Donc  dans  (a:'  —  s,  a?'  4-  vj) 
et  à  plus  forte  raison 

"H37')  —  ^M^)  <c  S» 

et  par  là  (voir  théorème  II)  le  théorème  esi  démontré. 

Théorème  V.  —  Soit  <p  (x)  une  fonction  définie  dans  (o,  a), 
non  négative,  d'ailleurs  quelconque,  uniforme  ou  non,  bornée 
ou  non.  La  quantité 


X  gf{xt,  xi+i  )  ( xi+i  —  x^ 


existe. 


Son  nom  est  l'intégrale  par  défaut  de  cp  dans  (o,  a)  ('). 
Son  symbole  est 


Jcp(ir)  efa\ 
o 


Remarque  I.  —  Lorsque  Xj   contient  X/on  aura 

X/,  g*(*h  x,+i)(xi+i  —  a?/)  £ Xtgl(xi,  xt+i) (a?/+1  —  a?/), 
car  lorsque  (m,  e)  est  compris  dans  (£,  w),  g?(u,  r)  >#?(/.  w). 
Remarque  II.  —  Lorsque 

J'      cp( x)  dx  <-+-  oc, 
o 


(')  DARBOUX,  Mémoire  sur  les  fonctions   discontinues    (Annales  de  l'École 
A  or  maie,  iS-  5  i. 
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il  existe  nécessairement  dans  chaque  intervalle  partiel  (m,  v)   de 
(o,  a)  des  points  x  tels  que  ©(#)  <C  +  oo. 

Remarque  111.  —  On  a  par  définition 

/     tf(x)dx  =  X(<h^g?(xi,  Xi-t-y)  (xi+1  -Xi). 
_ 

Théorème  VI.  —  Soit  ®(x)  une  fonction  comme  ci  dessus  et 
soit 

I     y{x)  dx  <  -+-  oo. 
_ 

Dans  ce  cas,  pour  un  intervalle  partiel  quelconque  (u,  v)  de 

(o,a) 

De  plus  la  fonction  w(x)  qui  est  définie  par 

iv(o)  =  o,  w(x)  =   I     <t>(x)dx         (o<a?-S«) 

es/  uniforme,  bornée,  continue  et  non  décroissante. 
On  a  encore,  pour  un  t  compris  dans  (u,  v), 

Jy{x)  dx  =    /     <p(x)  dx  -+-    I     v(x)dx. 
Il  "  u  •-•  / 

Théorème  Vil.  —  Il  existe  des  fonctions  semi-continues  <b  (x), 
telles  que  dans  chaque  intervalle  partiel  de  (o,  a)  il  existe  des 
points  x'  pour  lesquels  b  (x')  =  +  oo  et  que 


(te 


a*7  néanmoins  une  valeur  finie. 

Théorème  VIII.  —  Sot7  K^>^  (o,  a).  L'ensemble  des  x  pour 
lesquels  <b  (x)  <  K  es/  relativement  parfait. 

L'ensemble  des  x  pour  lesquels  ^(.r)>»K.  est  formé  par  les 
points    intérieurs    de    certains    intervalles    {uh,  v/,)   {iih  =  Vh, 
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k=  1,2,  .  .  .)  ('),  qui,  pris  deux  à  deux,  n'ont  aucun  point 
intérieur  commun. 

Nous  appelons  ces  intervalles,  intervalles  adjoints  à  <h  par  K. 

Par  définition,  un  ensemble  est  relativement  parfait  (fermé) 
lorsqu'il  contient  son  dérivé  (l'ensemble  de  ses  points  limites). 

Désignons  par  £  un  point  limite  de  l'ensemble  des  x  pour  les- 
quels <l  (x)  <  K. 

\  étant  un  point  limite  de  l'ensemble,  quel  que  soit  (£  —  e,  ç  +  vj), 
il  existe  dans  (Ç  —  e,  \  -f- 7))  des  points  x'  de  l'ensemble  et  ainsi 


doi 


*+(Ê-«,È-*-'))^<K*')iK; 
4/(0=     lim     *+(|  — «i  Ç  +  rJ=l\. 


Ainsi  £  appartient  à  l'ensemble,  donc  l'ensemble  est  relativement 
parfait. 

L'ensemble  des  x  pour  lesquels  <l  (a?)  >>  K.  est  l'ensemble  com- 
plémentaire (a)  de  l'ensemble  ci-dessus.  Mais  le  complémentaire 
d'un  ensemble  relativement  parfait  est  formé  par  l'ensemble  des 
points  intérieurs  de  tels  intervalles  que  nous  avons  signalé. 

Théorème  IX.  —  Lorsque 

ty(x)  dx  <-f-  oo, 


r 


(')  Toutes  les  propriétés  de  ty  que  nous  allons  établir  seront  telles,  que  lors- 
qu'elles sont  valables  pour  (o,  a)  elles  le  seront  aussi  pour  un  intervalle  partiel 
quelconque  de  (o,  a). 

Nous  pouvons  donc  supposer  que  ty  n'est  jamais  bornée,  car  dans  l'autre  cas 
on  peut  prendre  b  >a  et  définir  ^  dans  [a,  b)  de  manière  que  dans  (o,  b)  elle 
soit  non  bornée,  non  négative,  semi-continue  et  que 


X 


b 

<\i  (  x  )  dx  <  -+-  oo  , 


et  l'on  peut  changer  b  en  a. 

Le  nombre  des  intervalles  (uh,  ph)  tels  que  uh-  [  vh  sera  donc  au  moins  un. 
Pour  faire  disparaître  la  distinction  qui  est  causée  par  le  fait  que  le  nombre  des 
intervalles  (uk,  Vh)  tels  (pie  uh  .  vh  peut  être  limité  ou  non,  nous  disons  que  le 
nombre  des  intervalles  (  uh,  vh)  tels  que  uh%  vh  est  illimité. 

(2)  Le  complémentaire  d'un  ensemble  E  compris  dans  (o,«)  est  l'ensemble  des 
points  de  (o,  a)qui  n'appartiennent  pas  à  L'ensemble  B. 
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en  prenant  K  assez  grand,  les  quantités 

2J'(vh—  ut,),  2j/(  /      «K»)** 

i  i    lia 

sont  aussi  petites  qu'on  le  veut. 

SoitX>-o  et  donné  à  l'avance.   On  a  d'après  la  définition  de 
l'intégrale  par  défaut  pour  un  n  quelconque 


don( 


n 

i  Zl 

K2^h(çh—  i*A)  =   I     ty{x)dx; 


ainsi,  en  prenant 

K>iy    ^{x)dx, 


nous  aurons 


2_j'<  (v/i—  Uh)  <  l. 

1 

Soits>>o.  L'intégrale  par  défaut  de  ty  ayant  une   valeur  finie, 
on  peut  choisir  une  suite  X/r  telle  qu'on  ait 

Prenons  un  /•  assez  grand  pour  que  nous  ayons 


ete  —  X  /,.,;'?  (a?,-,  a7«-+1)  (.1?,-+,  —  a?,-)  < 


Soit  L  une  valeur  finie  plus  grande  que  <j>  (.2ï),  (*  —  ' ,  .  .  . ,  A-  —  ')• 
Soit  K  >>  L  et  prenons  K  assez  grand  pour  que  nous  ayons 

i 
Prenons  n  assez  grand  pour  que  nous  ayons 

"  00 

^//    (  C/t  —    «/,  )    >     -   ^/*    (  f/,  —    «/,  ). 
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R  étant  plus  grand  que  L,  chacun  des  (u/,,  Vh)  est  compris  dans 
les  (xi,xi+i). 

Supposons  par  exemple  que  (x.,,,x6)  contienne  quelques-uns 
par  exemple  («3,  v3),  («„,  cs)  des  a  premiers  («a,  *>a)«  Supposons 
de  plus  que  v3  <  uH. 

On  aura 


-     /      —  ^  a?»  a*  )[("»  —  iP4)H-(«8—  fj)-h(a?s—  f8)], 

car  les   trois  termes  entre  parenthèses  du  membre  au   milieu  ne 
sont  pas  négatifs  et  #4  (#,,  #5 )  n'est  pas  plus  grand  que  chacun 

En  considérant  que  ^  (x..nXz)  £  L,  on  obtient 

-+-   /      =/      —  *+(*4» *•)(*•—  a?4)-H-L[(c8—  a»)-f-(p8—  «s)I. 

■■a  »«  '    •»! 

En   faisant  la  somme  des   inégalités   analogues  pour  »  =  o 

fr—  1 ,  on  aura 

n  n 

2''  /        f  —  X+S$(*ii  **m)(**4-i  —  »/;  -+-  L2/' ( ,,/,—  "''  '  <  â' 

et,  par  là, 

N  A    /       d/(ar)£/.r  <  e. 
1         »* 

Corollaire.  —  Ayant 
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on  aura  pour  les  lv  assez  grands 

1 

Théorème  X.  —  Convenons  de  dire  qu'un  ensemble  de  points 
de  (o,  a)  esl  de  première  catégorie  lorsqu'on  peut  enfermer  ses 
points  dans  une  infinité  dénombrable  d'intervalles,  dont  la  somme 
de  leurs  longueurs  est  aussi  petite  qu'on  le  veut.  Nous  dirons 
que  l'ensemble  complémentaire  d'un  ensemble  de  première  caté- 
gorie est  un  ensemble  de  seconde  catégorie.  Il  est  évidemment 
partout  dense  dans  (o,  a). 

L'ensemble  formé  par  la  réunion  d'ensembles  de  première  caté- 
gorie est  de  première  catégorie,  même  dans  le  cas  où  l'ensemble 
de  ces  ensembles  est  dénombrable.  La  partie  commune  à  des 
ensembles  de  seconde  catégorie  en  nombre  dénombrable  est  un 
ensemble  de  seconde  catégorie. 

Ayant 

/*  " 

'\i(x)  dx  <-4-  ao, 


V ensemble  des  x  pour  lesquels  >h  ( x )  —  -f-  oo   est   de  première 
catégorie. 

Car  ses  points  x  sont  évidemment  situés  à  l'intérieur  des  inter- 
valles (uh,  Vh)  adjoints  à  ^  par  un  K  quelconque  el,  en  prenant  K 
assez  grand, 

00 
1 

est  aussi  petite  qu'on  le  veut. 

Soit  P  un  ensemble  de  première  catégorie.  Soit  h  >  o,  donné 
à  l'avance.  On  peut  enfermer  P  dans  certains  intervalles 
(t/,,  Wis)  (k=  î .  >,  .  .  .)  n'ayant  pas,  pris  deux  à  deux,  de  point 
intérieur  commun,  de  manière  que 


00  r>"'k 

Va  /      w*] 


dx  <  X. 


—  268  — 
Prenons  un  K  assez  grand  pour  que  nous  ayons 


7  //    /       i>(x)dx  <  -• 
Kenfermons  l'ensemble  P  dans  des  intervalles  (£*,  Wh)  tels  que 

OD 

KSh(wk—tk)  <  -f 

et  l'on  peut  évidemment  supposer  que  ces  intervalles  n'ont  pas, 
deux  à  deux,  de  point  intérieur  commun. 
On  aura  pour  un  (£/,,  Wk) 

fy(x)dx<K(u>A.—  /*)-+->     /     hty(x)dx, 
-^  (*]      "'h 

en   désignant  par  Zu   I      ^  (x)  ^x  'a   50mn,e   des   intégrales  par 

défaut  pour  les  intervalles  qui  sont  la  partie  commune  des(^/,,  17, ) 
et  du  (t/,,  Wk)  considéré. 
Donc 


Théorème  XI.  —  Soient  ty{x)  et  ®(x)  des  fonctions  définies 
dans  (o,  a)  non  négatives,  et  d'ailleurs  quelconques.  On  a,  en 
général, 

/"  s.  «  ~  II 

[ty(x)+y(x)]dx'Z   l     <\t(x)dx-h    /     y(x)<lr. 

Lorsque  ^  et  o  sont  semi-continues,  on  aura 

pii  ^11  „a 

l     \<],(x)-h  <?(x)\dx=    /     ty(x)dx-+-    /     y(x)dx     ('). 
_  •  0  «  -0 

Il   est  évident  que  nous  n'avons  à   faire  la  démonstration  que 


(')  On  peut   démontrer   ce    théorème   à   l'aide  des  intégrales  de   M.  Lebesgue 
(voir  théorème  XIII,  corollaire  II). 
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dans  le  cas  où  les  deux  intégrales  par  défaut  du   second   membre 
ont  une  valeur  finie;  dans  l'autre  cas,  le  théorème  est  évident. 

Lemme  M).  —  Soit  P  un  ensemble  de  points  de  (o,a).  Sup- 
posons qu'il  soit  tel,  qu'on  puisse  construire  des  intervalles 
situés  dans  (o,  a)  qui  le  /enferment  dans  leurs  intérieurs 
(excepté  les  points  o  et  a  qui,  lorsqu'ils  appartiennent  à 
V ensemble,  ne  peuvent  être  situés  qu'à  l'extrémité  d'un  tel 
intervalle)  et  qui  n'ont  pas,  deux  à  deux,  de  point  intérieur 
commun. 

De  plus,  nous  supposons  qu'on  puisse  rendre  la  longueur  de 
chacun  de  ces  intervalles  aussi  petite  qu'on  le  veut  et  que  la 
somme  de  leurs  longueurs  puisse  être  rendue  plus  petite  que 
d-\-t,  cl  étant  une  constante  telle  que  o^d^a,  s  >- o  d'ailleurs 
arbitraire. 

Nous  appellerons  ces  intervalles  intervalles  I. 

L'ensemble  complémentaire  Q  de  P  contient  les  extrémités 
des  I  (excepté  éventuellement  les  points  o  et  a). 

Nous  supposons  que,  par  un  certain  procédé,  on  adjoigne  à  chaque 
point  x  de  Q  un  intervalle  (t,  w)  situé  dans  (o,  a)  qui  le  renferme 
dans  son  intérieur  (excepté,  comme  ci-dessus,  les  points  o  et  a). 
Soit  t  <  tK  <  x  <  w{  %  w,  nous  considérons  les  intervalles  (<< ,  x), 
(/,,(V,),  (x,  (V,)  aussi  comme  adjoints  à  x.  Nous  appellerons  ces 
intervalles  intervalles  II. 

Soit  1  >  o  et  donné  à  l'avance. 

//  existe  une  division  X/  de  (o,  a),  telle  que  ses  intervalles 
sont  intervalles  I  et  II,  la  longueur  de  chacun  d'eux  est  plus 
petite  que  ~k,  la  somme  des  longueurs  de  ses  intervalles  qui  sont 
de  l'ensemble  I  est  plus  petite  que  d  -f-  X. 

Démonstration.  —  Choisissons  les  intervalles  1  de  manière  que 
la  longueur  de  chacun  d'eux  soit  plus  petite  (pic  A  et  que  la 
somme  de  leurs  longueurs  soit  pins  petite  que  d-\-\.    11   existe 


(')  Ce  lemme  est  une  généralisation  formelle  d'un  théorème  de  M.  Borel  géné- 
ralisé par  M.  Lebesgue. 
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quelques  intervalles  (o,;z,),  (x,,x2),  (x2,x3),  ...,  tels  qu'ils 
peuvent  former  les  intervalles  de  la  division. 

Car  le  point  o  appartient  ou  à  P  ou  à  Q.  Il  existe  donc  un 
intervalle  (o,  x{  )  de  I  ou  de  II  tel  que  .r,  — o  <  A  et  xt  est  un 
point  de  Q.  Il  existe  donc  un  intervalle  (x{  ,x2)  de  11  tel  que 
x2  —  xt  <C  À,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  allons  voir  qu'en  choisissant  convenablement  les 
(x2,  #3),  .  .  . ,  (#„,  xn+t  ),...,  et  en  en  prenant  quelques-uns  de 
l'ensemble  i,  nous  atteignons  le  point  a  à  l'aide  d'un  nombre  fini 
de  points  x,n  et  le  théorème  sera  démontré. 

Supposons  qu'il  y  ait  une  infinité  de  points  x„.  On  aura 
lim^„  =  Ç  =  «-  Supposons  ç  <  a.  ç  appartient  ou  à  P  ou  à  Q.  Il 
existe  donc  un  inlervalle  (;  —  s,  Ç  +  yj)  de  1  ou  de  11  de  longueur 
moindre  que  À.  Soit  m  le  nombre  pour  lequel  Xm  <  ^  —  £^a?,M+l. 
On  prend 

et  ainsi  lima?,,  >  H.  On  démontre  de  la  même  manière  qu'on  peut 

n  —  00 

éviter  qu'on  ait 

lim  x,i  =  a. 

n  =  » 

En  considérant  que,  en  général,  on  n'utilise  pas  tous  les  I,  on  voit 
que  la  somme  des  intervalles  de  la  division  qui  sont  pris  de  l'en- 
semble l  est  plus  petite  que  d  -+-  X. 

Soit  X  >  O.  Soit  K  assez  grand  pour  que,  en  désignant  par 
{u'hi  v'h)i  ("!•>  vk)  ^es  intervalles  adjoints  à  6  respectivement  à  es 
par  k,   on  ait 

1  1 

2"  (  "/,  -  «A  )  +2*  (  ^  -  "/,  )  <  }- 

1  1 

Considérons  l'ensemble  formé  par  les  points  intérieurs  des 
(mA»pa)>  ("*»*'*)■  ^et  ensemble  est  évidemment  formé  par  les 
points  intérieurs  de  certains  intervalles  (a„  r,)  n'ayant  pas,  deux  à 
deux,  de  point  intérieur  commun.  On  a  donc 


^ 


'(«><  "  ■  ^m '/,-"/,)+ y* k-"*)<x' 
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et 

■2KVs(^-  us)  <  A. 
1 

De  plus  us  et  vs  ne  peuvent  être  compris  dans  aucun  des 
("ai  ^a)j  («ai  "*)•  °n  aura  donc 

<K»«) +  ?(«<<)  ^»K.         ^(^)4-«p(Hs)i2K. 

Soit  P  l'ensemble  des  x  pour  lesquels  <!i  (,r) -h  <p  (x)  = -j- oo, 
P  est  évidemment  compris  dans  les  (m.ç,  vs). 

Pour  chacjue  point  x  de  l'ensemble  Q  complémentaire  de  P,  on  a 

ty(X)  -+-  <f(x)  <-4-  OC. 

On  peut  donc  trouver  (théorème  II)  s  et  y;  tels  que 
B  +  7j<;X,         ty(&)<.gty(a;  —  s,  a?-4-ïj)-t-X, 

et,  par  suite, 

g\+V{x  —  e,  a?-f-  T)) 

£  ^(a:)  -+-  <p(a?)  <  ^(a?  —  e,  ^7  -4-  r,)  -h  gï(x  —  e,  a?  H-  ij)h-  aX. 

D'après  le  lemme,  on  peut  construire  une  division  X/,  telle  que 
les  longueurs  de  ses  intervalles  soient  plus  petites  que  X  et  que, 
pour  ses  intervalles,  on  ait  en  général 

gty+<t  ( .r,-,  Xi+l  )  1  gfl (xif  Xt+t  )  •+■  £■?  (  or/,  xi+i  )  -r-  '2  À , 

et  pour  les  intervalles  qui  ne  satisfont  pas  à  cette  inégalité 

^Kî(.T,-,.r,+1)MK, 

et  la  somme  des  valeurs  de  2K(.r;+1  —  xi)  pour  ces-derniers  inter- 
valles est  plus  petite  que  X. 
On  aura  donc 

\/  gty+9(xit  xi+i  )  (xi+t  —  xi) 

£  Xi  gx\(xi,  Xi+i)(xi+i  —  x,)  -+-  Xtg9(xt,  Xi+l)(xi+i  —  xi)  -+-  2\a-h  X. 

Faisons  tendre  A  vers  zéro,  nous  aurons 

/     \'\/(x)  -h  <f(  .r  )\  t/.r       I     ty(x)  dx  -r-    I     y(x)  dx, 

•Al  '^0  ^0 

xxxix.  19 
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En  considérant  donc  l'inégalité  du  début,  le  théorème  est 
démontré. 

Remarque.  —  Le  théorème  est  évidemment  vrai  pour  un  nombre 
limité  de  fonctions. 

CHAPITRE  I. 

A.  —  Suites  normales. 

Théorème  XIÏ.  —  Soit  o{x)  une  fonction  définie  dans  (o.  a  ) 
telle  que  cp  ( x)  >  o,  d'ailleurs  quelconque.  Soit,  de  plus,  X/r  une 
suite  quelconque  de  divisions. 

Aucune  valeur  limite  de  la  suite  des  valeurs 

-Vrl  <?(-*7 )-+-¥(*/+!  )j(a?/+,  —  xt)         (r  =  i,2,  ...)     (') 

n'est  plus  petite  que 

I     tp(a?)  dx. 

On  a 

tp(a?,)  Zg<t(&i,  ~,+i),         v(xi+x)^g<Ç(xi,  xi+i); 
donc 

-  I  <f(*7)  -+■  ?(*m-i  i]     g?<  a?/,  *,+,  ), 

-  V,.  [<f  O,)  ■+■  ?(*/+!  )J  (ar/-«-i  —  a:,')  =  X^a-PO,,  .r;  +  1  )  (.r;+,  —  .r,  ) 

et  l'on  a 

Y    £•?(#*,  {vi+i)(a?i+i  —  *,)s=    /     tp(3r)dx. 

do 

Remarque.  —  Considérons  dans  le  plan  .r>'  la  figure  x  =  .r\ 
y  =  o  (  J?). 

[tp  (.r,-)  -(-  o  (Xi+f)]  (xi+,  —  Xi)   est  l'aire    d'un    trapèze     qui 
est,  dans  un  certain  sens,  inscrit  dans  la  figure  (fonction). 

On  a 


i  ,.    .     ,     .  ,         ...  i 


-  \/r  [o(Xi)  -+-  ?(#/+,  )]  (xi+i  —  Xj)=  -  X/r  o(.r,)  (  ,r,v,  —  xt-x  ) 
O-,  =  o,a7/r+,  =  a). 

(  '  )   Lorsque  9(0)  =  -4-  oc  ,  on  pose  9(0)  =  n  ;  de  memr ,  lorsque  ?(«  )  =-H  ac 
"ii  pose  a  (a)  =0. 
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Théorème  XIJI.  —  <l  étant  comme  toujours  une  fonction  défi- 
nie dans  (o,  a),  non  négative,  semi-continue  ;  de  plus,  telle  que 


I      ty(x)  dx  <  +  oc, 


il  existe  une  suite  X/r  de  divisions  de  première  espèce  de  quo- 
tient >^  telle  que 

i  r" 

-X/J<l(xi)-)-<!li(x,+l)](xl+l  —  xi)  =    /      <\i(x)dx, 

en  remarquant  que  lorsque  'b  (o)  =  -f-  oo,  on  prend  <h  (o)  =  o  et 
de  même  pour  tL  (a). 

Démonstration.  —  a.  Soit  g*t  (o,  a)  =  c.  Soit  K  >>  c  et  9  >  o. 
Divisons  l'intervalle  (c,  R)  par  des  points  en  nombre  fini 

c  =  c0<  c,<...<ch<  c,,+i  < . . .  <  c/e  =  K, 
de  manière  que 

C,  —  o,       .  .  •  ,      Cft  —  Ca-i  ,       •  •  •  ,      C*—  CA-j 

soient  plus  petits  que  0. 

Désignons  par  S,   l'ensemble  de  ces  a?  pour  lesquels  ij/(x)lc,. 

D'après  III  et  VIII,  cet  ensemble  existe  et  il  est  relativement 
parfait.  Soit  ds  sa  mesure  extérieure  au  sens  de  M.  Jordan. 

On  a  (voif  VI11) 

(>  â  d\  <  a . 

Enfermons  S,  dans  des  intervalles  en  nombre  fini  situés 
sur  (o,  a)  de  manière  que  la  somme  de  leurs  longueurs  soit 
dK  -\-  s,  (e,  >  o,  d\  -+-  e<  <  «)  et  que  les  extrémités  de  ces  intervalles 
ne  soient  pas  points  de  S,  (exception  pour  o  et  a),  et  que  pour 
ces  extrémités  on  ait 

ty(x')  <-+-  oc. 

Soit  d\  le  nom  collectif  de  ces  intervalles.  On  peut,  de  plus, 
choisir  les  d\  de  manière  qu'à  l'extérieur  des  d\  il  existe  au  moins  un 
intervalle  dans  lequel  <]>  (x)  >  K.  (  '  ).  Nous  faisons  un  tel  choix. 

(4)   KoiV  la  noie  du  théorème  VIII. 
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Désignons  par  S2  l'ensemble  des  points  pour  lesquels  '}(.r)5e2 
el  lesquels  ne  sont  pas  situés  dans  L'intérieur  des  d\  et  dont  les 
points  o  et  a  ne  font  pas  partie  lorsqu'ils  forment  l'extrémité  de 
l'un  des  cl\.  Pour  les  points  de  S2,  on  a  encore 

«K*)>ci- 

S2  n'existe  pas  nécessairement.  Mais,  lorsqu'il  existe,  il  est 
relativement  parfait,  soit  d2  sa  mesure.  On  a 

d\  -+-  ei  -+-  dt<i  a. 

Enfermons  S2  dans  des  intervalles  situés  sur  (o,a),  en  nombre 
fini,  qui  n'ont  aucun  point  intérieur  commun  avec  les  d\ ,  de 
manière  qu'à  l'extérieur  de  ces  intervalles  et  à  l'extérieur  des  d\ 
il  existe  au  moins  un  intervalle,  dans  lequel  d/(.r);>K.  Soit  d2  ■+-  E2 
la  somme  de  leurs  longueurs 

( ej  >  o,  dx  -t-  £1  -h  d2 -+-  e2  <  a ). 

Soit  d'„  le  nom  collectif  de  ces  intervalles.  Il  faut,  de  plus,  que 
les  extrémités  des  -7.,,  s'ils  ne  sont  pas  extrémités  des  d\  ou  de 
(o,  <(),  ne  soient  pas  points  de  S2,  et  que,  pour  ces  extrémités, 
on  ait 

Si  Sa  n'existe  pas,  soient  les  d'.x  des  intervalles  tels  qu'on  obtient 
lorsque  S2  existe  et  c?2  =  o,  d'ailleurs  quelconques. 

Soil  S;,  L'ensemble  des  x  qui  ne  sont  pas  situés  à  l'intérieur  des 
d'ti  d.,  el  aux  extrémités  communes  des  d\ ,  d.,  et  dont  o  el  a  oe 
font  pas  partie;  quand  ils  appartiennent  à  des  d\  ou  à  des  d[, ,  et 
qui  satisfont  à  la  condition  '|(x)£c"3.  On  a  encore  pour  les  points 
de  S3 

Si  Sa  existe,  il  est  aussi  relativement  parfait.  Soit  </:,  sa  mesure. 

Enfermons  S:t  dans  des  intervalles  de  nom  collectif  d'3  situés 
dans  (o,  a),  n'ayant  aucun  point  intérieur  commun  avec  les 
d\,  d'.,  et  dont  le  nombre  est  fini.  De  plus,  nous  eboisissons  les 
r/.'(  de  manière  qu'à  L'extérieur  des  dn  d[,  d\  il  existe  au  moins  un 
intervalle  dans  lequel  b(x)  >►  K  ;  que  les  extrémités  des  d'(,  qui 
ne  sont  pas  extrémités  de  (o,  a)  et  des  d\ ,  d'.,,  ne  soient  pas  points 
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de  Sa;  que  de  plus,  pour  ces  extrémités  on  ait 

ty(x)  <  -t-  oo. 

Soit  d,i  -f-  c:i  la  somme  de  leurs  longueurs,  on  a 

£3  >  o,  dx  -+-  S!  -+-  d2-{-  £2-+-  d3  ~t-  £3  <  a. 

Lorsque  S3  n'existe  pas,  les  d'  seront  des  intervalles  arbitraires, 
d'ailleurs  tels  qu'on  obtient  lorsque  S3  existe  et  d:)  =  o.  Et  ainsi 
de  suite. 

Nous  obtenons  un   nombre  entier  positif  />  <  À"  de  manière  que 

(rf,  -+-  e,  )  -+-. . .  -4-  (dh+  e/i)  -h. .  .-t-  (dp-+-  ep)<  a, 

et  à  l'extérieur  des  d'n  ...,  d'n,  ...,  d'  on  a  à  ^>  R.  (On  voit 
d'ailleurs  qu'on  peut  prendre  p  =  k.) 

b.  Soit  X„  une  division  arbitraire,  mais  telle  qu'on  ait 

ty  (  Xi  )  <  -4-  30         (i  —  i,...,n  —  1). 

Soit  XL  la  division  qui  est  formée  par  les  extrémités  des 
d'h  (h  =  1,2,  . . .,  p)  et  par  les  points  de  Xn. 

Formons  une  division  X/«,  qui  contienne  XL  et  qui  ait  le  quo- 
tient-(  M. 

•1 v   ' 

On  observe  qu'un  intervalle  de  X/<  ne  peut  contenir  plus  d'un 
point  de  X,  ,  et  ce  point  sera  une  extrémité  de  l'intervalle 
de  Xf. 

Nous  choisissons,  dans  chacun  des  intervalles  (.x[,  -,  #'•  ,  ) 
(ï=  1,  .  . . ,  t,  2t  ■+■  1  ^t  —  1  <  2  t  -+-  3)  de  X/,  un  point,  de 
manière  que  lorsque  :r[,  ■  ou  ■'£.'>.+.,  appartient  à  X,  le  point  choisi 
soit  le  point  de  XI;  et  que  lorsque  (.r'  ,  ^.,  +(  )  ne  contient  aucun 
point  de  XL  le  point  choisi  ç  de  (.*',  #'2/+|  )  soit  tel  que 

(')    On    peut    former    une    suite    de    divisions    \/,,    \/,,    ...,    de    quotient    -» 

telle  que  X/,  contient  Xi..  Partageons  l'intervalle  (o,  a)  en  parties  égales,  de 
manière  qu'entre  deux  points  quelconques  voisins  de  \|.  il  y  ;>it  au  moins  dix 
points.  Les  points  de  X/,  seront  les  points  de  \l  et  les  extrémités  dus  intervalles 
égaux,  sauf  ceux  qui  sont  voisins  des  points  de  Xi..  X/,  se  construit  de  la  même 
manière  à  l'aide  de  X/,. 
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La  division  X/  formée  par  les  points  choisis  (et  par  o  et  a\  a 

évidemment  le  quotient  --• 
1  t) 

Choisissons  une  valeur  finie  M,  qui  est  plus  grande  que  les  va- 
leurs de  <b  pour  les  points  de  X, . 

Soient,  de  plus,  (us,  Vs)  (s'=  'j  2>  •••)  'es  intervalles  adjoints 
à  ■}  par  K. 

Posons 

-X/j^O/)  -+-  <b(xl+i)](xi+{—  x,-)  =  -X/<l(xl)(x,+i  —  x1-l)  =  (/). 

Je  dis  qu'on  aura  les  inégalités  suivantes  : 

(a)  c0  dt  -4-. . .  -+-  c/,_t  dh-h. .  .-¥■  cp-i  dp^(l), 

(b)  ( l)  =  \ c, ( dt  -+-  t ,  )+...-+-  ch ( dh -+-  sA )  h- . .  . 

-Hc/,(r//)-f-e/,)-h48K(£1-+-..  .-+- eA-+-. .  .H- ep)] 

+  48^. s-    r    ^(^)f/^-+-(L  +  i)iVI^, 


/' 


(«) 


c0rf,  -H. .  .-\-ctl-\dh  -+-.  ..-{-Cp-id,,^  f     <l(x)dx. 


Admettons  ces  inégalités. 

Soit  X  >  o  et  donné  à  l'avance.  Je  dis  que  la  différence  des  va- 
leurs entre  lesquelles,  d'après  (a)  et  (£),  (/)  est  compris  peul  être 
rendue  plus  petite  que  X. 

La  différence  positive  en  question  est 

[C,ï,  -t-.  .  .4-  C,t  £/,-}-...-+-  C  ,,£,,-+■  (  Ci—  cû)dl-h.  .  . 

-i-  (Ch  —  Ch-iyd/t-h.  -  .-\r(cp—cp    i  )dp] 

ao 

'}(r)à  +  (L  +  i)M~ 

"< 
i     — - 

En  considérant  que 
Ch     k,       en—  c/t_,<0       (A  ssi,  ...,/>),       </,  ->-.  .  .-t-  dh-*---  .-¥-dp<  a, 
différence  est  plus  petite  que 

afl  +  isVs-   f    ^(-r)^r-f-  Î9K(e,-H...-hsA  +  ...  e/,)  +  (L-H  i)My, 
8  el  K  sonl  arbitraires. 
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On  prend  d'abord  G  •<  -—  • 

D'après  cela,  on  prend  un  K  >  9  et  tel  que 

X 


48^*  /     ty(x)dx<  -■ 


On  prend  un  /,  ■>  -7-,  et  l'on  prend  £/,-<  ,  ,  ',„  et,  d'après  cela, 

r  H  '  4-»9/i:lv 

on  construit  les  d't,  .  . .,  d ' . 

Ainsi/?,  L,  M  seront  déterminés. 

On  prend  enfin  /'  assez  grand  pour  qu'on  ait 

(L  +  ,)M^<i. 

Ainsi,  la  différence  en   question  sera  plus  petite  que  À.  Donc  à 
l'aide  de  (c)  on  conclut  que 


(/)S   C    <\>(x)dx-h\. 


En  prenant  donc  X,  ==  X/  au  lieu  de  X„,   et  en  prenant  -  au 

lieu    de  X,    et   en    continuant  le   procédé,  on    aura   pour   la  suite 
X/  ,  X, ,  . .  .,  ainsi  obtenue 

On  aura  donc,  d'après  XIII, 

JC  " 
<^(x)dx, 
o 

et  la  suite  X,  a  le  quotient  — • 

Définition.  —  Nous  dirons  que  la  suite  X/r  ci-après  est 
normale  à  >b. 

c.  JNous  allons  démontrer  les  inégalités  («),  (6),  (c).  On  dé- 
montre facilement  (7/)  en  tenant  compte  de  la  signification  géomé- 
trique de  -  <j*(a?i)  {Xi+i  —  Xi-\)  et  de  c/t_,  dh  et  en  considérant  que 


dans  les  d'h  on  a 
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<l(x,)>  C/,_,. 


On  démontre  immédiatement  (c),  en  considérant  la  définition 
de  l'intégrale  par  défaut. 

Démonstration  de  (b). 

On  peut  considérer  - -L  (.27)  (a?/+{  — ^<_i)  comme  la  contribu- 
tion du  point  .Xi  de  X/  à  (/). 

Nous  partageons  les  Xi  en  trois  groupes,  I,  II,  III  : 

I.  Xi  n'appartient  pas  à  X/  et  'i(.zv)<K..  Un  tel  Xi  est  évidem- 
ment situé  à  l'intérieur  d'un  d/t  . 

II.  Xi  n'appartient  pas  à  X/  et  Ton  ;i 

«1/(^)>K. 

III.  Xi  appartient  à  X/. 

Nous  allons  considérer  les  contributions  des  points  de  ces 
groupes  à  (/). 

On  peut  diviser  les  a?,-  de  I  compris  dans  les  d'h  (h  =  const.)  en 
deux  classes,  a,  (3  : 

a.     <Ka?,)^c,,  ;  fi.     ty(a?i)>c/,. 

La  contribution  des  a  est  $ C/,  (d/t  +  e/().  On  prouve  facilement 
ce  fait  en  supposant  que  [i  n'existe  pas  et  en  considérant  la  signi- 
fication géométrique  (Xll)  de  -■  (l(a?4),  (xi+i  — a?*_i). 

Désignons  par  e/,  le  nombre  des  intervalles  de  X/-,  qui,  étant 
compris  dans  les  d)t  (h  =  const.),  ne  contiennent  aucun  point ./  Ici 
que  <L  (x)^c/,. 

La  somme  des  longueurs  de  ces  intervalles  est  «<  t/,.  Car,  pour  les 

points  de  S/,  on  a 

<\>(x)<  c,,, 

la  mesure  de  S/,  est  d/n  la  somme  des  longueurs  de-;  <l u  es!  d/,  -f- 1/,. 
L'intervalle  le  plus  petit  de  X/    a  une  longueur  au  moins  égale 

à  —t,  (').  Donc 

(l)  Soit  u  le  quotient  de  \,  ,  et   désignons  par  .r  lu   longueur  de  *on  intervalle 
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Il  peut  arriver  qu'en  formant  X/,  on  doive  choisir  dans  chacun 
de  ces  intervalles  de  X/<  un  point.  L'intervalle  le  plus  grand  de  X/ 
ayant  une  longueur  au    plus   égale  à  — -p—  ('),  la  contribution  des 

points  (3  est 

<î«*^K/M«  +  24£\     48K    ; 

a      ■>.      \    I  I     ) 

Donc  la  contribution  des  points  de  I  [h  =  const.)  est 

=  a h ( dh  -+-£/,)  +  48  Kth. 

En  faisant  donc  la  somme  de  ces  quantités  pour  h  =  i ,  . . .,  p,  on 
trouve  que  la  contribution  des  points  I  est  plus  petite  que  le  pre- 
mier terme  du  second  membre  de  (b). 

Chaque  point  xt de  II   est  évidemment  situé  dans  un  intervalle 

(x\,  -,  x \', J+(  )  de  X/ -,  et  l'on  a  pour  ces  points 

Pour  les  Xi  de  II,  on  a  <i  (a?,-)  >>  K.  Donc  (a?.'  -,  .2?'  +|  )  est  com- 
pris à  l'intérieur  d'un  (//y,  p,).  On  a 

*"K*f/i*»/+i)(*iy+i  ~  x'-2j)  =  j  ty(x)dr 

et 

a?/  hi  —  a?/_1  ^  96 (  a?'î/+ ,  —  ar'v-  )     ( *). 

minimum,  on  a 

1  /» 

x-h(l' — \)x  —  çia,  x^. 


I  — 

1  H 


'Pour  11  —  - ,  on  aura 

■>. 

'a  a 

X  >  -r, >  —r,  • 

-21    —  I  il 

(')  Soit  u  le  quotient  de  la  division  X,,  et  désignons  par  x  la  longueur   de  son 
intervalle  maximum,  on  a 

a 


x  -+•  (l  —  1  )  ux  ~a,         x 


< 


1 
pour  u  =  -  > 
6 

<    6a         6a 

x^m  <  T* 

On  a  de  plus 

£>I. 

v  -  k 

(')  On  a 

_  a^q  <  48  «  ,  >  a 
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Donc 

-ty(Xi)  0<+i  —  **-i)£48«4(*ss,  a?'«/+i)  (â?W+i  +  *t/)  -  <8  /  4»(a")  rf:r- 

La  contribution  de  tous   les   points   de  II  est  ainsi  plus   petite 
que 

48 V>    /      <l(x)dx, 
1      — — 

et  c'est  le  deuxième  terme  du  second  membre  de  (b). 

Enfin   la   contribution   d'un   point   de   III   est  évidemment  plus 
petite  que 

2         \      /  /       /  / 

Le  nombre  des  points  de  111  étant  (L+  i),  on  obtient  enfin  le 
troisième  terme  du  second  membre  de  (b). 

CoilOLLAIRKS. 

I. 

limf  c0dt  ■+•...•+■  c/,_,  di,  -+- . . .+  cp-tdp] 

=  lim [ ct(rft -h  et )+•...-+-  c/((rf/,+  s/,)  +...+  c,,(fl(p+E;,)]  =   /     ty(*)dx, 

•  A) 

[K  =  ce,  0  =»  o.  K(e,  -+-. .  . -+-  ê/j-h.  .  .-H  £,,)  =  oj. 

II.  Désignons  par  (L)  /     ty(x)  dx  l'intégrale  de  <l  (x),  formée 
d'après  la  méthode  de  M.  Lebesgue.  On  a 


L)  j      ty(x)dx  =    Ç    <l>(x)dx     C). 


(')  Soit  ?(.r)    non   négative  semi-continue  et  telle  que    /      o  (x)  dx < 
On  a,  d'après  un  théorème  de  M.  Lebesgue, 

r*u  s*((  s\(l 

(L)/    ^(x)dx  -+-(L)  /    <p{x)dx  =  (L)  I     [jf(x)  +  ?{x))dx. 

•'o  -o  i/o 

/»ll  /"'  /»<• 

/     4* ( x )  </x -4-  /     y(x)dx=  I     [ty(x)  +  f(x)]dx. 

Jt)  Jq  Jq 


Donc 


Foi'r  XI. 
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ITI.  K  étant  invariable 

lim  [  c0  d\  -+- .  .  .  -4-  c/,_ ,  dh  -+- .  .  .  -f-  Cp_ ,  dp  ] 
=  Iim[c1(rf1H-  £,)  -H.  .  .-+-  ch(dh^-zh)  -+-.  .  .-(-  cp(d/t-+-  zp)] 

=     /        ty{x)dX  Nî     /         ^C37)^  (9  =  O,  et  -f-...-f-  £/,  -f-.    .-!-  £/(  =  o). 

IV.  Pour  une  suite  X/r  normale  à  <l  on  aura 

lim  \<l(cci)  +  «K^Z+i  )]  (27+1  —  Xi)  —  o  (Xi=  const.). 

V. 

la  suite  X/r  élant,  l)ien  entendu,  normale  à  <h. 

Théorème  XIV.  —  Soit  <l  la  fonction  du  théorème  XIII.  Dési- 
gnons par  (£,*/;)  l'un  quelconque  des  intervalles  d'h  [voir  (a) 
de  XIII]. 

Soit  À  >  o,  un  nombre  arbitraire. 

X/  étant  une  division,  posons  (a)/=  i,  lorsque  x i  est  compris 
dans  un  (£,  t\)  et  ù(xi) —  g4(Ç,  r,)^X.  Posons  (X),-  =  o  dans 
le  cas  contraire,  c'est-à-dire  lorsque  Xi  est  ou  situé  à  l'extérieur 
des  (^,/j),  ou  quoique  compris  dans  un  (£,Y|),  lorsqu'on  a 

*(*/)- ^4»U,ij)<X. 

K  élant  choisi  arbitrairement  au  delà  de  ^(o,  a),  A  ef  a>  élant 
des  nombres  positifs  donnés  à  l'avance,  on  peut  choisir  0  e£  fes 
d\ ,  ....  c/„  «/«<?  /cm  pour  toutes,  de  manière  que  pour  une  suite 
normale  à  <b,  d'ailleurs  quelconque,  on  ait 

(A)  -KXir(k)i(xi+i  —  xt-iXta, 

(B)  -  X/r(\)ity(Xi)  (37/-M  —  iP,-i)  <  W, 

c//'S  ^//e  /•  dépasse  une  certaine  limite  qui  (K,H,  d\,  . . .,  d  étant 
fixés)  ne  dépend  que  de  la  suite. 

Démonstration.  —  a.  Nous  supposons  que  h  et  d\,  . . .,  d'  sont 
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choisis.     Choisissons     dans     chacun     des     (;,  ïj)     un     (£,,  r(,  >, 

Désignons  par 

les  points  de  la  division  X/r  tels  que 

vi  llfji  <  ar/+i  <  •  •  •  Om-i  <  r»i  =  **»• 

Les  (£,  7))  et  les  (£(,  "1i  )  étant  choisis,  il  est  évident  qu'en  pre- 
nant /•  assez  grand  on  aura 

37-1  >Ê,         a?im-i<1i 

(première  condition  pour  /). 

Posons  (  i  ),=  i  lorsque  i  =/,...,  i»,  et  posons  (i)t  =  o  dans  le 
cas  contraire.  Bien  entendu,  nous  avons  autant  de  couples  /,  m  que 
d'intervalles  (;,  /,). 

Posons  (2)/=  1  lorsque  a?,-  est  compris  dans  un  (£,  £,)  ou  dans 
un  (rjt,  rj)  et  posons  (2),- =  o  dans  le  cas  contraire. 

Poson  s,  pou  ries  xi  coin  pris  cl  ans  d'h  (h  =  1  ,...,/>),  a,-=  «|/(a?t) — ca_i- 

On  a,  d'après  (a)  de  XIII,  a,  >  o. 

Soit  s  >  o.  Je  dis  que  pai*  un  choix  convenable  de  9,  des 
d\,  . . . ,  d' ,  et  des  (£, ,  r^  )  on  aura,  en  prenant  /•  assez  grand, 

(1)  -X/r(i),-a/(^4-i-ïH)<^ 

(2)  -KX/r(2)/(a?/-n  —  ar,_,)<e, 


1 


(3)  -X/p(2)i4»(a?/)(3?/+,  —  a?/_,)<e. 

Admettons  ces  inégalités.  Les  points  pour  lesquels  (1),  (),),•  =  1 
sont  évidemment  compris  parmi  les  points  pour  lesquels  (1)/=  1, 
donc  d'après  (1) 

-X/P(i  )t  ( "k)t(ti (a?/+(  —  x,-i )  <  e. 
De  même,  de  (2)  et  (3)  on  tire 

|KX/f(»Hl)K»m-*M)<i, 

i  X/„  (a)/(X)/  |(a?/)  (  x,+,  —  a-,--  1  )<  e. 
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Lorsque  pour  un  Xi  de  (£,  •/]),  '\{xi)  —  g^ (£,  fi)  =  \  on  aa/>À, 


car  a,=  6(^/)  —  c/(_,  et  g'^(l,  'r\)  >  c^_, .  Donc 
X 


:X/r(i)f(X)*(a?ï-H  —  aï-i)  <  £- 


Par  suite 


On  a  donc 


Ke 


-KX/p(i)/(X)/(a;/+i— •»«_!)<  -y- 


jKX/f(X)i (*/+,  —  *,_t) < ±KX/r [(i)/+ (a),] (X),(*^i— *,_,)<  ^  + s. 

En  prenant  donc  s  <<         '    >  (A)  est  démontré. 

On  a 

K  =  ch, 

donc  ^  (#/)  <<  K  +  a, (pour  les  #/  compris  dans  les  û^t),  on  aura 
ainsi 


Ke 


-  x/r  (  i  )i  Ck)ity(m)(  ^m  i  —  &>i-\  ) 

<  -1  KX/,(i)('(^)(%i-*h)+  - X/„ ( i )i ( X )t *t (Xi-t-t—  xi-i)  <  -. 

1  1  A 

On  aura  donc 

-X/r(X>/ 4*  (*/)(»<+!  —  ^--i) 

i  Ke 

£  -  X/r  [(i)/  -+-  (a)*]  (X)^(a-,)  (a;,-,.,  -  xt-i  )  £  -y-  -+- s  -+-  e. 

En  prenant  donc  e  <£  ït r  >  (B)  est  démontré. 

1  K  -+-  2  X    v     ' 

b.  Nous  allons  maintenant  montrer  comment  on  peut  satisfaire  à 

(0,(2),  (3). 

Désignons  par  I  la  somme  des  intégrales  par  défaut  de  '|   pour 
les  d'h  (h  =  i,  . .  . ,  p),  c'est-à-dire  pour  les  (£,  7|). 

Nous  choisissons  les  d'h  de  manière  qu'on  ait 


(a) 


I— /    i    ^(x)dx—\s    i     <\>(x)dx\ 


<7     (l). 


(b)  o£I  —  (c0<ii -(-...-+-  ch-ïdh-<r.  .  ,+  Cp-idp)  <  7' 


(')  (ajj  ",)  sont  'es  intervalles  adjoints  à  ty  par  K. 
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Par  ces  deux  conditions,    le  choix  de  h  et  des  f/,,  ....</    esl 
réglé. 

Nous  choisissons  les  ( ç , ,  yj i  )  de  manière  que  : 

i°  La  somme  des   longueurs  des  (ç,  £,)  et  (th,y,),  qui  se  trou- 
vent dans  les  d'h  ( h  =  const.),  soit  plus  petite  que  sa  (voir  XIII  à)  ; 
20  La  somme  de  tous  les  ^rv(çi  —  ç  -+-  ï)  —  7j,)  soit  plus  petite 

quei; 

3°  La  somme   11  des  intégrales   par  défaut  de   6  pour   tous  les 

(£,  ij|  ),  (yj, ,  rj)  soit  plus  petite  que  -• 

En  prenant  r  assez,  grand  (deuxième  condition  |,  on  aura 


(I  _  II)  _  _  X/r(iV «K*/) (a?/+,  -  **_,  ) 


(  Fof'r  corollaire  V  du  théorème  XIII.  ) 
On  aura  donc  de  <  h  | 


[(CoO?|-4-.  .  . -f-C/,-,^,-*-.  .  .-t-C,,-!^/,)—  1 1  J 


<4 


-  X/r(i),^(a?i)(a:/+i  —  x/_,) 


et  comme  II  <->  on  aura 


(c) 


rx/,(i)/"K*f)  O'+i  —  rc-i) 
—  (c0di-h. .  .4-  c/,_,d/,  +  .  . .-+-  cp-idp) 


< 


On  a  encore 
(«0       -X/,(i)/ ♦(»*)(**«  —  »<   i) 

=  -X/r(l)/C/^,(.r,(  ,  —  X;    i  )  -r  rX/rl  I        < .  '  a        , 

car  les  termes  -  c/,_{  (Xi+\  — #i_«)  de  la  somme 


X/p-«(i)/Ca    ,i  ./•/,  ,  — .r/_,), 
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pour  lesquels  /t  =  consl.,  correspondent  à  un  i  tel  que  l<i^m. 
[On  a  autant  de  couples  l,  m  que  de  d'h  (h  =  const.  ).] 

La  contribution  de  ces  points  à  la  somme  est  '^>C/l_l  (xm —  X[) 
et  la  somme  des  (xm  —  xi)  (h  =  const.)  est  >»  d^,  car 

xm  —  xl  =  f\  1  —  Ç  l 

et  la  somme  des  r\{  —  ç,  (h  =  const.)  est  ^>  d/t  (voir  i°). 
De  (c)  et  (d)  on  tire  que 

-X/r(i),-a,-(a-/+i  —a?,-,)  <  e, 

et  par  là  (i  )  est  démontré. 

(2)  et  (3)  sont  valables  au  fond  de  20  et  3°,  tout  en  prenant  r 
assez  grand  (voir  corollaire  V  du  théorème  XIII)  et  c'est  la  dernière 
condition  pour  /•. 

Remarque.  —  Posons  (3)/=  1  lorsque  x,  est  compris  dans 
un  des  d'h,  et  ty(xï)  est  compris  dans  (K —  A,  K  -f-  a)  et  soit 
(3);=  o  dans  le  cas  contraire. 

Soit  q  le  nombre  entier  pour  lequel  cq_K  <K  —  ~>^cq.  Soit  e' 
un  nombre  positif  arbitraire.  En  prenant  /•  assez  grand, 

-X/r(3)/(|/(a?I)(a?/+i  — iF/_i)£(K-l-  ^)[(dq-h  tt/ )-+-... -h  (d,,  -4-e,,)]  ■+- e'. 

Soit  jjl  >  o  et  donné  à  l'avance.  En  prenant  K  assez  grand, 

(K4-À)H+£7)  +  ...  +  (</f+g]<|i, 
\  étant,  bien  entendu,  invariable. 

Théorjme  XV.  —  Soit  '}  la  fonction  de  XIII  et  soit  Xir  une 
suite  normale  à  •l. 

Posons  (K  )/  =  1  lorsque  <li  (xi)  >  Ket posons  (K),  =  o  lorsque 
'l  (xi)  ^  K.  Soit  x  >»  o  et  donné  à  l'avance. 

On  peut  choisir  K  arbitrairement  au  delà  d'une  certaine 
limite  qui  ne  dépend  que  de  x,  de  manière  que  pour  les  r 
assez  grands  (la  grandeur  de  r  dépend  de  la  suite) 

(A)  *-  Xi,(K)i4>(*,)  (a?,.,.,  -xt-i)<  /- 
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Nous  choisissons  A  >>  o  arbitrairement,  posons  w  =  -  et  em- 
ployons le  théorème  XIV  en  prenant,  pour  K  une  valeur  telle 
que 

2°  (  K  -+-  X  )  [(  dq  ■+-  e  q)  -f- . . .  ■+■  (  dp  -+•  zp  )]  <  £ 

o 

(voir  la  démonstration  et  la  remarque  du  théorème  XIV). 

Un  .r,  pour  lequel  (K)t  =  î  est  situé  :  (a)  ou  à  l'extérieur  des  dh; 
(t3)  ou  à  l'intérieur  des  d'h\  (-')  ou  il  est  une  extrémité  de  l'un 
des  d'h. 

La  contribution    -ty(&i)  {&i+t  —  #i-i)    des  (a)  à  (A)  est  d'après  i" 

et  d'après  le  corollaire  V  du  théorème  KHI,  <  7  eu  prenant  r 
assez  grand  (première  condition  pour  /').  Les  points  (fi)  sont  de 
deux  espèces,  ils  satisfont  ou  ils  ne  satisfont  pas  à 

La  contribution  de  la  première  espèce  de  ces  points  à  (A)  est 
d'après  le  théorème  XIV,  (H),  plus  petite  que  w=  -,  en  prenant 
r  assez-  grand  (deuxième  condition  pour  /•).  Les  points  de  la 
deuxième  espèce  sont  évidemment  compris  dans  les  d't  ...,d'. 
Leur  contribution  à  (A)  est  d'après  >."et  d'après  le  corollaire  \  du 
théorème  XIII,  plus  petite  «pie  ">  en  prenant  r  assez  grand  (troi- 
sième condition).  Enfin  les  points  (y)  sont  indépendants  de  r, 
donc  en  prenant  /•  assez  grand,  leur  contribution  sera  <  7.  Donc 
la  somme  en  question  sera  <<  x. 

Théorème  XVI.  —  Soit  Q  un  ensemble  de  seconde  catégorie 
de  (o,  a).  Soit  ty{x)  une  fonction  définie  sur  Q,  /io/>  négative 
semi-continue  et  telle  que 

f    >\>(x)dx<-i-yc     1  I  ). 


(')  On  a  par  définition    /     4 (.r  )  dx  —  \  g'*(xt,  xl+l )  (xl+l —  xt). 
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Le  théorème  XIII  conserve  sa  valeur  mais  X/r  aura  le  quo- 
tient -,  c' '  est-à-dire  qu'il  existe  une  suite  de  divisions  X/rà  quo- 
tient fini  (=-)  telle  que 

-X/„[ty(Xt)  -4-4*(a?l+1)](af^-t—  a?/)  =   j     <\>(x)dx, 

les  points   de   chacune   des   divisions  de   la  suite  étant,  bien 
entendu,  points  de  Q  (  '  ). 

Nous  dirons  que  la  suite  X,r  est  normale  à  il. 

Démonstration.  —  Nous  définissons  une  fonction  d/,  [x)  pour 
chaque  point  de  (o,  a)  de  la  manière  suivante.  Lorsque  x  appar- 
tient à  Q,  nous  posons 

<\ii{x)  =  <!>(#); 

dans  le  cas  contraire,  nous  posons 

tyl(x)  =    lim    g^(x —  s,  x -+- rt). 

E-t-Y]=0 

<L,  (x)  est  donc  >o,  de  plus  elle  est  semi-continue.  Soit  x'  un  point 
de(o,a).  Pour  un  point  x  quelconque  de  (x1  —  z,x'-\-'r\),  on  a 

^i{x)^g^{x'—  e,  x'-\-i\), 
donc 

(a)  gtyi(x  —  s,  x' -h  t\)  =  g'HT' —  î1  x'  -+-  7\)-l 

cl  ainsi 

(6)        tyi(x')  =    lim    gty(x' — e,  a?'-f-  t,)  =    lim    g^*(x' — e,  a?' -H  ■»]), 

S  -H  Y)  =  0  6  -t-  Y)  =  o 

ce  qui  démontre  la  proposition. 
On  conclut  de  plus  de  (a)  que 


/     '\*i(x)  dx  —    I     <\>(x)dx. 


De   (b)   on   conclut   que,   pour   o  >>  o    et  donné  à  l'avance  et 
pour  x'  quelconque  n'appartenant  pas  à  Q,  il  existe  dans  chaque 

(  '  )  On  adjoint  les  points  o  et  a  à  Q  et  Ton  pose  ^(°)  =  ^(a)  =  o. 
XXXIX.  20 
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{x'  —  e,  x'  -f-  V)  )  des  a?  tels  de  Q  que 

|  ty(x')  —  ^(a?)  |  <  o. 

Soit  Xw  une  division  telle  que  ses  points  étant  points  de  Q,  on 
ait  pour  eux 

tyx(x)  =  ty(x)  <  +  3C. 

D'après  le  théorème  XIII  il  existe  une  division  X/  de  quotient  -> 
contenant  X„  telle  que 


.( 


tyt(x)dx Xi\^i(xi)-h^i(Xi+i)](set+i  —  xt) 


est  aussi  petite  qu'on  le  veut. 

I  l'instruisons  pour  chaque  point  Xi  de  \/  un  voisinage  tel  que 
deux  de  ers  voisinages  soient  séparés,  et  tel  qu'en  choisissant  un 
point  x\  quelconque  de  l'un  de  ces  voisinages,  la  division  de  (o,  a  | 

formée  par  les  x  t  ait  le  quotient  -.  Il  suflit  pour  cela  de  prendre 
les  voisinages  assez  petits. 

Lorsque  Xi  est  un  point  de  Q,  nous  prenons  x'l  =  .fl.  Dans 
l'autre  cas,  x\  sera  un  point  de  Q  tel  que  |  ']/  (a?/)  —  '\{-i'\  )  |.  soil  assez 
petit  pour  que 

|  .'  X/|  *(*',)  +  -H-^m)]  (*«  ,  -  *'/)  -  \  MH*i)  +-+i(**m)](»*m— »<)  |. 

soit  aussi  petite  qu'on  le  veut. 

Par  là,  en  désignant  par  X/  la  division  qui  est  formée  par  les 
points  x\ 


i: 


■l ,  x  |  dx X/[4«(  .r,  )-+-<}»( 37,+,  )]  (*,+,  —  #<  ) 


sera  aussi  petit  qu'on  le  veut. 

En  prenant  donc  X/  au  lieu  «le  X„  on  obtient,  comme  dans  le 
théorème  \lll,  par  itération,  la  suite  normale. 

Remarque.  Tous  les  théorèmes  que  nous  avons  établis  pour 
la  fonction  semi-continue  qui  est  définie  dans  (o,  a)  soûl  valables 
pour  la  fonction  semi-continue  définie  sur  Q,  si  le  théorème  n  esl 
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pas  fondé  sur   le    fait    que    l'intervalle    (o,  a)    est    un    ensemble 
parfait. 

B.  —  Fonction  d'approximation.  —  Divisions  semblables. 

Théorème  XVII.  —  Soit  <l  la  fonction  du  théorèmeXN.  Nous 
supposons  qu'il  existe  une  suite  m,  (x),  m2(x),  .  .  . ,  ms(x),  .  .  ., 
de  fonctions,  définies  sur  Q,  non  négatives  et  telles  que 

i"  ms(x)^ms+i(x)'^'b(x),    lim  ms(x)  =  '\{x); 

20  Soit  [i.  >  o  donné  arbitrairement  à  l'avance  et  soit  x'  un 
point  de  Q.  Pour  chaque  x'  il  existe  un  {x' —  e,  x'  +  '/\)  tel  que, 
lorsque  s  dépasse  une  certaine  limite,  on  ait  pour  chaque 
point  x  de  (x'  —  e,  x'  -+-  rt  ) 

ty(x')  —  ms(x)  <  \x. 

Bien  entendu  i,  r(  et  s  dépendent  de  [j.  et  de  x' . 

Nous  dirons  que  la  fonction  ms(x)  [qui  est  un  terme  de  la 
suite  ms(x),  s  =  1,2, ...]  est  une  fonction  d'approximation 
def 

Soient  0,  X,  x  des  nombres  positifs  donnés  à  l'avance.  Soit 
X//r  une  suite  normale  à  <l. 

En  choisissant  une  constante  K  au  delà  d'une  certaine  limite 
qui  ne  dépend  que  de  x,  dès  que  s  dépasse  une  certaine  limite 
qui  dépend  de  S,  X,  x,  et  dès  que  r  dépasse  une  certaine 
limite  qui  dépend  de  la  suite  X,   : 

a.  Pour  les  xi  {de  la  rième  division  de  la  suite  X/;.)  qui  satis- 
font à  b(xi)  >•  K,  la  somme  des  valeurs  de 

-ty(Xi)(xi+i  —  Xi-i) 

est  plus  petite  que  ■/.. 

b.  Pour  les  xi  satisfaisant  aux  deux  conditions 
(1)  ty(xt)     K.         <Ka?/)  —  ms{xi)lZ, 

la  somme   N    des   valeurs  de     i\f./,H     -  ./■,    ,)  est  plus  petite 
que  X. 
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c.   Pour  les  xi  qui  restent,  on  a  évidemment 
^0/)£K,        ty(xt)  —  ms(xi)<h. 

Démonstration.  —  a  est  évident  d'après  XV  et  XVI,  et  l'on 
voit  que  le  choix  du  K.  ne  dépend  que  de  x.  Nous  choisissons  un 
tel  K.  Nous  n'avons  donc  à  démontrer  que  b. 

Le  complémentaire  P  de  Q  est  de  première  catégorie.  On  peut 
donc  l'enfermer  dans  un  ensemble  dénombrable  d'intervalles 
{thi  Wif)  tels  que 

>  k   I        <b(x)  dx  <  -         (voir  X). 

i    — - 

Lorsque  x'  est  un  point  de  O  et  (a,  ji)  un  intervalle  qui  con- 
tient x ',  on  a 

s4(a,P)-<K*')£o. 

D'après  la  définition  des  ms(x),  à  chaque  pointa?'  de  Q  corres- 
pond un  (x'  —  e,  r'  +  r,)  de  manière  que  pour  les  points  a?  de  Q 
situés  dans  (x'  —  s,  x1  +  "/j),  dès  que  s  dépasse  une  certaine  limite 
qui  dépend  de  x'  et  de  S,  on  ail 

g 
<\>(x')  —  ms(x)  <  -• 

On  a  donc 

tf*(a,  p)  —  ms(x)<  °-- 

La  valeur  de  K  est  <léjà  fixée,  nous  posons  dans  le  théorème  \l\ 

'v  =  -,  w  =  —  et  prenons  î  <"  ).  D'après  cela,  nous  choisissons  le  G 
i  4  4 

et  construisons  les  d\ ,  ...,</',  de  manière  que  le  théorème  XIV 

soit  valable. 

En  appliquant  le  lemme  du  théorème  XI,  on  voit  que  pour 
chaque  (£,,7,,)  (théorème  XIV)  il  existe  une  division  telle,  qu'en 
désignant  l'un  de  ses  intervalles  par  (ç',  ■/}'),  ou  bien  il  existe  un  s, 
de  manière  que  pour  les  points  x  de  Q  situés  dans  (ç',  V)  °"  ;nl 

\^)-ms{x)<     -     (») 


(')  (Ci  ',  )  est  le  (//,  du  théorème  \I\  qui  contient  le  (;,,  tm)  considéré. 
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(intervalles  II),  ou  un  tel  s  n'existe  pas  [intervalles  I,  ces  inter- 
valles sont  compris  dans  les  (£*,  w*)]. 

Prenons  un  s  plus  grand  que  le  plus  grand  pour  tous  les  II. 
Un  xi  pour  lequel  >b(xi)<K  est  situé  dans  un  (£,  yj)  (théo- 
rème XIV  ).  Donc  un  xi  qui  satisfait  à  (i)  est  situé  :  (a)  dans  (H,  £,), 
(*U>*l);  (P)  dans  (£,,  7j,). 

La  contribution  f  -  K  (^/+1  —  x;_  ,  )  ]  des  points  de  (a)  à  Nesl  <^  — 

(e  <C  7>  théorème  XIV  )• 

Les  points  de  (j3)  sont  de  deux  espèces,  ils  se  trouvent  ou  dans 
un  II  ou  dans  un  I. 

Lorsque  le  point  est  point  d'un  II,  on  a 

et  ayant  [voir  (i)] 

<\>(xt)  —  ms(x;)^o, 
on  aura 

Donc,  d'après  le  théorème  XIV,   la  contribution  de   tous  ces 

points  à  N  est  <  -  . 

4 

Pour  les  Xi  de  ((3)  qui  sont  situés  dans  les  I,  la  contribution  à  N 
est.  d'après  le  choix  des  (t/,,  (V*)  qui  contiennent  les  I,  <  -  (voir 
corollaire  V,  théorème  XIII). 
Donc 

_,       X       X       X       . 
4       4       2 

Théorème  XVUf.  —  Soient  b(x)  et  cp  (a?)  des  fonctions  définies 
sur  Q,  /îort  négatives,  semi-continues  et  telles  que 

/Il  s%ll 

ty(x)  dx  <-f-  oo,  /     cp(rr)  d.r  < -+-  x. 

«A 

*SW^  X/r  rme  suite  normale  à  (6  -h  tp).  \/rcst  aussi  normale  à 
<j;  et  à  <p. 

Nous  omettons  la  démonstration  qui  est  facile,  et  nous  remar- 
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quons  que  le  théorème  s'applique  aussi  à  la  somme  d'un  nombre 
limité  de  fonctions. 

Théorème    \l\.    —    Nous  disons    que    les   divisions    \ 
yiv',v"i  ^  sont  semblables  lorsqu'on  a 

l=i  m,         yi  —  •,,_,(  xi  —  x' ,)  -+-  y'  (i'  =  o,  .... /). 

Deux  suites  de  divisions  seront  dites  semblables,  lorsque  leurs 

pleines  (]jvjsjons  ^  =  i}2,    .  .  .  )  le    SOnt. 

Soient  [x!,  x"),  (y', y"),  .  .  .  des  intervalles  en  nombre  limité. 
Soient  Q,,  Q2,  ...,  des  ensembles  de  points  de  seconde  catégorie 
de  ces  intervalles.  Soient  <j/,  (.r),  à-2(y),  .  .  .  des  fonctions  défi- 
nies sur  Qt,  Q2,  ...,  non  négatives,  semi-continues  et  telles  que 


j    ^  (x)  dx  < -i-  »,        I    <MjO  dy 


11  existe  des  suites  semblables  X^'1"1,   Y^"0"',  ...,   normales 


à  (p,,  'l->,  . 


Nous   ne  considérons  que   deux  intervalles  (x1,  x")  et  (y', y")- 
y  étant  un  point  de  Q;>,  posons  : 


.r  —  t    ,-  ,v 

— — -,\y  —y  )  +  x i 


y  -y 


et  désignons  par  Q2  l'ensemble  des  points  x  =  .r  de  (./',./").    Qa 
est  évidemment  de  seconde  catégorie. 

Posons  <!/.,  {x)  ■=  ta  (  y)',  '■!/>  (  x  '  est  évidemmenl  définie  sur  Q2, 
elle  est  non  négative  semi-continue  et 

/       ^f\{r)dr  =  '\„_T,    j       tyi(y)dy        hao. 

j:v>  y     y  ■  v- 

<b,  (x)  et  •!/,  [x)  soni  donc  définies  sur  l'ensemble  Q„  qui  est  la 


(')  On  comprend  facilement   la  signification  de  Y^"-'''  qui  est  tout   à    fait  ana- 

logue  .i  celle  de  \ 
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partie  commune  de  O,  et  de  Q2.  Q',  est  de  deuxième  catégorie 
(théorème  X),  'i>(  et  i{/2  (x)  sont  non  négatives,  semi-continues  et 
leurs  intégrales  par  défaut  sont  finies. 

D'après  le  théorème  WII,  il  existe  une  suite  X/*''"1  normale  à 
•b{  et  à  'h'.,. 

On  trouve  facilement  que  la  suite  \/;  '"',  qui  est  semblable  à 
la  suite  \,' '''■''"',  sera  normale  à  <^2(v). 


G.  —  La  fonction  semi-continue  comme  limite  des  fonctions. 

Théorème  XX.  —  Soit  Q  un  ensemble  de  points  de  seconde 
catégorie  de  (o,  a).  Soient  fs(&)  (^  =  1,2.  .  .  .)  des  fonctions 
définies  sur  Q,  uniformes,  non  négatives,  intégrables  et  telles 
que  fs(x)<<?s+i(x). 

La  fonction 

ty(x)=  lim  <fs(v) 

est  donc  définie  sur  Q,  elle  est  uniforme,  non  négative. 

Supposons  qu'elle  soit  semi-continue,  ce  qui  arrive  certaine- 
ment lorsque  chacune  des  fonctions  os  est  continue  sur  Q  (voir 
théorème  IV).  On  a  alors 


lim    /      <pg (,r)  clx  =   I      ty(ar)  d.i 


Démonstration.  —  a.  Il  est  connu  que  cp  (x)  étant  une  fonction 
définie  pour  Q,  elle  est  intégrable  lorsqu'elle  est  bornée  et 

X  gï'xi,  cei+\ )  (x-i+,  —  xi)  =  X  Gî(a?,-,  x^\  )(xi+i  —  a?/), 

en  désignant  par  G?(#/,  #1+1)  la  limite  supérieure  des  valeurs  de  cp 
pour  les  points  de  Q  compris  dans  (#,•,  xl+{). 

Le  svmbole  de  ces  valeurs  égales  est   /     cp  (x)  dx.  Il  est,  de  plus, 

connu  que  les  points  de  discontinuité  de  cp  forment  un  ensemble 
de  première  catégorie. 

Posons,  lorsque  x  n'appartient  pas  à  Q, 
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et  lorsque  x  appartient  à  Q, 

$"(x)  =«p,(a?),        tyt(x)  =  ty(x). 
On  démontre  facilement  que 

lim  <piu(a?)  =  ^iO)> 

déplus,  quecp^1  est  aussi  intégrable,  •},  est  semi-continue  (voir  XVI) 
et 

f    9lsi)(x)dx  =  f   ys(x)dx,  f    ^l{x)dx=  f   ty{x)dx. 

J0  Jo  >A  ^_o 

On  peut  donc  supposer  que  Q  coïncide  avec  (o,  «)(')• 
b.   On  a  cp^5:cpj+, ,  donc 

|     ^j(x)dx^  f    os+i(x)dx. 

/" 
<p.ç(#)  <£r  est  déterminée. 

Prenons  une  suite  X,r.  On  a  évidemment 

ff1'(xh  Xt+\  )  =  S^Oi ,  xt+\  ), 

nous  aurons  donc 

X/r  <??»(*/,  xM  )  (r,- .H1  —  xi)  £  Kirff^f(xtl  xt+\)  (*/+«  —  **)  ; 
pour  /■  =  oc,  on  aura 

vs(x)dx-  j     <b(x)dx. 

On  a  donc 

lim     /     os(x)dx£  f    ty(x)dx. 

5=00   «70  J0 

c.    Soit  3>oet  prenons  un  Xj  tel  que  nous  ayons 

r"  8 

/     'b(x)dx  —  Xig*(xi,Xi+l)(xi+i-Xi)<-     (•). 


(  ')  On  démontre  immédiatement  le  théorème  à  l'aide  des  intégrales  de  M.  Le 
bcsgne. 

(5)  On  prend  : 


H-  ao  —  a  as      i  (-t-  <»  =  a  =  o),         -  =  -+-  oc, 

a  o 
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Soient  les  0/  arbitraires  mais  tels  que  Xi+t  —  a?/>  o,\>  o  et  que 

I        <\l(x)  dx  —  Xi  g$(X£,  Xi+l)(Xi+ï—Xj  —  o()  <  o. 

•  o 

Soit  x'  un  point  de  (%;,  Xi+i).  On  a  lim  os=  <îi,  donc  il  existe 

S—  oo 

un  v  (qui  dépend  de  x')  de  manière  que 


On  a  encore 
ainsi 


<Ma?')  —  fv(x')<  -• 
g$(Xi,  xi+l)  —  wv(x')  <  -• 


Soit  P^  l'ensemble  des  points  de  discontinuité  de  cp.f,  il  est  de 
première  catégorie.  L'ensemble  P,  qui  est  la  réunion  de  P< ,  P2,  •••, 
est  aussi  de  première  catégorie.  Soit  Q'  le  complémentaire  de  P. 

Lorsque  x'  est  un  point  de  Q',  ov  est  continue  en  x'.  Il  existe 
donc  un  (ç,  ~r\)  compris  dans  (xi,  xt+i)  et  contenant  x',  de  ma- 
nière que 

On  a  donc 

et  ainsi,  pour  s  =  v 

**»(Èfii)(ij— $)  +  *(*  —  6)  >*+(»/,  »*m)OÎ  —  I). 

et  cette  inégalité  est  évidemment  valable  pour.ç^f. 

On  peut  donc  (i>o//-Xl)  former  une  division  de  (#<-,  Xi+t)  de 
manière  que  la  somme  des  longueurs  de  ses  intervalles  qui  ne  satis- 
font pas  à  une  pareille  inégalité  soit  plus  petite  que  S/. 

Soit  X/4  la  division  de  (o,  a)  qui  est  formée  par  ces  divisions 
des  (xi,  Xi+i).  Soit  s  plus  grand  que  chacun  des  v  qui  se  pré- 
sentent. On  aura 

X/,  ff9'(xt,  xt+i)  (xt+t  -ï,)  +  oa>  X(gty(xi,  Xi+i){xt+\—  a?/—  o,). 

Ainsi  pour  s  assez  grand 

/n  „  a 

<p.v(#)  cte-4- 8  a  +  8  >    /     ^(a-)a*^, 

ce  qui,  d'après  b,  démontre  le  théorème. 
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REMARQUES  SDR  LES  SINGULARITÉS  TRANSCENDANTES  DES  FONCTIONS 
DE  DEUX  VARIABLES; 

Pu;     M  .     1'.     BOUXROI  \. 

L'étude  des  fonctions  entières  de  deux  variables  soulève  un  pro- 
blème forl  intéressanl  :  Si  l'on  connaît  les  singularités  de 
F(x,y)  dans  certaines  régions,  que  peut-on  dire  des  singula- 
rités présentées  par  cette  fonction  dans  des  régions  plus  éten- 
dues? Dans  le  cas  des  fonctions  d'une  variable,  la  question  ainsi 
posée  ne  comporte  aucune  réponse,  car  il  esl  clair  qu'une  fonction 
de  .r  peu!  être  holomorpbe  à  L'intérieur  d'un  contour  donné  ci 
présenter  hors  de  ce  contour  îles  singularités  de  toutes  natures.  Il 
en  va  autrement  des  fonctions  de  deux  variables,  ainsi  qu  en  fail 
foi,  par  exemple,  le  théorème  suivant  dû  à  M.  Hartogs  :  Soit  dans 
le  plan  y  un  domaine  B  contenant  le  point  y=yti  et  limité 
par  une  courbe  F;  soit,d' autre  part,  F  [x,  y)  une  fonction  uni- 
forme pour  x  voisin  de  x{,  y  intérieure  à  Y  [frontière  com- 
prise)] je  suppose  que  V  présente  une  singularité  au  point 
a?  =  .ri,  y—yt  tandis  que  V(x,,yt)  est  fonction  hotomorphe 
de  y  sur  le  contour  F;  dans  ces  conditions  il  existe  un  cercle  c, 
fini,  décentre  x  y,  tel  que  pour  toute  valeur  x'  de  x  intérieur  à  c, 
la  fonction  F(.r\  r  )  soit  singulière  en  un  point  au  moins  de  B. 
A.  ce  théorème  M.  Hartogs  ajoute  une  série  de  propositions  re- 
marquables que  l'on  trouvera  dans  son  Inaugural-Dissertation 
(Munich,  iqo3)  et  dans  ses  Mémoires  postérieurs ('),  et  il  \  a  cer- 
tainement encore,  dans  ce  domaine,  d'intéressantes  recherches  à 
faire  (2). 

Je  voudrais,  à  ce  propos,  présenter  quelques  remarques  rela- 
tives à  deux  types  fondamentaux  de  singularités  transcendantes 
qui  appartiennent   an\  fonctions  uniformes  Vt.r,  )  i  :  i°  singula- 


(')  Sitzungsbericht   der  Kgl.   Bayer,   Ah.  </.    Wissenach.,    t.   XXXVI,   1906, 
p.  a33;   Wathem.  Ami..  1.  I.WII. 

(3)  M.  Dulac  .1  traité  on  cas  particulier  ilu  problème  énoncé  plus  haut;  il  éta- 
blit l'holomorphisme  de   F  1  ./•,  _r  )  au   voisinage  de  l'origine  en   partant   < 1 1  — -  pro 
priétés  de  la  fonction  qu'il  suppose  connues  pour  les  seules  valeurs  réelles  (voi- 
sines de  0)  de  x  el  y     Icta  mathematica,  t.  XXXI,  p.  o5). 
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rites  qui  se  propagent  le  long  d'une  courbe  isolée^  '  )  (  je  me  bor- 
nerai au  cas  où  la  courbe  est  algébroïde)',  i"  singularités  qui  se 
présentent  pour  une  valeur  déterminée  de  x,y  étant  quelconque. 
Il  y  a  entre  ces  singularités  et  certaines  propriétés  des  équations 
différentielles,  une  analogie  qu'il  n'est  peut-être  pas  sans  intérêt 
de  signaler. 

I. 

Considérons  une  fonction  uniforme  F(.r,j')  présentant  une  sin- 
gularité transcendante  qui  se  propage  le  long  d'une  courbe 
algébroïde  isolée. 

Je  remarque  d'abord  que  tout  point  (xt  ,JKi)  de  la  courbe  singu- 
lière se  trouve  être  pour  F  point  d'indétermination  complète  (au 
voisinage  duquel  F  prend  toutes  les  valeurs  possibles  sauf  deux  au 
plus).  En  effet,  —  laissant  (2)  par  exemple  x  égal  à  .r,, —  consi- 
dérons la  fonction  de  y,  F(#, ,  y).  Cette  fonction  uniforme  est,  par 
hypothèse,  méromorphe  lorsque  y  est  voisin  de  y{  :  elle  présente 
dès  lors,  pour  y  =  y t,  une  singularité  transcendante  isolée  qui  ne 
peut  être  qu'essentielle. 

Portons  maintenant  notre  attention  sur  la  fonction  multi- 
forme (3)ya  de  x  qui  est  délinie  par  l'égalité. 

(i)  F(ar,7)  =  a, 

où  a  est  une  constante  arbitraire.  Nous  constatons  que,  pour 
x  =  x{ ,  la  fonction  ya  admet  une  infinité  de  déterminations  qui 
convergent  vers  la  valeur-limite  yt .  Nous  voyons  ainsi  que  la  combe 
singulière  est,  pour  les  brandies  de  la  fonction  ya (x),  une  fonc- 
tion-limite ou  branche-limite('').  La  singularité  xn  yK  )  est  doue 


(')  L'étude  de  la  courbe  le  long  de  laquelle  se  propage  une  singularité  a  été 
l'objet  de  nombreux  travaux.  Outre  le  dernier  Mémoire  de  M.  Ilartogs,  cité  ci- 
dessus,  on  pourra  consulter  un  Mémoire  de  M.  Kaber  {Mathem.  Annulai,  t.  71  ). 

C)  On  peut,  plus  généralement,  supposer  que  {x,y)  tend  vers  (.r,,^,)  le  long 
d'une  courbe  algébrique. 

(3)  ya(x)  se  décomposera  parfois  en  plusieurs  fonctions;  m;iis  il  est  toujours 
loisible  de  considérer  ces  fonctions  comme  n'en  faisant  qu'une. 

(')  Cette  propriété  caractérisera  en  même  temps  les  branches-limites  de  ^,(J?)> 
et  celles  de  xa{y),  à  moins  que  la  courbe  singulière  ne  réduise  &  une  droite 
d'équation  y  =  y„  ou  x  ~  ./•„.  Nous  avons  toujours  le  droit  d'exclure  ce  dernier 
cas  après  avoir  effecl  ué,  au  besoin,  un  changement  de  variable  rationnel. 
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caractérisée  par  ce  fait  que  la  fonction  multiforme  yu{x)  admet 
une  branche-limite  passant  par  le  point  (#,,  Y\),  algébroïde  au 
voisinage  de  (#,, y ,)  et  indépendante  de  a.  D'ailleurs,  l'ensemble 
des  branches  de  ya[x)  converge  uniformément  vers  la  branche- 
limite  en  tout  point  x  où  celte  dernière  est  continue  ('). 

Remarque.  —  Nous  avons  supposé  c|tie  la  singularité  (.r,  ,yt) 
se  propageait  le  long  d'une  courbe  algébroïde  isolée.  Nous  aillions 
pu  nous  contenter  de  supposer  (pic  la  singularité  [x ,,  y {)  se  pro- 
page le  long  d'une  courbe  continue.  En  effet,  nous  aurions 
encore  déduit  de  cette  hypothèse  que  la  courbe  singulière  est  une 
branche-limite  vers  laquelle  convergent  uniformément  les  bran- 
ches des  ya(x),  et  de  ce  que  ces  branches  sont  algébroïdes  et  bor- 
nées au  voisinage  de  tout  point  où  elles  tendent  vers  une  limite 
finie,  nous  aurions  conclu  que  la  branche-limite,  supposée  conti- 
nue, est,  par  surcroît,  algébroïde. 

Ces  remarques  faites,  je  vais  démontrer  que  F  peut  être  regar- 
dée comme  fonction  d' une  variable  unique,  //,  laquelle  est  fonc- 
tion algébroïde  de  x  et  y  au  voisinage  de  xt,yt. 

Considérons  en  effet  une  région  S  contenant  un  arc  algébroïde 
de  la  courbe  singulière,  et  ne  contenant  pas  d'autres  singularités 
transcendantes  de  F.  Appelons  x0  et  x  deux  abscisses  fixes  quel- 
conques intérieures  à  S,  et  joignons  x0  el  x  par  un  chemin  quel- 
conque. Il  n'y  a  par  hypothèse  (dans  S)  qu'un  nombre  fini  de 
points  de  la  courbe  singulière  qui  aient  pour  abscisse  x0  ou  ./  : 
nous  appellerons  Y(lM1,  .  ..,Y(0ja  et  Yt,  ...,  Y*  les  ordonnées  res- 
pectives de  ces  points;  nous  désignerons,  d'autre  pari,  par  S  la 
région  du  plan  des  y  formée  par  l'ensemble  des  ordonnées  des 
points  de  S  qui  ont  pour  abscisse  x.  Cela  posé,  appelons  a  la  valeur 
de  V(x,y)  pour  une  valeur  arbitraire  de  r,  et  suivons,  le  long  du 
chemin  invariable  x  x0,  la  branche  de  la  fonctionyrt(;r  )  qui  prend 


(')  Cf.  P.  MORTEL,  Sur  les  suites  infinies  de  fonctions  (  thèse  de  doctorat), 
Chapitre  Y.  Lorsque  j'ai  écrit  moi-même  sur  les  fonctions-l imites  des  fonctions 
multiformes  {Afin,  scient.  </<  l'École  .\orni.,  septembre  igo5;  Rendiccnti  de/ 
Circolo  matem.  di Palermo,  1907),  je  n'étais  pas  instruit  (1rs  théorèmes  qui,  dès 
cette  époque,  étaient  connus  de  M.  Montel.  On  devra  désormais  s'j  référer  lorsque 
l'on  fera  appel  à  la  notion  de  fonction-limite. 
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en  x  la  valeur  y;  cette  branche  prend  en  x0  une  ou  plusieurs 
valeurs y0;  je  dis  que,  si  l'on  considère  y0  comme  fonction  de  y, 
cette  fonction  est  algébroïde  pour  les  valeurs  de  y  intérieures  à  S. 

Entourons  en  effet  les  points  Y( ,  . . . ,  Y*  de  petits  cercles  y, ,  —  y./S 
et  faisons  décrire  à  y  (dans  S)  un  chemin  quelconque  extérieur  à 
ces  cercles.  Lorsque  y  variera  avec  continuité,  y0  engendrera  une 
fonction  continue  de  y  qui,  pour  toutes  les  valeurs  considérées 
dey,  sera  algébroïde  et  aura  un  nombre  limité  de  déterminations  : 
autrement  la  fonction y0 (y)  devrait  avoir  des  déterminations  arbi- 
trairement rapprochées  de  Y(0)),  ...  ou  Y(0)/t,  et  à  ces  détermina- 
lions  (suivies  le  long  du  chemin  x0x)  devraient  correspondre  in- 
versement des  valeurs  dey  situées  dans  les  cercles  y,  ce  qui  n'est 
pas,  par  hypothèse.  On  conclut  de  là  :  i°  que  la  fonction y0 (y)  ne 
possède,  pou?'  toute  valeur  de  y,  qu'un  nombre  limité  débran- 
ches; •>"  qu'elle  ne  peut  admettre,  en  fait  de  singularités  transcen- 
dantes, que  les  points  isolés  Yn  ...,  Y#;  il  en  résulte  que  si  ces 
points  étaient  effectivement  transcendants,  ce  devraient  être  des 
points  (weierstrassiens)  d'indétermination  complète;  mais  nous 
savons  que,  lorsque  y  tend  vers  Y,,  .  . .,  Y*,  y0  tend  nécessairement 
vers  les  valeurs  déterminées  Y(0^,,  ...,  Y(0)a  :  donc  la  fonction 
yo(y)  °e  cesse  pas  d'être  algébroïde  aux  points  Y,,  .  ..,  Y*. 

Supposons  maintenant,  que  l'abscisse  x  varie,  tout  en  restant 
dans  S;  quel  que  soit  x,  la  fonction  y0  n'aura  jamais  qu'un  nombre 
limité  de  branches  et  restera  algébroïde  pour  tous  les  points  (%,y) 
intérieur  à  S.  D'où  cette  conclusion,  dans  l'énoncé  de  laquelle  nous 
remplaçons  x  ci  y  par  x  ni  y  :  Soient  (x,y)  un  point  quelconque 
de  S,  a  la  valeur  de  F(x:y)  elx0  une  abscisse  fixe  (intérieure  à  S). 
Appelons  y0  l'une  quelconque  des  déterminations  que  peut  acqué- 
rir en  x0  la  fonction  ya{x)  lorsque  (x,y)  varie  d'une  manière 
quelconque  sans  sortir  de  2  :  y0  est,  pour  toutes  les  valeurs  con- 
sidérées  de  x  et  y,  une  fonction  algébroïde  de  ces  deux  va- 
riables ('). 


(')  En   verlu  de   la   convergence   uniforme    des   brandies  de  )\{x)   vers   leur 
fonction-limite. 


-   300  - 

D'ailleurs  F  est  une  fonction  uniforme  de  y0  puisqu'à  une 
valeur  de  y0  correspond  une  valeur  unique  de  F(x0,ya)  et  que 
F(.z,_r)  =  F(xt,y0).  La  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

A  titre  d'exemple,  considérons  la  fonction 

F(*>  y  )  =  #»     . 

y' étant  une  fonction  entière  de  x,  et  P  un  polynôme  en  x  et  y.  La 
fonction  F  présente  des  singularités  transcendantes  tout  le  long 
de  la  ligne  P(#,  y)=  o,  Or  posons 

P(x,y)  _  Pjo,  u) 

j\X)  /<<>, 

égalité  qui  définit  u  comme  fonction  algébroïde  de  x  ely  pour  y 
quelconque  et  x  situé  dans  un  domaine  quelconque  à  distance 
finie  :  la  fonction  de  u 

,/(0) 

sera  holomorphe  pour  toutes  les  valeurs  de  (/,  excepté  celles  qui 
annulent  P(o,  u). 

Ainsi,  le  type  de  singularité  transcendante  (pie  nous  venons 
d'étudier  se  laisse  définir  par  ce  caractère  que  F  est  fonction  d'une 
variable  u  qui  est  elle-même  fonction  algébroïde  de  x  ely.  On 
peut  donc  poser  F(x,y)  =  F,(u),  et  les  singularités  de  F  sont 
celles  de  la  fonction  F,  (m). 

Revenons  maintenant  aux  branches  des  fonctions  ya(&)  définies 
plus  haut.  Nous  avons  vu  que,  pour  louie  valeur  de  a,  y„{ x)  a 
(dans  le  domaine  S)  une  infinité  de  branches  convergea  ni  vers 
l'arc  de  courbe  singulière  algébroïde  que  nous  appellerons  \  \  <  < . 
Ces  branches  se  comportent  exactemenl  comme  les  intégrales 
d'une  équation  différentielle 

y'=  ?(•?■•  •  i 

satisfaite  pour  y=  Y(x  >  et  telle  que  es  (•>'•_)' ]  soit  algébroïde  dans  ï. 
Soit,  en  particulier,  |  x,  i  I  un  point  voisin  d'un  point  de  la  courbe 
y  =  Y(x).  A  ce  poinl  correspond  une  valeur  de  a  [égale  à  Fi  / .  i  |. 
et,  par  conséquent,  une  branche  )„(./■).  que  nous  regarderons 
comme   déterminée    par    la   valeur   donnée  à   la  constante   arbi- 


-  301  - 

traire  y  (constante  d'intégration)  :  soit,  maintenant,  y  la  valeur 
de  la  branche  en  un  point  quelconque  x  de  S;  y  est,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu,  fonction  algébroïde  de  la  constante  y .  On  recon- 
naît, dans  cette  proposition,  le  théorème  fondamental  de  M.  Pain- 
levé  sur  l'intégrale  fonction  delà  constante  d'intégration. 

A  toute  singularité  présentée  dans  S  par  la  branche  algébroïde 
y  =  Y(x)  correspond  une  singularité  semblable  des  branches 
voisines  ya(x).  Ainsi  les  branches  ya(x)  présentent  dans  S  des 
singularités  algébriques  qui  varient  en  fonction  continue  de  la 
constante  y  :  ce  sont  les  singularités  algébriques  mobiles  de 
M.  Painlevé  (voir,  par  exemple  :  Leçons  su/-  la  théorie  analy- 
tique des  équations  différentielles,  Stockholm). 

II. 

Je  vais  me  placer  maintenant  dans  l'hypothèse  suivante:  la 
fonction  F  ne  présente  aucune  singularité  transcendante 
lorsque  x  est  à  V intérieur  d'une  certaine  aire  C  et  y  à  V inté- 
rieur d'une  certaine  aire  Y  (  ■  )  ;  elle  est,  en  revanche,  singulière 
transcendante  en  un  point  x{  du  contour  C,  pour  des  valeurs 
de  y  intérieures  à  Y. 

Je  dis  que,  s'il  en  est  ainsi,  la  fonction  F  est  singulière  trans- 
cendante pour  x  =  x{  et  y  quelconque. 

Appelons  y{  une  valeur  quelconque  de  y  intérieure  à  Y  telle  que 
la  fonction  F  soit  singulière  transcendante  au  point  (x{  ,  r,  I. 
L'ensemble  des  valeurs  y,  ainsi  définies  constitue  un  certain 
domaine  que  j'appellerai  (frontière  exclue)  do/naine  de  singula- 
rité D.  A  priori  on  peut  concevoir  que  le  domaine  D  se  réduise  à 
un  ensemble  de  points  ou  à  une  aire  limitée,  ou  embrasse,  au 
contraire,  toute  l'aire  T.  Nous  allons  établir  que  le  domaine  D 
comprend  nécessairement  l'aire  Y  tout  entière.    En  raisonnant 


(')  La  fonction  F  est  donc  supposée  algébroïde  dans  la  partie  commune  aux 
cylindres  de  l'espace  à  quatre  dimensions  qui  comprennent  l'un  tous  les  points 
{x.y)  d'abscisse  de  x  intérieure  à  C,  l'autre  tous  les  points  1./..1  )  d'ordonnée  y 
intérieure  à  Y.  Il  serait  facile  de  modifier  la  démonstration  qui  va  suivre  de 
façon  à  l'appliquer  au  cas  où  F  serait  algébroïde  dans  une  région  de  forme  quel- 
conque. 
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semblablement  sur  toutes  les  aires  du  plan  y  où  F(x.y)  est  méro- 
morphe  au  voisinage  dex=x,,  on  constatera  que  le  domaine  de 
singularité,  pour  x  =  xK ,  s' étend  nécessairement  à  tout  le  plan 
de  la  variable  y. 

Supposons,  pour  un  moment,  que  le  domaine  D  ne  comprenne 
pas  toute  l'aire  T  et  montrons  que  cette  hypothèse  est  inadmis- 
sible. 

Soit  la  fonction  F  {x, y)  singulière  transcendante  pour  x  =xt , 
yz=yi  à  l'intérieur  de  Y.  Si  l'on  peut  entourer^,  d'un  cercle  y, 
intérieur  à  T,  sur  le  contour  duquel  F(xt  .y)  soit  holomorphe,  il 
résulte  du  théorème  de  M.  Harlogs,  cité  au  début  du  présent  Mé- 
moire, que  ~F(x, y)  présente  des  singularités  transcendantes  pour 
x  quelconque  au  voisinage  de  xK  ,  y  intérieur  à  y  :  conclusion 
inacceptable,  puisque  F  est,  par  hypothèse,  méromorphe  pour  y 
intérieur  à  T,  x  intérieur  à  G.  Ainsi  le  domaine  de  singularité, 
pour  x  =x{,  comprend  nécessairement  une  aire  qui  déborde  à 
l'extérieur  de  T. 

Pour  nous  placer  dans  les  conditions  les  plus  générales  nous 
supposerons  que  (si  I)  ne  comprend  pas  toute  l'aire  T)  la  frontière 
de  D  se  compose  d'une  portion  de  la  frontière  de  Y  et  d'une  ou 
plusieurs  lignes  L  intérieure  à  T.  Il  s'agit  de  montrer  que  cette 
hypothèse  est  absurde.  Pour  cela,  on  pourra,  au  lieu  de  s'appuyer 
sur  les  théorèmes  de  M.  Hartogs,  raisonner  comme  il  suit  : 

Nous  pouvons,  d'après  nos  hypothèses,  tracer  à  l'intérieur  de  T 
un  contour  lv  jouissant  des  propriétés  suivantes;  ce  contour  est 
divisé  par  une  ligne  L  en  deux  aires  partielles,  Dt,  D2  respective- 
ment limitées  par  les  demi-contours  T,',  F2'  et  par  L:  la  fonction 
F(Xi,  y)  de  y  est  singulière  transcendante  dans  D,  et  méromorphe 
dans  L)2.  Je  dis  que  lorsque  r  tend  vers  L  à  Y  intérieur  de  D2, 
F(.r,  ,y)  reste  nécessairement  déterminée. 

Montrons,  en  effet,  (pie  F  ne  saurait  prendre  une  même  valeurs 
en  un  nombre  infini  de  points  situés  dans  D2  et  arbitrairement 
rapprochés  de  L.  Appelons  x'  un  point  arbitrairement  rapproché 
de  x,  à  V intérieur  de  ( '<  et  faisons  tendre  x'  versx,  ,  à  partir  d'une 
valeur  donnée  x0'.  Pour  x'=  .r,/,  V(x'.y)  est  méromorphe  dans  V 
et  n'y  prend  par  conséquent  la  valeur  a  qu'en  un  nombre  fini  de 
points.  Appelons  jr^) (a?')»  y™  (x1),.. .  ces  points.  Lorsque  a?'  tend 
vers  xt ,  il  se  peut  qu'un  nombre  arbitrairement  grand   de  points 
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y  a  ](x')  pénètrent  dans  D<  en  traversant  le  demi-contour  f,  ;  mais 
il  n'y  a  toujours  qu'un  nombre  fini  de  ces  points  susceptibles 
de  traverser  r"2.  Donc,  si  l'on  avait  dans  D2  une  infinité  de 
points  y{a{x')i  ces  points  ne  pourraient  y  pénétrer  (lorsque  x'  tend 
vers  xt)  qu'en  traversant  la  ligne  L.  Supposons  qu'il  en  soit  ainsi, 
et  que  les  points  y^^x'),  . . .,  y^n(x'),  ...  pénètrent  dans  D2  pour 
x'  =Xi .  Les  fonctions  y\l] (x'),  .. .  sont  algébroïdes  tant  que  x' 
n'a  pas  atteint  xK  ;  et  elles  resteront  algébroïdes  pour  x'  =  xt  puis- 
qu'elles prennent  des  valeurs  jy  situées  hors  du  domaine  de  singu- 
larité D(  ;  conclusion  absurde  :  car  s'il  v  a,  dans  D2,  une  infinité 
de  points  y{a{x')i  fonctions  algébroïdes  de  x'  pour  x' =  xi:  la 
fonction  F(x,  y)  doit  nécessairement  présenter  une  singularité 
transcendante  pour  une  valeur  x  arbitrairement  rapprochée  de  xt 
et  une  valeur  y  intérieure  à  D2.  J'en  conclus  que,  lorsque  x  tend 
vers  Xi,  une  infinité  de  points  y{a(x')  peuvent  tendre  vers  la 
ligne  L  à  l'intérieur  de  D,,  mais  non  point  traverser  la  ligne  L. 

Ce  point  établi,  revenons  à  la  fonction  de  y,  F(:r,  ,y).  Celte 
(onction,  méromoiphe  dans  D2,  est  déterminée  sur  la  ligne  fron- 
tière L  de  D2  et  elle  est,  par  conséquent,  bornée  sur  certains  arcs 
de  L  tout  au  moins.  On  peut  déduire  de  là  que  l'existence  d'une 
ligne  séparant  un  domaine  de  singularité  D,  d'un  domaine  de  méro- 
morphisme  D2  est  chose  impossible. 

Prenons  en  effet,  à  l'intérieur  de  C  dans  le  plan  x,  une  suite 
de  points  x'0,  x'.,,  ...,  x'n,  ...  convergeant  vers  x,  et  considérons 
les  fonctions  de  y 

F(x'é,y),     ...,     F(x'n,y\     .... 

Ces  fonctions  (ou  leurs  inverses)  sont  toutes  holomorphes  sur 
la  ligne  L.  Si,  de  plus,  elles  sont  bornées  sur  un  arc  de  L,  on  peut 
démontrer  qu'elles  admettent  pour  limite  (')  une  fonction  F( #,, y) 
qui  est  holomorphe  sur  cet  arc  de  L.  Or  cette  conclusion  est  en 
contradiction  avec  nos  hypothèses. 

Ainsi,  nous  constatons  que  le  domaine  de  singularité  de  la 
fonction  F(xi  ,y)  comprend  nécessairement  toute  l'aire  T. 

D'ailleurs,  le  mode  de  raisonnement  que  nous  avons  employé 
nous    conduira    également  à  la  conclusion   suivante   :    Lorsque  x 

(')  Montel,  loc.  cit.,  Cliap.  V. 

XXXIX.  21 
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tend  vers  xt  à  l'intérieur  de  C,  et  y  vers  un  point  arbitraire  de 
l'aireF,  la  Jonction  F{x,y)  devient  indéterminée. 

Son  indétermination  ne  peut  être  que  complète. 

Considérons  alors  les  fonctions  ya(x)  définies  au  paragraphe  I 
de  la  présente  Note.  Ces  fonctions  ont  toutes,  —  c'est-à-dire  pour 
toute  valeur  de  a,  —  une  singularité  transcendante  en  x=x,. 
Elles  se  comportent  comme  les  intégrales  d'une  équation  différen- 
tielle 

/=  ?(^,r) 

pour  laquelle  x,  serait,  d'après  la  terminologie  de  M.  Painlevé,  un 
point  singulier  fixe.  Ce  point  fixe  est  un  point  singulier  trans- 
cendant, ce  qui  le  distingue  des  points  singuliers  mobiles  desya(x)  : 
c'est  là,  on  se  rappelle,  précisément  ce  qui  arrive  pour  les  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre  étudiées  par  M.  Painlevé. 


SUR  LE  MODULE  MAXIMUM  DES  FONCTIONS  ALGËBROlDES; 
Par  M.   Georges  Rémoundos. 

1.  Désignons  par  u  =  o  (z)  une  fonction  algébroïde  à  n  branches 
déterminée  par  l'équation 

(i)       un-\-  A,(s)«"-*-t-  \2(z)u"-9--+-.  ..-+■  kar-i(z)u  ■+■  AB(<8)  =  o, 

les  A,  (ô),  Aa(s),  . . .  désignant  des  fonctions  entières,  et  soit  M  (r) 
le  plus  grand  des  modules  maximums  des  coefficients  A,  (z)  sur  la 
circonférence  de  rayon  /•  =  \z\.  Dans  la  théorie  de  la  croissance  et 
des  zéros  des  fonctions  algéhroïdes,  il  est  intéressant  d'avoir  des 
relations    très    précises  (')  entre  M(r)  et  le    module   maximum 


(')  Dans  mon  Mémoire  Sur  les  fonctions  ayant  un  nombre  Ji ni  (te  branches 
(Journal  de  Mathématiques,  1906,  fasc.  I),  j'ai  traite  un  problème  analogue, 
mais  San-  chercher  îles  relations  d'extrême  précision  entre  ni  |  1  ï  el  M(r),  i|  11 1 
n'étaient  pas  nécessaires  au  but  que  je  m'étais  alors  assigné.  Les  résultats  que  je 
me  propose  de  faire  connaître  ici  1  miiplétent  ainsi  ceux  que  j'avais  exposés  dans 
mon  Mémoire  ci-dessus  cite. 
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tn(r)  de  la  fonction  algébroïde  correspondante  u  =  ®(z)  :  la 
quantité  tn(r)  est  évidemment  égale  au  plus  grand  des  modules 
maximums  des  diverses  branches  w,,  u2,  ...,  un  de  l'algébroïde 
U  =  o(z).  La  recherche  de  telles  relations  est  l'objet  de  cette 
Note. 

2.  Limite  inférieure  de  m(r).  —  A  cet  effet,  nous   utiliserons 
les  formules  bien  connues  : 

(2)  \'uitt2...av=  (—  i)vAv(a)         (v  =  1, 2,3,  ...,»), 

le  premier  membre  désignant  la  somme  de  toutes  les  combinaisons 
(produits)  des  n  branches  prises  v  à  v.  Le  module  de  chaque 
terme  de  la   somme     7     ne  dépasse  pas  évidemment   la   quantité 

[m  (/')]v,  et,  par  conséquent,  ce  module  de  la  somme  /.B^Ka, ...,  un 
ne  dépasse  pas  la  quantité  C/JjV  [/w(/')]v,  où  le  symbole  (j„)V 
désigne  le  nombre  des  combinaisons  de  n  objets  pris  v  à  v.  On  en 
déduit  la  formule  suivante  : 

(3)  Mv(/-)  =  C„,v[m(r)]v, 

en  représentant  par  Mv(r)  le  module  maximum  de  la  fonction 
entière  Av(;),  ou  bien 

(4)  M(r)lCn,v[m(r)}\ 

l'indice  v  étant  déterminé  par  l'égalité 

(5)  My(r)  =  M(r), 

et  pouvant  varier  avec  ;*.  En  effet,  d'une  part,  l'égalité 

Mv(r)  =  M(r) 

est  satisfaite  pour  au  moins  une  valeur  v  =  v  de  v,  d'après  la 
définition  de  la  fonction  M  (/•),  l'entier  v  dépendant  de  /•  ;  d'autre 
part,  étant  donnée  une  valeur  de  /',  la  formule  (3)  est  satisfaite 
pour  toutes  les  valeurs  de  v(v  =  1 ,  '^,3,  ...,  n). 

Nous    remarquons   maintenant  que    la  formule  (4)   entraîne    la 
suivante  : 

(6)  M(r)<K[m(r)]», 
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où  K  désigne  le  plus  grand  des  nombres  Cfl,t,  C«)2i  •••,  Cn)/i  ;  on 
en  déduit  la  formule 


(7) 


m(r)Z  —  M  (/•)", 
K" 


qui  nous  détermine  une  limite  inférieure  de  >n(r)  valable  pour 
chaque  valeur  de  v. 

3.  Limite  supérieure  de  m  (r).  —  Supposons  maintenant  que 
l'on  ait  l'inégalité 

(8)  ,»(/•)>(! -t-0  M  ('•)< 

pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  r,  e  étant  un  nombre 
positif  fixe  aussi  petit  que  l'on  voudra;  alors,  il  y  aura  des  points 
z  =  z  de  rayon  /■  suffisamment  grand  satisfaisant  à  l'inégalité 

(9)  |M|>(n-e)M(r); 

celle  hypothèse  sera  démontrée  absurde,  moyennant  l'équation  (i), 
que  nous  écrivons  sous  la  forme 


At        A, 

II'1  (    I  H --\ ; 


-Htt-* — *  ) 


en  posant 


Ai  +  As 
u         u2 


h., 

u" 


Nous  avons,  en  effet,  pour  tout  point  z,  les  formules 

|A,|<M(r),        |A,|<M(r),         ...,        |A„|<M(r), 
et  pour  les  points  z  l'inégalité 

|B|>(i  +  OM(r). 
On  en  déduit  les  formules 


Ai 

U 


<r 


(l  +  6)*  M 


< 


(I  -+-  £)S,MS 


MO,        |.0|<^[. 


A„ 


"*  (n-e)»M»-»' 


(n-e)M        (i -+.!)•  M' 


(1   +  3) 


J 1 

1-IJ1"      'J 
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satisfaites  pour  tous  les  points  s.  Or,  nous  savons  que,  lorsque  le 
1 3 1  =  /'  croît  indéfiniment,  le  module  maximum  M(/)  tend  vers 
l'infini  et,  par  conséquent,  le  second  membre  de  l'inégalité  (10)  tend 

vers  <  i.   Il  y  aura  donc  des  points  z  de  rayon  suffisamment 

grand  pour  lesquels  le  module  de  oj  soit  plus  petit  que  l'unité; 
dès  lors,  pour  ces  points,  il  est  impossible  que  la  fonction  algé- 
broïde  u  =  rf(z)  satisfasse  à  l'équation  (8)  qui  la  détermine, 
parce  que  pour  les  mêmes  points  la  quantité  t  -+-  u  ne  saurait  être 
nulle. 

Il  est  donc  démontré  par  la  réduction  à  l'absurde  que  l'inéga- 
lité (8)  ne  saurait  être  satisfaite  pour  des  valeurs  de  /•suffisamment 
grandes;  nous  en  concluons  que  l'inégalité 

(u)  »(/•)<  (n-s)M(r) 

est  satisfaite  constamment  à  partir  d'une  valeur  de  /•,  le  nombre 
positif  et  fixe  e  étant  aussi  petit  que  l'on  voudra. 

4.  Régularisation  asymptotique  de  m(r).  — ■  Nous  remar- 
quons d'abord  que  la  limite  inférieure 

i 
-i.M(r)» 

K" 
peut  être  remplacée  par  la  quantité 

(c„.vr 

qui  donne  une  limitation  d'une  extrême  précision;  il  y  a,  en  effet, 
des  cas  où  m  (/')  atteint  justement  celte  limite  inférieure 

î 
— !— f[M(r)]v; 


(C„,v)v 

cela  arrive,  par  exemple,  dans  le  cas  où  l'algébroïde  u  =  o  (z)  est 
déterminée  par  une  équation  binôme 

u"  +  \n{z)  =  o, 
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parce  que,  dans  ce  cas,  nous  avons 

par  conséquent  le   module  maximum  m(/),  qui  est  évidemment 

égal  à  [M(/')]n,  atteint   la   limite   inférieure    ci-dessus    indiquée. 

La  limitation  de  m(r),  établie  dans  ce  travail,  nous  permet  évi- 
demment de  ramener  avec  une  grande  précision  l'étude  asympto- 
lique  du  module  maximum  des  fonctions  algébroïdes  multiformes 
à  celle  du  module  maximum  des  algébroïdes  uniformes  (fonctions 
entières),  qui  a  été  faite  par  plusieurs  auteurs. 

On  sait  que  l'élude  de  la  croissance  du  module  maximum  îles 
fonctions  entières  se  fait  par  la  comparaison  avec  une  autre  fonc- 
tion P»(r,  /•)  avant  une  certaine  régularité  et  prise  comme  terme  de 
comparaison.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  A,(r)  sont  tous 
d'ordre  Jini,  nous  aurons  certainement 

en  désignant  par  p  le  plus  grand  des  ordres  des  coefficients  \,(r). 
On   en  déduit 

e'-    '*<  m(r)  <  er''"'\ 

en  vertu  des  formules  (7)  et  (1 1),  l'inégalité  à  droite  étant  satisfaite 
à  partir  d'une  valeur  de  r  et  l'inégalité  à  gauche  pour  des  valeurs 
de  r  infiniment  grandes;  le  nombre  positifs,  est  arbitrairement 
petit. 

Dans  le  cas  où  les  coefficients  \,(;)  ne  sont  pas  tous  d'ordre 
finis,  il  faut  utiliser  les  fonctions -types  introduites  dans  la  science 
par  M.  Blumenllial  (Principes  sur  l<i  théorie  des  fonctions 
entières  d'ordre  infini;  Paris,  Gaulhier-Villars,  1911).  Soient 
u.,(/'),  u.2(/'),  ;J-:i(>'),  •••  des  ordres  des  coefficients  A;(^)  qui 
sont  d'ordre  infini,  et  désignons  par  u(r)  la  fonction  de  r  qui  est 
égale,  pour  chaque  valeur  de  /■.  au  plus  grand  des  nombres  *x{(r), 
iA2(r),  (Xj(r),  ...;  nous  aurons  évidemment 

'  '<M(r)<e' 
et,  par  conséquent,  aussi 

e^n      <m(r)<i 
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le  nombre  positif  ù  étant  aussi  petit  que  l'on  voudra  ;  l'inégalité  à 
droite  est  satisfaite  à  partir  d'une  valeur  de  /•,  et  l'inégalité  à 
gauche  pour  une  infinité  de  valeurs  de  r  croissant  indéfiniment. 

La  fonction  [J-(r)  ainsi  construite  moyennant  les  fonctions-types 
[j.,  (/•),  u2(r),  ;jt3  (;•),  ...,  peut  naturellement  être  appelée  ordre 
de  l'algébroïde  multiforme  u  =  o(z)  définie  par  l'équation  (i). 

o.  Nous  terminons  par  cette  remarque  que  les  formules  (7) 
et  (1  1)  nous  permettent  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Lorsque  r  prend  toutes  les  valeurs  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini,  le  rapport 

m(r) 
M(r) 

reste  compris  entre  deux  nombres  positifs  et  fixes  a  et  (3.  —  Le 
nombre  a  ne  dépend  que  du  nombre  des  branches  de  l'algé- 
broïde multiforme  considérée,  tandis  que  le  nombre  fi  peut  être 
égal  à  un  nombre  quelconque  plus  grand  que  l'unité  pour  les 
valeurs  suffisamment  grandes  de  r.  Donc,  au  point  de  vue  asymp- 
totique,  le  nombre  (i  ne  dépend  pas  du  nombre  de  branches  :  il 
est  le  même  pour  toutes  les  fonctions  algébroïdes. 


SUR  LES  FORMES  RÉDUITES  DES  TRANSFORMATIONS   PONCTUELLES 
DANS  LE  DOMAINE  D'UN  POINT  DOUBLE; 

Par  M.  S.  Lattes. 


I.    —    Introduction. 

1.  Notations.  —   Soit  donnés  une   transformation   ponctuelle 
à  deux  variables  ('  ) 

&i  =  f(v,y), 


'  y\-  ?(*, y) 


(l)  L'extension  de  la  plupart  des  résultats  de  ce  travail  aux  transformations 
ponctuelles  à  plusieurs  variables  est  facile,  sinon  immédiate  :  il  m'a  donc  paru 
préférable  de  traiter  uniquement  le  cas  de  deux  variables 
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et  un  point  double  de  cette  transformation,  c'est-à-dire  un  point 
dont  les  coordonnées  x0,  yn  vérifient  les  relations 

Xv  =  A^o,  yo), 
y0  =  tp(a?o»7o). 

Nous  supposerons  les  fonctions  /  et  s  holomorphes  dans  un 
certain  domaine 

\x  —  T0\<h.       \y  —  y*\<h- 

En  transportant  l'origine  du  plan  des  x  au  point  x0  el  do  même 
l'origine  du  plan  des  y  au  point  jk0,  on  peutsupposer  x0=  JKo  =  o; 
les  fonctions  /  el  co  sont  alors  des  fonctions  holomorphes  et 
nulles    pour    x=y=o    et    la    transformation    donnée    prend    la 

forme 

.r,  —  a  x  -+-  b  y  -h.  . . , 

yi=  a'x-h-  b'y-h.  .., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier  degré. 
Considérons  la  substitution  linéaire  tangente  à  la  transforma- 
tion précédente  :  nous  désignons  ainsi  la  substitution 

xt  =  a  x  -+-  b  y, 
j,  =  a'x-+-b'y. 

La  théorie  des  substitutions  linéaires  apprend  qu'on  peut 
disposer  des  constantes  \,  p.,  À',  a'  de  façon  que.  si  l'on  pose 

x  =  X  a  -+-  <x  v,         xx  =  X  «1  -+-  \i  P|, 

y  =  X'  M  -+-  [JlV,  JKi  =  X*  I*i  -t-  |Jt'  V\ , 

la  substitution  linéaire,  transformée  dans  le  système  des  variables 
//,  r,  «,,  i> , ,  prenne  l'une  des  trois  formes  réduites 

Bi=  Su  —  v,         »|-  Su, 

v{  =  Sv,  *'i  =  Sv. 


U\  =  S,  //. 
t>,  =  S2f, 


Les  quantités  S(,  Sa  sont  les  racines  de  l'équation  en  S 


a  —  S         b 
a         b'  -  S 


La   première    des   formes    réduites    précédentes  est    applicable 
dans  le  cas  où  les  racines  S,,  S2  sont  distinctes;  la  deuxième  et  la 
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troisième  s'appliquenl  au  cas  où  les  racines  sonl  égales,  la  racine 
double  élant  désignée  par  S  :  en  général  c'est  alors  la  deuxième 
forme  qui  convient;  la  troisième  ne  s'applique  que  dans  le  cas 
plus  particulier  où  la  racine  double  annule  lotis  les  mineurs  du 
déterminant,  c'est-à-dire  dans  le  seul  cas  où  l'on  a 

b'—a,         a'=o,  b  =  o. 

Il  résulte  de  là  que,  par  la  même  substitution  linéaire,  la  trans- 
formation (i)  peut  être  ramenée  à  l'une  des  trois  formes  suivantes, 
dans  lesquelles  nous  conservons,  pour  simplifier,  les  notations 
primitives  x,  y,  .2?,,  yK  pour  représenter  les  variables 

(  xx  =  Six  -+-  F(x,  y), 

I  y\—  S27  ■+-  *(•*-, r). 

(  x\  =  Sx  —  y  •+■  F(x,  y), 
I  7i=  Sy-h*(x,  y), 
(  X\  =  Sx  -4-  F(.r,  y), 
\  fi-  Sy-i-<i>(x,  y); 


(a) 

<*) 

(c) 


F[x,y),  <P(x,y)  sont  des  fonctions  holomorpbes  pour  x  =y  =  o 
et  ayant  un  développement  en  série  entière  qui  commence  par  des 
termes  du  second  degré. 

2.  But  de  ce  Mémoire.  —  Nous  nous  proposons  de  montrer 
que,  dans  l'hypothèse  où  |S,|,  |S2|,  ou  |S|,  sont  différents  de 
zéro   et   inférieurs  à    1,   on  peut   définir   un  changement   de 

variables 

u  =  \(x,y),         uY  =  XOi,  yx), 


(2) 

(  v  =  !A(^,  y),       ^1=  K»i,/i), 

déterminé  par  deux  fonctions  holomorphes  ~k(x,y),  {*(#,_)'),  et 
tel  que,  en  remplaçant  les  variables  x, y,  xf  ,yf  par  les  variables 
u,  v,  u,,  çf,  les  transformations  (a),  (b),  (c)  prennent  respec- 
tivement les  formes  réduites  suivantes 

(A)  J  1  A  1 

(    vt  =  S2^,  (    J>t  =  Sv, 

Ki=S«  —  V, 


(B) 

(G) 


t>,  =  Sv, 

u  1  =  Su, 

V\  =!  Sv. 
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La  transformation  (a)  donne  lieu  à  deux  formes  réduites  :  dans 
le  cas  général,  elle  fournit  la  forme  réduite  (A)  qui  est  linéaire; 
mais  si  l'une  des  racines  S2  est  une  puissance  à  exposant  entier  el 
positif  de  l'autre  racine  S,,  elle  fournit  la  forme  réduite  (A'),  dans 
laquelle  on  a  posé 

S2=S,  S,=  S»  (a  =2,  3,   ...); 

dans  cette  forme  (A'),  A  représente  un  nombre  en  général  défé- 
rent de  zéro  :  on  peut  toujours  le  supposer  égal  à  i  en  rempla- 
çant i',  vK   par  —  >  -p  ce  qui  ne  change  pas  la  forme  de  (A');  on 

Â«    A* 
peut  dire  alors  que,  dans   la  forme  (A'),  /.  représente  un   nombre 
égal  à  o  ou  à  i,  ce  second  cas  élant  le  cas  général. 

Ce  cas  (A')  mis  à  part,  on  voit  que  le  changement  de 
variables  (2) permet  de  ramener  la  transformation  (1)  à  être, 
dans  le  domaine  du  point  double  considéré,  une  simple  substi- 
tution linéaire. 

Dans  chacun  des  cas  énoncés  précédemment,  les  fonctions 
inconnues  \(x,y),  u.(x,y)  qui  définissent  le  changement  de 
variables  (2)  sont  données  par  des  équations  fonctionnelles. 

Les  formules  (2)  el  (A)  montrent  en  effel  que  les  fonctions 
X(.r,j>'),  u.(x,y)  doivent  vérifier  dans  le  cas  (A)  les  équations 
fonctionnelles  suivantes 

*\3"i,  f\)  =  S1A(:r,7), 

p(*ii  yi)  =  s,ja(j-,  y). 
De  même,  dans  le  cas  (B),  on  doit  avoir 

M^./i)  =  S\(r,y)  —  (u(.r,  y), 
p{xi,y\)  =  Sf*(a?,  y), 

et  l'on  forme  de  même  les  équations  fonctionnelles  relatives  aux 
cas  (A')  et  (C). 

M.  Leau  (')a  étudié  le  premier  des  systèmes  fonctionnels  com- 
prenant les  -,\  sternes  précédents  comme  cas  particuliers  et,  dans  le 


(')  Leau,  Étude  sur  les  équations  fonctionnelles  { Annales  de  la  Faculté  des 
Sciences  de  Toulouse,  1    \i    1897  ;  thèse,  Paris,  1  ^*>7  ) 
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cas  (A)  du  moins,  il  a  signalé  la  forme  réduite  linéaire  qu'on  peut 
donner  à  la  substitution. 

Mais,  pour  établir  l'existence  des  solutions  des  systèmes  fonc- 
tionnels qui  nous  occupent,  il  fait  l'une  des  hypotbèses  sui- 
vantes : 

i°  Ou  bien  on  est  dans  le  cas  (A)  :  S(,  S2  sont  différents  et  l'on 
n'a  pas  S2=  S*  ni  S,  =  S*  (a  entier  >>  o); 

2°   Ou    bien   les  coefficients  des  termes  du  premier  degré  a,  a' , 

b,  b'  dans  la  transformation  (î)  sont  inférieurs  en  valeur  absolue 

,   < 
a  -  • 

Il  résulte  de  ces  hypothèses  que  les  cas  (A'),  (b),  (c)  échappent 
en  général  à  l'analyse  de  M.  Leau.  Le  cas  (c)  n'est  traité  en  effet 
que  si  l'on  suppose  |S|  <<  -;  pour  le  cas  (b),  on  peut  bien,  par  le 
changement  de  y  en  ky,  amener  le  terme  — y  à  avoir  un  coeffi- 
cient inférieur  en  valeur  absolue  à  ->  mais  on  ne  peut  pas  changer 
la  valeur  de  S  qui  est  un  invariant  pour  toute  transformation  ponc- 
tuelle et  par  conséquent  le  cas  (b)  aussi  n'est  traité  (pie  sous 
l'hypothèse  |S|-<  -■ 

Or,  si  la  comparaison  de  |S,|,  |S2|,  |S|  à  i  apparaît  comme  un 
élément  essentiel  de  classification  dans  la  question,  il  n'en  est  pas 

de  même  de  la  comparaison  de  ces  mêmes  quantités  à  -:  en  effet 
on  verra,  par  la  méthode  même  que  nous  allons  employer,  que  ce 
qui  importe,  c'est  le  mode  de  croissance  des  nombres  X\,y\\  x2, 
y-2;  . . . ,  .r„,  yn  déduits  de  x,y  par  itérations  successives,  lorsque  // 
croît  indéfiniment  ;  la  valeur  |  S  |  =  -  ne  présente,  à  ce  point  de 
vue,  aucune  particularité  :  il   en   est  tout  autrement  de  la  valeur 

J'ai  donné  moi-même  (')  une  méthode  différente  de  celle  de 
M.  Leau,  mais  elle  ne  s'applique  aussi  qu'au  cas  (A)  et  elle  est 
d'ailleurs  beaucoup  moins  simple  que  celle  que  je  vais  indiquer 
dans  ce  travail.  La  nouvelle  méthode  que  je  donne  ici  s'appliquera 


(')  Lattes,  Sur  les  équations  fonctionnelles  qui  définissent  une  courbe  ou 
une  surface  invariante  par  une  transformation  (  Annali  cli  Matematica,  190G  ; 
thèse,  Paris,  1906  ). 
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sous  les  seules  hypothèses  énoncées  au  début  de  ce  paragraphe, 
hypothèses  qui  ne  font  intervenir  que  la  comparaison  de  |S,|,  |S2| 
à  i.  Elle  consiste,  pour  le  cas  (A),  dans  l'extension  au  cas  de  deux 
variables  de  la  méthode  d'itération  employée  par  M.  Kœnigs  ('), 
dans  le  cas  d'une  seule  variable,  pour  étudier  l'équation  fonction- 
nelle de  Schrceder, 

B[jr,]  =  SB(jf), 

dans  laquelle  on  pose  x{  =  f(x)  =  Sx  +  lx-  +  . .  .  et  où  B(x) 
est  la  fonction  inconnue.  En  supposant  |  S  |  <  i ,  M.  Kœnigs  montre 

que  ë^  (où  xn  désigne  le  nlème  itéré  de  x)  a,  pour  //  infini,  une 

limite  B(#)  qui  est  une  fonction  holomorphe  de  x  vérifiant  l'équa- 
tion fonctionnelle. 

L'étude  des  cas  (A'),  (B)  exige  l'emploi  de  nouvelles  fonctions 
obtenues  aussi  comme  limites  d'expressions  dépendant  de  n. 
C'est  l'étude  de  l'itération  des  substitutions  linéaires  et  homo- 
gènes à  deux  variables  qui  conduit  d'une  façon  naturelle  à  consi- 
dérer ces  nouvelles  expressions.  C'est  pourquoi  nous  allons 
étudier  d'abord  les  substitutions  linéaires  :  c'est  le  cas  le  plus 
simple  pour  les  transforma  lions  (i)  et,  bien  que  je  n'indique  que 
des  résultats  connus  sans  doute  depuis  longtemps,  il  m'a  paru 
indispensable  de  commencer  par  ce  cas-là  afin  que  les  méthodes 
employées  dans  l'élude  des  transformations  non  linéaires  paraissent 
plus  naturelles.  Cette  étude  des  substitutions  linéaires  fait  l'objet 
de  la  deuxième  Partie  de  ce  travail. 

Dans  les  troisième,  quatrième  et  cinquième  Parties,  j'étudie  les 
cas   (A),  (B),   (C)  et   (A').  J'indique   dans   la   sixième  Partie  les 


(')  Kœnios,  Recherches  sut-  le*  substitutions  uniformes  (Bulletin  des  Sciences 
mathématiques,  i883  ).  —Recherche*  sur  le*  équations  fonctionnelles (  Innales 
de  l'École  Normale,  i884). 

Signalons  à  ce  propos  un  Mémoire  récent  de  M.  Ilurwilz  dans  lequel  L'auteur 
étudie  certains  algorithmes  d'itération  et  démontre  l'existence  de  certaine-  limites 
comprenant  en  particulier  la  fonction  \\(x). 

Dans  ce  Mémoire,  Ueber  die  Entfûhriing  der  élément.  Iranzend.  Ftmktionen 
in  der  algebracschen  Analysis  i  Mathem.  innalen,  t.  LXX,  1910),  M.  HurwiU 
montre  comment  l'itération  permet,  en  partant  des  fonctions  rationnelles,  de  défi 
nir  les  fom  lions  lo^.r.  aie  taogx,  la  fonction  sn(x,k)  et  d'une  façon  générale 
comment  on  peut  introduire  ainsi  les  transcendantes  élémentaires  en  analyse  el 
en  étudier  les  propriétés, 
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transformations  auxquelles  ne  s'appliquent  pas  les  résultats  ainsi 
trouvés.  Enfin  je  termine  par  deux  applications,  de  genre  assez 
différent,  des  formes  réduites  de  transformations  ponctuelles  : 
l'importance  de  ces  applications,  dont  l'une  à  peine  indiquée  fera 
l'objet  d'un  travail  spécial,  justifiera,  je  pense,  le  travail  actuel 
auprès  du  lecteur  ('  ). 


II.   —  Itér 


ATION     OES    SUBSTITUTIONS     LINEAIRES. 


3.   Expression  de  xn,yu  en  fonction  de  n.  —  Étant  donnée  la 
substitution  linéaire  et  homogène 

Xi  —  a  x  -+-  b  y, 
y\  —  a'x  ■+-  b'y, 

on  calcule  successivement  xt,  y,  ;  ...  ;  x,n  yn,  . . . ,  en  se  donnant 
x,  y  et  en  posant 

xn+i  =  a  a?«4-  byn, 

y„+i=  a'xn-i-  b' yn. 

On  demande  d'exprimer  xn,y,n  en  fonction  de  x,  y  et  de  n. 
Considérons  l'équation 

\  —  S         b 
a'       b'-S 


A<S) 


et  distinguons  deux  cas. 

Premier  cas.   —   L'équation  en  S  a  ses   racines  S,,  S^  dis- 
tinctes. 

Dans  ce  cas,  on  a 


(3) 


a,  [i,  y,  o  étant  indépendants  de  n  et  ne  dépendant  que  des 
valeurs  initiales  x,  y  de  la  suite  x,  y  ;  xt ,  y{  ;  x-2,  y-j,  ....  On  peut 
d'ailleurs  obtenir  les  expressions  explicites  de  a,  (3,  y,  S  en  fonc- 
tion de  x,y  à  l'aide  des  formules  précédentes,  en  donnant  à  n  les 


(')  Certains  des  résultats  de  ce  travail  ont  déjà  fait  l'objet  d'une  Note  :  Sur  les 
formes  réduites  des  transformations  ponctuelles  à  deux  variables  (  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  G  juin  1911). 
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valeurs  o  et  i ,  ce  qui  donne  les  relation* 

a -+■  p  =  ar,         7  +  0  =y, 

aSi-f-  (3S2  =  ax  -+■  by.         7  Si  -+-  oS2  =  a  x  -+-  b'  y: 

d'où  l'on   tire 

(Si  —  S2)  a  =  (a  —  Sj)ar  -+-  by, 

(Sl—S,)$=  —  (a  —  Si)x  —  by, 

(S,—  S2)7  =  à  x  -v-  (b'—  S,  )j  . 
(Si—  S2)o  =  —  dx  —  (b'—  St)y. 

On  démonlre  aisément  les  formules  (3)  par  induction.  En 
admettant  que  ces  formules  sont  vraies  jusqu'au  rang  // ;  on  a  en 

effet 

xn+i  =  a  x„-h  b  y„  =  (a  a  ■+-  b  y)S"  -+-  (a  [3  -+-  b  0  ) S'/, 

yn+i  =  a'x„-h  b'yn=  (a'a  ■+-!•' y)S?  -+- (a'^-f- 6'S)S?, 

et  Ton  démontre  facilement  que,  quels  que  soient  x  ely,  on  a 

o  a  +  é'f  =  ïS|,         a[i-f-6o  =  (3S2, 
a' a  -+-  6' 7  =  7 Si,         a'P  -H  //o  =  &S2. 

Il  suffit  pour  le  voir  de  remplacer  a,  [3,  y,  0  par  les  valeur* 
données  plus  li.mi  en  fonction  de  x  et  dey  et  d'utiliserles relations 
entre  les  coefficients  et  les  racines  de  l'équation  en  S. 

On  pourrait  aussi  pour  établir  ces  formules  (3),  ramener  d'abord 
la  substitution  linéaire  à  sa  forme  réduite  (n°  1) 

d'où  l'on  déduit 

un  =  S'///,        p„=  SJp; 

en  remarquant  que  x  et  y  sont  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes des  nouvelles  variables  u,  p,  on  trouve  |imir  x„  cl  j„  des 
expressions  de  la  forme  (3). 

Deuxième  cas.  —  L'équa tion  en  S  a  une  racine  double  S. 
Supposons  d'abord  que  la  racine  double  annule  tous  les  mineurs 
du  déterminant  A(S),  c'est-à-dire  qu'on  ail 

a  =  //,         a' =  o,         b  =  o. 

I)ans  ce  cas  la  racine  double  est  égale  à  a  et  la  subslilutiou  se 
réduit  à 

*i  =  Sx,        yt  =  Sy\ 
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d'où 

xn=S"x,         y„=S»y. 

Ce  cas  mis  à  part  on  a  pour  xn,  yn  les  formules  suivantes 

xn=  aS«+  (3/i  S"-1, 


(4) 

yn  =  yb"-+-  on  S""1, 

clans  lesquelles  a,  (3,  y,  o  sont  indépendants  de  n.  On  obtient  a, 
t3,  y,  8  en  donnant  à  «  les  valeurs  o  et  i  : 

x  =  ct,  y  =  -(, 

ax  -f-  &}/•  =  a  S  -t-  p,  a'a:  +  6'^  =  yS -I- S; 
d'où 

a  =  a;,  y  =  jk, 

5  =  (  a —  S  )  37  -i-  by,  o  =  a'x-h(b' — S)^. 

Les  formules  (4)  se  vérifient  aisément  par  le  procédé  de  récur- 
rence employé  plus  haut  dans  le  premier  cas;  on  peut  aussi,  pour 
les  établir,  ramener  la  substitution  linéaire  à  sa  forme  réduite 

«l  =  S«  —  v,        P|=Sp 

rappelée  au  n°  1,  calculer  ua,  vn,  ce  qui  est  immédiat,  et  revenir 
aux  variables  x,y. 


111.    —    Étude  des    cas   (A)   et   (C). 

4.    Méthode.  —  Soit  donnée  la  transformation 

xx  —  S|37  -+-  F(x,  y), 


(a) 

I  ?i=  S2y^-<P(x,  y), 

dans  laquelle  F  et  <ï>  sont  des  fonctions  holomorplies  nulles,  ainsi 
que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  pour  x  =  o,  y  =  o. 
Nous  supposons  que  |S||,  |  S2  |  sont  compris  entre  o  et  i ,  ces 
limites  étant  exclues  et  qu'on  n'a  pas  entre  S|  et  S2  des  relations 
do  la  forme 

S,  =  S?        ou        S2=S?, 

a  désignant  un  nombre  entier  positif.  Le  cas  où  l'on  aurait  de 
pareilles  relations  est  celui  que  nous  avons  appelé  cas  (A')  :  il  Bera 
étudié  ensuite.  On  suppose  en  particulier  S,^^;.  :  le  cas  cou- 
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traire,    désigné    par    (C)    sera   étudié  comme    cas    particulier   au 
n°  8. 

On  peut  toujours  supposer 

|S2|S|Sl|, 

en   permutant  au    besoin   les  notations  x,  y  d'une  part,  x{,  ys, 
d'autre  part. 

Nous  nous  proposons,  ainsi  qu'il  a  été  dit  au  n"  2,  de  déter- 
miner un  changement  de  variables  ramenant  la  transformation  (a) 
à  la  forme 

(A)  j"'=S"'' 

(     V,  =   S2  V. 

Tout  revient  à  déterminer  deux  fonctions  holomorplies 

(5)  I   u  =  \{x,y), 

}   v=  \l(x,  y), 

nulles  pour  x  =  o,  y  =  o,  telles  que  le  déterminant  fonctionnel 

D  (  Il  ,  V  )  •!•«••  1  1  »    1  »        •     ■  t    •  O  I 

=r, soit  mitèrent  de  zéro  a  I  origine,  et  vendant  les  équations 

D(.x,y)  °  ■ 

fonctionnelles 

^(*i,yt)  =  SiX(j-,j), 


(6) 

où  .r,,  y,  sont  supposés  remplacés  par  les  seconds  membres  des 
relations  («).  Si  l'on  remplace  les  variables  x,  y  par  les  nouvelles 
variables  u,  t>,  ce  qui  est  possible  dans  un  certain  domaine  entou- 
rant l'origine,  la  transformation  (a)  prendra  dans  ce  domaine  la 
forme  réduite  (A)  :  cela  résulte  immédiatement  des  équa- 
tions (6). 

Soient  x,,,  yn  les  nombres  déduits  de  x,y  en  itérant  n  fois  la 
transformation  (a).  On  a 


(7) 


y»+\—  S2.y„-f-  &(xntyn). 


Nous  démontrerons  dans  ce  qui  suit  (Mie  ^j  a  pour  n  infini  une 

1 
limite  h(x}y),  qui  est  une  fonction  holomorphe  de  ./ ,  y  véri- 
fiant la  première  équation  (6).  Pour  ^ ,  il  n'en  est  pas  de  même  : 
il   peut  ne   pas  y  avoir  de  limite;  mais,  en  retranchant  de  y„  une 
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certaine  quantité  zn  dépendant  de  n,  la  nouvelle  quantité      '   „ — - 

2 

a  pour  /?  infini   une  limite  y.(x,y)  qui  vérifie  la  deuxième  équa- 
tion (6).  Enfin  les  fonctions  X(x,y),  \x(x,y)  vérifient  les  condi- 
tions imposées  au  changement  de  variables  (5). 
C'est  l'étude  de  la  substitution  linéaire 

qui  conduit  tout  naturellement,  pour  établir  l'existence  des  fonc- 
tions \(x,y)  et  u.(x,y),  à  chercher  si  ^  et  ^  ont  des  limites. 

Dans  ce  cas  simple,  la  réduction  est  en  effet  toute  effectuée  et 

l'on  a 

l(x,y)  =  x,         ii(x,y)=y. 
D'autre  part 

xn=S\lx,        yn=S'Jy, 

et  par  suite  on  a  dans  ce  cas 

\(x,y)  =  x=  — >  |i(a7,  y)  =  y=  — • 

Dans  le  cas  général,  nous  étudierons  donc  successivement  ^j 

et^f';  l'étude  de  la  première  expression  sera  beaucoup  plus  facile 

2 
que  celle  de  la  deuxième  (en  supposant  |  S2    ^|S,|)  ;  cela  tient  à  ce 

que  l'élude  de  ^  suppose  seulement  l'existence  des  dérivées  pre- 

mières  des  seconds  membres  de  («),  tandis  que  l'étude  de  "^  sup- 

2. 
pose  l'existence  des  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre  a  qui  sera 

défini.  Nous  avons  supposé,  il  est  vrai,  que  les  seconds  membres 

de  (a)  sont  holomorphes  et  qu'ils  ont  par  suite  des  dérivées  de 

tous    les    ordres.    Cette    hypothèse,    faite   surtout   pour   faciliter 

l'exposition,   évitera    certaines    longueurs,  mais    le    lecteur  verra 

aisément    que  les    démonstrations    qui    suivent    pourraient   être 

faites  en  supposant  seulement  l'existence  d'un  certain  nombre  de 

dérivées. 

5.  Existence  d'une  limite  pour  ^;  (|S2|^(S||).  —  On  peut 
déterminer  un  nombre  positif  h  tel  que  les  inégalités 

l'»|  <  *.      \y\<* 

XXXIX.  22 
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entraînent 

|F(*l^)|<ijj|*|  +  |,y|(l 

l*(*,.rM<*i!l*l-H.H!; 

r,  est  un  nombre  positif  donné  qu'on  peut  prendre  aussi  petit 
qu'on  le  veut,  à  condition  de  prendre  h  suffisamment  petit  :  cela 
résulte  de  ce  que  les  fonctions  F  et  $  sont  nulles  pour  x  —  y  =  o 
ainsi  que  leurs  dérivées  premières. 

Les  relations  (7)  jointes  aux  inégalités  précédentes  nous  per- 
mettent alors  de  démontrer  que  x/t,yn  tendent  vers  zéro  pour  n 
infini  et  de  préciser  la  façon  dont  ces  quantités  tendent  vers  zéro, 
en  supposant  \x\  et  \y\  inférieurs  à  //.  On  a 

1*1  |<  I  S,  |  |  X  |  -h  7)  |  X  |  ■+-  7)  \y\<  j  |  S,  |  ■+•  27)  J  h, 

\?i  I  <  I  Ss  1 1  x\  4-  r,  |  x\  +  n  \y  |<  1 1  S,  |  +  ail  |  h. 
Posons 

|  Si  |  -I-  2TJ  =  «i,  |  Sj  |  -1-27)  =  CJ2i 

et  choisissons  vj  suffisamment  petit  pour  que  a-,  et  <r2  soient  infé- 
rieurs à  1 . 

On  a  To^or,  de  sorte  qu'on  peut  écrire 

|*<  |  <<T|^<  à,  |j,  |  <  7,  //  h. 

On  aura  ensuite 

I  *î  |<  I  S,  |   |.T,  |  +  7)  |  .r,  |  +  T]  I  7l  |  <   ;  I  S,  I  -f-  27)  |  <T,  /», 
|  ^J  |  <  1  SS  I  I  Xt  |  -4-  7)  |  a?i  I  -+-  7)  |^,  |<  j  I  S»  I  -T-  2TJ  |  (J,  h, 

d'où 

l*t  !<»!*,        |^»|<»?A, 

et  en  général 

(8)  |  *«!<»?/*,        |.r„|  <*'///■ 

On  voit  que  a:,,,  y„  tendent  vers  zéro  pour  n  infini. 

Démontrons  maintenant  que  —  a  une  limite  pour  //  infini.  Cela 
revient  à  démontrer  la  convergence  de  la  série 

jL4\S'{+1         S?/ 

Le   terme  général  T„  de  cette  série  s'écrit,  en  vertu  des  rela- 
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tions  (7), 

_  xn+i  —  Si xn  __  F(.r„,jn)> 
S"+1  S"+1 

On  peut  déterminer  un  nombre  positif  M  tel  que,  dans  le  domaine 

considéré,  on  ait 

\F(x,y)\<M[\x\  +  \y\y. 
On  aura  donc 

IT  ,  ^  m n ^1  +  i^.n» 

1    "  '  <  1  S,  |«+' 

ou,  en  vertu  des  inégalités  (8), 

/»M/l2<T?'J 


|T„|< 


I  St  |"+' 


La  série  dont  le  terme  général  figure  dans  le  second  membre  est 


convergente  si  l'on  a 


c'est-à-dire 


|S,| 

[  1  Si  | -1-271]» 
|St| 


<I, 


et  cette  condition  est  réalisée  si  l'on  prend  7)  suffisamment  petit, 
puisqu'elle  se  réduit  à  |S<|  <  1  lorsqu'on  y  remplace  i\  par  zéro. 
Il  résulte  de  là  que  la  série  ST„  est  absolument  convergente;  de 
pins  les  termes  de  cette  série  sont  des  fonctions  holomorphes  de  x 
et  dey  et  la  série  est  uniformément  convergente  dans  le  domaine 
|.r|<A,  \y\<C.h  '■  par  suite  sa  somme  est  une  fonction  de  x  et 
dey  holomorphe  dans  ce  domaine. 

Ainsi,  ^  a,  pour  n  infini,  une  limite  qui  est  une  fonction 

de  x  et  dey  holomorphe  dans  le  domaine  \x\  <  h,  \y\  <C  h. 
Posons 


x 


1  •     u  "       1  / 

1,m  $r,.  =  xO,  7)- 

La  fonction  ~k(x,y)  vérifie  la  première  des  équations  fonc- 
tionnelles (()). 

En  effet,  si  l'on  remplace  x,  y  par  xt, y{  sans  changer  la  valeur 
de  n,  xn  est  remplacé  par  x,i+i.  On  a  donc 
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Mais  d'autre  part,  si  l'on  augmente  n  d'une  unité  en  conservant 
leurs  valeurs  à  x  et  à  y,  on  obtient 


De  là  résulte  l'équation  fonctionnelle 

>>(^i,rt)=  S,  l(x,y) 

qu'il  s'agissait  d'établir. 

Il    importe,  pour   la   suite,   de  calculer  les  termes  du  premier 
degré  dans  le  développement  de  la  fonction  holomorplie  X(x,y) 

en  série  entière,  autrement  dit  les  valeurs  (  — ^  )  >  (  -r-  )    des  déri- 

\dx/{)    \dy  /  o 

vées  premières  pour  x  =  y  =  o. 
On  a 


/  &r„  \ 

(£).-' 

.        \   <*»"   /o 

,m     s«     ' 

Or  la  relation 

x,l+i  =  Si-r 

ri  -4-  F(ar„,jK«) 

donne  la  relation  de 

récurrence 

/àxn+i\ 
\    àx    /o 

w  /o 

d'où 

/^i\  _s„ 

et  par  suite 


On  voit  de  même  que  (  —  )    est  nul. 
On  a  donc 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier. 

6.   Étude  dcQ,;   (|S3|<|S,|).    —    Nous    allons    montrer    loul 
°  i 

d'abord   sur  un  exemple  qu'il   peut  se  faire  que  "^  n'ait  pas  de 

•  i 

limite  pour  n  infini,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  indiqué  au  n "   i. 
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Soit  la  transformation 

X\  =  Si  a:, 
Y\—  S2jK-f-a7a- 

Il  est  1res  facile  de  calculer  ici  de  proche  en  proche  x%%  y%\%%i 
y3;   ...  ;  x,n  yn.  On  trouve  aisément 

yn=  s»  y  +  (sr1  +  sr2  s*  +  sr3  sf +. . . 


On  a 


Yn 


S»='  + 


s? 


si 


S','a 


g(n— 1): 

~sT 


On  voit  que  ^  n'a  pas  de  limite  si  l'on  a 


s. 


>I. 


Or  on  a  jS2|  =  |S||  ■<  i.  Il  peut  donc  se  faire  que  |S,|a  soit 
supérieur  à  |S2|  et  dans  ce  cas  ^  n'a  pas  de  limite  pour  n  infini. 

On  voit  par  cet  exemple  que  la  méthode  employée  pour  l'étude 

de  ^  ne  saurait  s'appliquer  sans  modification   à   l'étude  de  ^  • 

Mais  nous  allons  montrer  qu'en  retranchant  de  yn  un  polynôme 
en  x„,  y„  convenablement  choisi  §(x,nytl),  la  nouvelle  quantité 

— t        "    aura  une  limite  pour  n  infini. 

o, 

Pour  définir  ce   polynôme  §(x,i,y„),  remarquons  tout  d'abord 

qu'en   vertu   de   l'hypothèse  |S2|^|S1|  <  I,  il   existe    un   nombre 

entier  a  tel  qu'on  ait 

|S,|*+><jS2|<|S,|*; 

ii  i         •  i         loglS.,  I 

a  est  le  plus  grand  entier  contenu  dans 


'og|S,| 


Prenons  alors    pour  ty(x,nyn),  un  polynôme  de  degré  a  en  xn, 

y„  avec  des  coefficients  indéterminés.  La  quantité  *— s>t  " 

aura  une   limite  pour  //  infini  s'il  y  a  convergence  pour  la  série 
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dont  le  terme  général  est 


T„ 


_  r/i-f-l—  Q(xn+i,  .Vn+\)  _  y,,—  {Hr„,  V„) 

ï>'2<+  '  s;' 

~"  S'2'+> 

_  ^(^i7«)-9(^+i,,yB+i)  +  s2er^/,,r/i>> 

Remplaçons  dans  cette  expression  xn+x,  yn+\  par  leurs  valeurs 
en  fonctions  de  x,n  yn  :  le  numérateur  est  une  fonction  holomorphe 
de  x,t,  yn.  Je  dis  que  les  coefficients  indéterminés  qui  figurent 
dans  le  polynôme  §(x„,y„)  peuvent  être  choisis  de  façon  que 
dans  le  numérateur  de  Ts,  ordonné  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  x„,  yny  il  n'y  ait  pas  de  termes  de  degré  inférieur  àa+i 
et  ce  fait  entraînera  aisément  la  convergence  de  la  série. 

Soient  en  effet 

fO,  y)  =  a20^2-+-  auxy  -+-  xoiy2-*-  a30^3-+-  z-nx'-y  +..., 
*(^;r)  =  |32o^2-f-?ii^K+  ?oi72-i-P3o^3-i-32,  x*y  -*-... 

les  développements  des  fonctions  données  F  et  $  et  soit 

ÔO>  y)  =  ^20^2-+"  >Ml^J-+->>0»JK2-i-  X30^3H-X21a-2J-I-.  .. 

le  polynôme  à  déterminer;  il  s'agit  de  calculer  les  \  de  façon  que 
dans  l'expression 

(9)  *(x,y)  —  «(j:j,7i)+  S20(*,jk), 

les  termes  de  degré  a,  3, . ..,  a  disparaissent.  Remplaçons  §(xt,y,  ) 
par  sa  valeur  exprimée  en  fonction  de  x,  y  : 

°Oi>  JKi)  =  X2o[S,r  -t-a,0a?«-+-  «jtay-K  .  .]* 

•     -+-  Xn[S,a:-4-  a20x'--i-.  .  .]  [Sj  r  -+-  Pî0a72-f-.  .  .] 
■4-  X02  [  S2  y  -4-  p20  x*  -h  . . .  ]2  -+-  Xso  [...]«-+-... 

et  égalons  à  zéro  les  coefficients  de  a?2,  #)',  . . . ,  en  général  de  tous 
les  termes  de  degré  inférieur  à  y.  -f-  i  dans  l'expression  (o).  Nous 
obtenons  ainsi  : 

P20 — X20(   S2   — S2)  =  o, 

Pi  1  —  >mi(SiSj—  Sj)  =  0, 
P02— X02(    S2    —  S2)  =  o, 
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équations  qui  déterminent  successivement  120,  XH,  X02,  ...;  en 
général  on  voit  que  ~Ap(/  s'obtiendra  linéairement  en  fonction  de 
coefficients  déjà  calculés  par  une  équation  dans  laquelle  le  coeffi- 
cient de  l'inconnue  \pq  sera  SfS.f — S2.  Or  ce  coefficient  n'est 
jamais  nul  :  en  effet,  si  q  est  nul,  il  s'écrit  S^  —  S2  et  par  hypo- 
thèse cette  expression  n'est  pas  nulle  [puisqu'il  s'agit  du  cas  (A.) 
et  non  pas  du  cas  (A.')  qui  sera  traité  plus  loin];  si  q  n'est  pas 
nul,  le  coefficient  précédent  s'écrit  So(SfS!{-1  —  1)  et  il  n'est  pas 
nul  puisque  |S,j  et  |S2|  sont  compris  entre  o  et  i .  On  voit  donc 
que  le  polynôme  0(#, y)  est  parfaitement  déterminé  par  la  condi- 
tion énoncée  plus  haut. 

Montrons  maintenant  que  §(x,y)  étant  ainsi  choisi  la  série 
dont  le  terme  général  est  T„  est  convergente.  En  effet  Tn  est  alors 
de  la  forme 

_  <I>,(;r„,.y„) 
ln—  g,,  +  ,  ' 

où  $>{(x,y)  désigne  une  fonction  holomorphe  dont  le  développe- 
ment en  série  entière  commence  par  des  termes  de  degré  a-j-i. 
Les  inégalités  \xn\  <  //,  | yn  |  <  h  entraînent 

\<W(Xn,yn)\<M[\xn\-±-\yn\Y+\ 

M  étant  un  nombre  positif  fixe  convenablement  choisi. 

On  aura  donc,  en  conservant  les  notations  du  numéro  précé- 
dent, 


et  par  suite 


|T„ 


M 


|  Sa 


X  '^a+i//a-n 


Dans   le  second   membre  figure  le   terme    général    d'une    pro- 
gression géométrique  dont  la  raison  est 


c'est-à-dire 


111 

S-> 


[|S,|f  ^1g+' 
|Si| 


si  ^  est  suffisamment  petit,  celte  raison  est  inférieure  à  i,  car  elle 
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se  réduit,  pour  r(  ==  o,  a  —ck^r~  et  a  a  été  choisi  de  façon  que  celte 
dernière  quantité  soit  inférieure  à  i. 

On  voit  donc  que  la  série  ST„  est  convergente  et  même  qu'elle 
est  uniformément  convergente  dans  un  certain  domaine  |a?|</*, 
'j|  <  h\  comme  les  termes  de  cette  série  sont  des  fonctions  holo- 
morphes  de  x,  y,  la  somme  de  la  série  est  une  fonction  de  x  et 
dey  holomorphe  dans  ce  domaine. 

Âinmi    yn  —  *(œn,yn)  ■     r     ■  ■•      • 

^■insi-,  gTj a,  pour  n  infini,  une  limite  qui  est  une 

fonction  de  x  et  de  y  holomorphe  dans  le  domaine  \x\  <  h, 
\y\  <  à,  pourvu  que  h  soit  suffisamment  petit. 
Posons 

|;m  yn—b{xn,y„) 

Hm  ^ =  n(x,  y). 

La  fonction  <J.(x,y)  vérifie  la  deuxième  des  équations  fonc- 
tionnelles (6). 

La  démonstration  est  toute  pareille  à  celle  qui  a  été  donnée  au 
numéro  précédent  pour  la  fonction  1.  On  a 

lim  ^i-û(g»+i,/»+i) 

111,1  ~       — c« =  fM*i,.ri)» 

°a 

et  d'autre  part 

Vimy*+i-*(*n+uy*+i)_ 

d'où  l'équalion  fonctionnelle 

V-(*\,yi)  =  S2lx(x,y) 

qu'il  s'agissait  d'établir. 

On  calcule  aisément  les  premiers  termes  du  développement  de 

la  fonction  p.(.r, y)  et  l'on  voit  ainsi  qu'on  a 

p(x,y)£*y+..-i 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier. 

7.  Forme  réduit,-  de  la  transformation.  —  Résumons  ce  qui 
précède. 

On  a  détermine  deux  fonctions  \{x,y),  y{x,y)  hohmorphes 
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dans  un  certain  domaine  \x\  <<  h,  |  y\  <<  A,  de  la  forme 

[t(a;,y)=y  -+-..., 

/es  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier,  et 
vérifiant  dans  ce  domaine  les  équations  fonctionnelles 

\*-(xuyi)  =  Ssii(x,y). 

Effecluons  maintenant  le  changement  de  variables  (2)  en  pre- 
nant pour  nouvelles  variables  les  fonctions  \(x,y),  (u(#,y)  des 

anciennes    variables.    Ce   changement   de    variables    est    possible 

■      1,  •  c  1  D(X,  u)     ,  1    ,    1.     . 

puisque  le  déterminant  fonctionnel  -=—, — —x  n  est  pas  nul  a   lori- 

D(.r,j)  ' 

gine.  La  transformation  donnée  (a)  sera  ainsi  ramenée  à  la 
foi- me  réduite  linéaire 

(  u  1  =  S .  a , 
(    f,=  S2t>, 

en  vertu  des  équations  fonctionnelles  vérifiées  par  )>  et  u.. 

8.   Étude  du  cas  (C).  —  Le  cas  où  la  transformation  donnée 

est  de  la  forme 

xt=  Sx-hF(x,  y), 


est    des    plus    faciles.    Il    suffira    de    refaire    les    raisonnements 
du   n°  o. 

On  démontre  que  ^  a  une  limite  k(x,y)  et  que  -^  a  aussi  une 
limite  ^(x, y)  :  la  méthode  s'applique  ici  aussi  bien  à  la  deuxième 
quantité  qu'à  la  première.  Ces  limites  sont  des  fonctions  holo- 
morphes  de  x,y  de  la  forme 

\>-(x,y)  =  ?■+■•  ••• 

de  sorte  que,  en   prenant  pour  nouvelles  variables  les  fonctions 
l(x,y),  p(x,y),  la  transformation  prend  encore  la  forme  réduite 

linéaire 

Su, 


(G) 

Sv 


-  328 


l\  .   —   Étude  nu  cas  (B). 
9.  Méthode.  —  Soil  maintenant  la  transformation 


(b) 


*i=  S.r—  y-+-  V{x,y), 
JKi=  S^-t-4»(a?,jK). 


Nous  nous  proposons  de  la  ramener  à  la  forme  réduite 
(B)  {—»—«■ 

Les  fonctions  m  =  )>  (:r,j'),  p  =  jjl(.t,  y)  qui  définissent  le 
changement  de  variables'  permettant  de  transformer  (&)  en  (B) 
seront  déterminées  ici  encore  comme  limites  pour  n  infini  de 
certaines  expressions  dépendant  de  x,  y,  n. 

C'est  encore  l'étude  de  la  substitution  linéaire 

xy=  Sx  —  y, 

y\-  Sj 

qui  conduit  tout  naturellement  à  considérer  de  pareilles  expres- 
sions. 

Soient  x„,  y„  les  nombres  déduits  de  x,  y  en  itérant  n  (bis  celle 
substitution  linéaire.  On  a  (  n"  3) 


d'où 


y 


X„  =   S"  T  /lS"      '  >  . 

y  n  =  s«jk, 

_  xn-{-  nSn~iy  _  Sx„-^-  ny„ 


Revenons  au  cas  général  (/>)  et  soient  x„,yn  les  nombres  déduits 
de  x,  y  en  itérant  //  fois  la  substitution. 

Nous  démontrerons  dans  ce  qui  suit  les  propositions  sui- 
vantes : 


"  '^77  «,  pour  n  infini,  une  limite  v.(x,y); 


>0   Sx„-±-  n\j.(x„,y„) 
S«+i 


a,  pour  n  in  fini,  une  limite  X(â?,  y). 


Les  fonctions  \(x, y),  p(x,y)  ainsi  définies  se  réduisent,  ainsi 
qu'on    vient   de   le   voir,    à   x  et  à  y  lorsque   la   substitution    esl 
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linéaire;  pour  le  cas  général,  nous  démontrerons  que  si  on  les 
prend  comme  nouvelles  variables  w,  p,  la  transformation  (b) 
prend  la  forme  réduite  (B). 

10.   Existence  d'une  limite  pour  %£•  — JNous  établirons  toul 

d'abord,  comme  dans  le  cas  (A),  des  inégalités  qui  permettront  de 
démontrer  que  x„,  yn  tendent  vers  zéro  pour  n  infini  et  de  préciser 
la  façon  dont  ces  quantités  tendent  vers  zéro. 

On  a,  dans  un  certain  domaine  \x\  <<  A,  \y\  <<  A,  les  inégalités 
suivantes  : 

|.F(^/)|<i[|^+  IrlJ, 

|'ï>(^,j)|<r,l|.r|  +  |7|], 

dans  lesquelles  t\  est  un  nombre  positif  qu'on  peut  prendre 
aussi  petit  qu'on  le  veut,  à  condition  de  diminuer  h  en  consé- 
quence. 

Les  relations 

#«-hi  =  Sxn—  yn-+-  F(x„,  yn), 
yn+\  =  $y„  -+-  *  (  xn ,  yn  ) 

nous  donnent  alors 

I  Xn+l  |<  [|  S  |  -f-  1}]  |  Xn  j  -h  [l  -+-  ?]  ]  |  Yn  |, 

lr«+il<il*»l  +  [|S|-t-if)]|.r„|. 

Supposons  qu'on  ait 

\^n\<hn,  \yn\<kn. 

On  en  déduira 

I  -»»+l  |  <  /t«+i,         |  yn+i  |  <  */H-l, 
à  condition  de  poser 

hn+i  =  \\  S  |  +  K)J  Afl-f-  [i  -hyjJ  /.„, 

/'/,  ,   I  =  7] /»«-+-  |  |  S  |  -t-  YJ  1  /■„. 

De  ces  relations  on  peut  déduire  l'expression  de  hR  et  de  kn  en 
fonction  de  n  et  des  valeurs  initiales  h0  =  A,  /,0  =  h  :  il  suffit  pour 
cela  d'utiliser  les  résultats  relatifs  aux  substitutions  linéaires  qui 
ont  été  établis  au  n°  3. 
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Soient  <r,  et  <r2  les  racines  de  l'équation 

S  |  -+-  7]  —  a  I  -+-  ï] 

j]  |  S  |  -+-  7j  —  a 


A(ff)  = 


Si  7)  reçoit  la  valeur  zéro,  celte  équation  a  une  racine  double 
égale  à  |S|  :  si  T)  est  suffisamment  petit,  ses  racines  a,,  <72  sont 
réelles,  distinctes  et  aussi  voisines  qu'on  le  veut  de  |S|,  par 
conséquent  inférieures  à  î  ;  soit  <7,  la  plus  grande  des  deux 
racines. 

On  aura  alors 

A,  B,  C,  D  étant  indépendants  de  n.  On  déduit  de  là 

IA-KLIAI-HBIM, 
|*«I<[|C|  +  |D|]«,?, 

c'est-à-dire,   en  désignant    par   K.  un    nombre    (ixe    indépendant 
de  «, 

|a?«|<|A»|<  Kay, 

|/.|<|*fl|<K 

Ces  inégalités  prouvent  que  x„  et  yn  tendent  vers  zéro  lorsque  /* 
croît  indéfiniment. 

Ceci     établi,    la    démonstration     de     l'existence     d'une    limite 

pour  ^  s'achève  aisément  en  procédant  comme  on  l'a  fait  au  n°  S 

pour  le  cas  (A). 

Tout  revient  à  démontrer  que  la  série 

^d\S"  +  '  S"/         J-mi  S""*1 

est  convergente. 

On  a,  en  désignant  j>ar  M  un  nombre  fixe, 


*(xn,y„) 


S"'  ' 


I  s  |«+' 


<  i  MK- 


S,M    . 


Or -^r  est  inférieur   à    i.  Donc   la  série  est    uniformément  con- 
l°l 

vergente  dans  le  domaine  \x\  <^  A,  \y\  <  //. 
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Ainsi  ^  a,  pour  n  infini,  une  limite  qui  est  une  fonction 

de  x,  y  holomorphe  dans  le  domaine  \x\  <C  h,  \y\  <C  h. 
Si  l'on  pose 

limJp  =  v-(x- y)> 

on  démontre,  comme  on  l'a  fait  dans  un  cas  analogue  au  n°  o,  que 
la  fonction  <^(x,y)  vérifie  l'équation  fonctionnelle 

H(#i,.Ti)=  Sp.O,  y). 

La  fonction  \*-(x,y)  a  un  développement  de  la  forme 

n(#,  y)  =*?•+■•-., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier  degré. 

1.   Existence  dune  limite  pour — — ; — -•  —   Dans 

cette  expression  u.(x,y)  représente  la  fonction  qu'on  vient  de 
définir  à  la  fin  du  numéro  précédent.  Pour  prouver  qu'elle  a  une 
limite,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  il  suffit  d'établir  la  conver- 
gence de  la  série  dont  le  terme  général  est 

T    _  Sy„+l  +  (fl  +  i)  n(x-n+uyn+i)        Sa?„-f-  n  \x{xn,  y„) 

La  fonction  u.(_r,y)  vérifie  la  relation 

f*(a?«+i,  y,i+\)  =  S[i(xn,yn). 
On  a  donc 

_  S(3-„+i—  St„)  -+-  (n  -+-  i)S<x(x„,  y  g)  —  nS\x(xrn  yn) 
_  ■*•«■+-!  —  SxH+-  \x(xn,  y,,) 

Mais  on  a 

x„+i  —  Sxn  =  —yn^r-  F(xn,ya), 
[><xn,yn)=       ^b-4-..., 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier.  Il  en 
résulte  que  Tfl  prend  la  forme 

T  ty(Xn,yn) 

1  "  -        j^TTi       ' 
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-|  élanl  une  fonction  holornorphe  dont  le  développement  en  série 
entière  commence  par  des  termes  du  second  degré  au  moins.  On 
démontre  alors,  comme  on  l'a  fait  à  la  fin  du  numéro  précédent 

pour   la  série    >  —    +~| — >  que  la   série    El,,   est   uniformément 

convergente  dans  le  domaine  \x\  <<  //,  \y\  <  h. 

a  ■      •     11                  ■        Sa:,,  -+-  n  ,u.(a:„,  y,,)  •    r     • 

Ainsi,  l  expression —^—, ! — -  a,   pour   n    infini,    une 

limite  qui  est  une  fonction  de  x  et  de  y  holornorphe  dans  le 
domaine  \x\  <  //,  \y\  <  //. 
Posons 

g/i  +  1  v     '  J  ' 

La  fonction  \(x,y)  vérifie  une  équation  fonctionnelle  (jue  nous 
allons  établir. 

Remplaçons  x,y  par  x,,  y{  sans  changer  la  valeur  de  n;  x„,  y„ 
sont  remplacés  par  x„+{,  yn+\  et  l'on  a 

lim ^Ti =  M^i.  JKi). 

D'autre  part,  si  l'on  augmente  n.  d'une  unité  en  conservant  à  x 
et  à  y  leurs  valeurs,  on  peut  écrire 

Sa:„+H-  (n  ■+■  i)  \k(xn+li  y„-*-\)       ,  . 

lui) =  A  (a*,  v). 

De  ces  deux  égalités  on  déduit 

1   /  \  Cl/  \  I-  l1^  -r'H-l>  T/l-t-l) 

Mvuyi)—  SA(a:,jK)=—  lim  ' g^j 

Mais  la  fonction  v-(x, y)  vérifie  les  relations  fonctionnelles 
fJi(«»+ii  yn+i)  =  Sp(a?„,  .)„)  =  S»(i(ara_i,  yn-\)  =  ...=  S"+1  \x(x,  y). 
On  a  donc  la  relation 

>.i./-,,  j/,)  =  SX(a?,j  |       \t(x,y). 

C'est  l'équation  Fonctionnelle  que  nous  voulions  établir  pour  la 
fonction  X|  x,  v). 

Calculons  les  premiers  termes  <lu  développement  de  celte  fonc- 
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lion  \x(x,  y).  On  a 


;:,    s(£).-s-(g).  ,.  (%).-*- 

(  —       =  li m  : ; =  lim = 

\dy/0  b"+'  S" 

Or  on  calcule  aisément  ( --^  )    etl'on  trouve  (  — -^  )  ~  —  nS"~*. 
\  à  y  )  o  \  à  y  ]  o 

On  a  donc 


(l)»=0- 


On  calcule  de  même  (  -r-)    ;  on 
\àx/o 


On  a  donc 


\dxJo 

=  \\m 

1  àxn  \ 
\  dx  )0 

S" 

l(x. 

,y)-- 

¥»+,■ 

les    termes    non    écrits    étant    de    degré    supérieur    au    premier 
degré. 

12.  Forme  réduite  de  la  transformation  (b).  —  Remplaçons 
les  variables  x,y  par  les  variables  u,  v  liées  à  x,  y  par  les  rela- 
tions 

u  =  \{x,y)  =  ar-H..  ., 
v=  ix(x,y)=y+.... 

Ces  formules  définissent  un  changement  de  variables  dans  le 
domaine  de  l'origine.  On  posera  de  même 

iii  =  X(a?,,  jki  )- 

Or  on  a  démontré  dans  les  deux  numéros  précédents  que  les 
fonctions  X(#,^),  \x.(x,y)  vérifiaient  le  système  fonctionnel 

M^i.  y\)  =  SX(a?,  jk)  —  j*(»,  r)» 

Les  nouvelles  variables  u{,  y,  seront  donc  liées  à  a,  v  par  la 
transformation  linéaire 

ut  =  S  m  —  v , 


(B) 
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Telle  est   la   forme  réduite    que   prend   la    transformation   (b) 
Lorsqu'on  fait  le  changement  de  variables  défini  plus  haut. 


V.  —   Étude   du  cas  (A'). 
13.   Méthode.  —  Soit  enfin  la  transformation 


(«') 


Tt  =  Sa.r  -t-  F(x,  y), 
yx—  S  y  -h4>(x,  y), 


dans  laquelle  a  désigne  un  nombre  entier.  La  forme  réduite  (A.) 
ne  s'applique  pas,  en  général,  à  la  transformation  («'),  parce 
qu'on  est  ici  dans  le  cas  exceptionnel  où  l'une  des  racines  S,,  S2 
est  une  puissance  à  exposant  entier  de  l'autre  racine. 

Mais  nous  allons  montrer,  par  une  méthode  analogue  à  celle  qui 
a  été  employée  dans  le  cas(B),  qu'on  peut  ramener  (rt')  à  la  forme 
réduite 

|  U|=  S*  m  —  kva, 
|    vt=  Se, 


(A') 


où  k  est  un  nombre  qui  sera  fixé  ultérieurement. 

Ici  encore  les  fonctions  u  =  X(a?}iy),  V  =  >x(x,y)  qui  définissent 
le  changement  de  variables  seront  déterminées  comme  limites  de 
certaines  expressions  formées  avec  n  et  avec  les  nombres  x„,yn 
déduits  de  x,y  en  itérant  n  fois  la  transformation  (a1). 

On  trouve  aisément  quelles  devront  être  ces  expressions  en 
étudiant  d'abord  le  cas  particulier  de  la  transformation  (A')  elle- 
même.  En  itérant  n  fois  la  transformation  (A'),  on  obtient 


d'où 


_  Vn  _  «»-*-  «  S'"    "*A-t>g  _  S««,,-t-  nki-% 

v—  g»'  g"*  S  '■''■♦-«»« 


La  forme  de  ces  expressions  indique  la  marche  à  suivre  pour 
traiter  le  cas  («')  en  général  : 


^« 


i°  On  démontrera  que— ^  a  une  limite  [•<•(#, y)  pour  //  infini 
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2°  Un  étudiera  pour  n  infini  1  expression c, ,     , , — — — 

qui  sera  désignée,  pour  abréger,  par  a{n+l)(X' 

14.  Limite  de  —•  — ■  L'étude  de  la  première  expression  —  ne 

S"  '  '  S" 

présente  aucune  difficulté;  la  démonstration  est  la  même  que  celle 

qui  a  été  faite  dans  le  cas  (A)  pour  —  (n°  5)   :    la   racine   Sj   était 

15  î 

alors  la  plus  grande  en  valeur  absolue  des  deux  racines  S,,  S2. 
Ici  S  est  la  plus  grande  en  valeur  absolue  des  deux  racines  S  et  Sa, 
de  sorte  que,  sans  avoir  à  modifier  en  rien  la  démonstration  faite 
dans  le  cas  ainsi  rappelé,  on  démontrera  que*^  a,  pour  n  infini, 
une  limite  u.(x,y),  fonction  holomorphe  de  x  et  de  y,  de  la 
forme 

et  que  cette  limite  vérifie  V  équation  fonctionnelle 

15.  Etude  de  „(/^'Ug  •  — Nous  représentons  par  wu,  ainsi  que 
nous  venons  de  le  dire,  la  quantité  Saxn  -t-  nk[ii(xn,yn)'\ct-  L'étude 
de  l'expression  S1/f4"1)a  présente  quelques  difficultés,  analogues  aux 
difficultés  qui  se  présentaient  dans  le  cas  (A)  pour  l'expres- 
sion "^  correspondant  à  celle  des  deux  racines  S,,  S2  qui  avait  le 

2 
plus  petit  module  (n"  0).  En  général,  cette  expression  n'a  pas  de 

limite  pour  n  infini;   mais,  on  peut  déterminer  un  polynôme 

Q(xn,  yn)  tel  que,  en  retranchant  ce  polynôme  de  wn,  la  nou- 

11  ■  Wn  —  Q(xn,   Yn)         ■  i-        ■  •      n      ' 

velle  expression ^[)a  J —  ait  une  limite  pour  n  infini. 

En  effet,  cette  nouvelle  expression  aura  une  limite  pour  n  infini 
s'il  y  a  convergence  pour  la  série  dont  le  ternie  général  est 


T„  = 


Wn+j—  8(.r,,+  i,^„-n)   _   Wn—  0(3-11,  .Yn) 

gu-t-2)a  §(/n-Ma 

Sa3-„(.,-h  (n-f-  \)k[\i(xn+u  jQm-i)]8—  fl(3Vn,  yn+\) 


gUi+îJa 
—  S**x„-nkS*[ii(x„,yn)]*-ï-S«Q(xn.y„) 

"*"  g(lM-l)« 
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La  fonction  p.(a?,  y)  vérifie  la  relation 

^0«+i,J»-m)  =  S|x(#„,7„). 

L'expression  de  Tn  se  simplifie  donc  et  l'on  a 

*n—  g(/n-2)a 

_  S«F(x„,  yn)  +  A-S«[  \x(xn,  yn)]x~  e(a?„+i,  /n+i  )  -+-  S**(xn.  y„) 

§(n+s)a 

Le  numérateur  est  une  fonction  holomorphe  de  x,t,ya  :  il  suffit 
de  supposer  qu'on  a  remplacé  x/l+<,  yn+\  Par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  xn,yn.  Je  dis  qu'on  peut  disposer  de  k  et  des  coeffi- 
cients indéterminés  du  polynôme  §(x,y)  de  façon  que,  au  numé- 
rateur de  T„  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  x„  et 
de  y„,  il  n'y  ait  pas  de  termes  de  degré  inférieur  à  a  +  i .  Si 
l'on  remplace  x„,  yn  par  x,y,  cela  revient  à  montrer  qu'il  en  est 
ainsi  pour  l'expression 

(.o)  S«F(a?,jO  +  AS*[|i(*,jO]«—  •(*i».Tt)-+-S«8(»lijr) 

ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  x  et  àe y  :  la  con- 
vergence de  la  série  résultera  aisément  de  là. 

Procédons  comme  au  n"  6  et  prenons  pour  9(.r, y)  un  polynôme 
de  degré  a  avec  des  coefficients  indéterminés 

8(ar,  y)  =  X20.r2-+- Anay  +  X02^î-i- X3o^3  + 

En  annulant  les  coefficients  tics  divers  termes  de  degré  infé- 
rieur à  a  +  i  en  x,y  dans  l'expression  (ib),  on  a  des  égalités  qui 
permettent  de  calculer  successivement  À20,  A, ,,  . . .  ;  l'inconnue  Kpq 
s'exprime  en  fonction  de  quantités  déjà  calculées  par  une  équa- 
tion du  premier  degré  dans  laquelle  le  coefficient  de  \pq  est 
(S/""4"?  —  Sa),  et  ce  coefficient  n'est  jamais  nul,  sauf  si  p  et  q  ont 
1rs  valeurs  p  =  o,  q  =  a  ;  on  pourra  donc  calculer,  de  cette  façon, 
tous  les  coefficients  \pq,  sauf  Xoaj  lequel  disparaît  dans  l'équa- 
tion obtenue  en  égalant  à  aéro  les  ternies  en  y*  dans  L'expres- 
sion (io).  Mais  d'autre  pari,  en  égalant  à  zéro  les  termes  en  ja 
dans  celte  expression,  on  obtient  une  équation  qui  contient  le 
terme  A-Sa  provenant  de  /,  Sa[p.(;rr jk)]";  cette  équation  per- 
mettra donc   de  calculer  k  qui  jusqu'ici  était  indéterminé  ;  quant 
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à  Xoa,  on  pourra  le  prendre  arbitraire,  nul  par  exemple.  Il  pourra 
arriver  en  particulier  qu'on  obtienne  k  =  o  ;  ce  cas  remarquable 
va  être  examiné  bientôt. 

Le  polynôme  9 (.a?, y)  et  le  nombre  k  étant  ainsi  choisis,  mon- 
trons que  la  série  ïTrt  est  convergente.  T„  sera  maintenant  de  la 
forme 


T„  = 


gU+Ua 


où  <ï>,  désigne  une  fonction  holomorphe  dont  le  développement 
en  série  entière  commence  par  des  termes  de  degré  a  +  i.  La 
démonstration  s'achève  alors  comme  au  n°  6.  On  a,  en  conservant 
les  notations  des  nos  5  et  6, 

|  »«!<•"  A,        \y»\<9*h, 
où  <7  désigne  un  nombre  voisin  de  S.  D'autre  part,  on  a 

l*i(^i.,^«)|<M[|a7„|-+-|^„|]«+«, 
et  par  suite 


Or,  on  a 


1  T.  |< 

M           ,  ,      , 

aa-t-i 

S« 

(ja+i 

s« 

<t, 

puisque  <r  est  aussi  voisin  de  S  qu'on  le  veut,  pourvu  qu'on 
restreigne  suffisamment,  le  domaine  \x\  <C  k,  \y\  <  h.  La  série  STrt 
est  donc  convergente  et. elle  converge  uniformément  dans  le 
domaine  |^|-<A,  |y|<</i.  Comme  les  termes  de  cette  strie  sont 
des  fonctions  holomorphes  de  x,  y,  la  série  a  pour  somme  une 
fonction  holomorphe  dans  le  domaine  \x\  <^  h,  \y\  •<  h. 

.  .       .     „  .        wn  —  0(x„,  y,,)  .     ~     .  ,. 

Ainsi,  l  expression +1)g  • — -  «,  pour  n  infini,  une  limite 

qui  est    une  fonction   de  x,  y  holomorphe  dans   le  domaine 
\x\  <  ni  \y\  <  ni  pourvu  que  h  soit  suffisamment  petit. 
Posons 

wn—  6(a?B)  yn) 


S(«-t-i)a 


=  Mae,  y)- 


La  fonction  },(x,y)  vérifie  une  équation  fonctionnelle  que 
nous  allons  établir. 
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On  a 

■>/r     „  \  _  i:,„  ^^n+i-i-  nk\ii(Tll+u  yn+i)]*  —  8(a?«+i,  y,,+\) 
d'où 

x(,tI  yi)  -  s-xt.,  r)  =  iî«  ~*[l^::;;/"+l)]a 

ou  bien 

X(a?„  ^,)  =  S«X(a?,  y)  -  *[fi(»,  /)]«. 

Telle  est  l'équation  fonctionnelle  vérifiée  par  la  fonction 
\(x,y). 

On  vérifie  aisément  qu'on  a  X(jc,^)  =  x  -f-  .  .  .,  les  termes 
non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier. 

16.  Forme  réduite  de  la  transforma  lion  (a!).  —  On  a  ainsi 
déterminé  deux  fonctions  \(x,y),  \x{x,y)  vérifiant  le  système 
d'équations  fonctionnelles  suivant  : 

X(*i,.ri)  «s«X(«,  .tO— *[(!(*,  «r)]», 

|*(*it ?i)=  S|i(^,  y). 

On  peut  prendre  de  nouvelles  variables  a,  v  liées  à  x,  y  par  les 
relations 

u  =  l(T,y)  =  x-h..., 
v  =  [i(x,y)  =y-h..., 

carie  déterminant  fonctionnel  ,/   '  !  ■  n'est  pas  nul  pour  a?  =  r  =  o. 

D(x,y)  '  '  ^ 

La  transformation  (a')  prendra   (dors  la  forme  réduite  sui- 
vante : 

(A,}  j-^S-a-^, 

(   »»i=  Si», 

en     vertu    des    équations    fonctionnelles    vérifiées    par    l(x,y), 

On  peut  pousser  la  réduction  plus  loin.  Posons  en  effel 

v  =  p«v, 
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o  étant  une  constante.  La  transformation  (A')  devient 

ut  =  S*u  —  kp*w«, 

iv{  =  S  w. 

Deux  cas  peuvent  alors  se  présenter  : 

i°  Si  k  n'est  pas  nul,  on   peut  déterminer   p  de  façon    que 

l'on   ait 

/rp«=  i 

et  la  transformation  prend  la  forme 

l,  =   Sa  M  Wa, 


(A'), 

w>,  =  Sec, 


2°  Si  k  est  nul,  la  transformation  a  la  forme 

«,  =  S*  a, 


(A'), 

(  w,  =  a 

Ce  dernier  cas  ne  peut  évidemment  se  présenter  que  pour  des 
transformations  (a')  particulières. 

Ainsi,  la  transformation  (a')  peut  être  ramenée  à  la  forme 
réduite  (A'),  dans  laquelle  k  désigne  une  constante  égale  à  i 
ou  à  o,  le  cas  général  étant  celui  où  k  a  la  valeur  i . 


VI. 


Autres  cas. 


17.   En  définitive,  la  réduction  de  la  transformation 

Xy  =  a  x  -+-  b  y  -t-  F ( .r,  y  ), 
yt  =  a' x  -t-  b' y  -h  <&(x,  y), 

aux  formes  réduites  (A),  (B),  (G),  (A')  a  été  effectuée  dans  tous 
les  cas  où  les  racines  Sf,  S2  de  l'équation 

;  —  S  b 

à         b' —  S 

ont  l'une  et  l'autre  leurs  modules  compris  entre  o  et  i . 

Le  cas  où  |S,j,   |S2|  seraient  tous   les  deux   supérieurs  à    i   se 
ramène  au  cas  précédent  en  considérant  la  transformation  inverse 
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de  la  transformation  proposée  :  pour  cette  transformation  inverse, 

les  racines  de  l'équation  en  S  sont    ^ ,,    =-   et  par  suite  elles  ont 

des  modules  compris  entre  o  et  i .  La  transformation  inverse  peut 
donc  être  ramenée  à  l'une  des  formes  suivanles  : 


«1 

(il 

si' 

h 

S 

v\ 

^i 

V 

sT 

S 

—  S5-M, 


f\ 


S' 


d'où  l'on  déduit  que  la  transformation  directe  peut  être  ramenée  à 
l'une  des  formes  suivanles  : 

En  changeanl  c  en  —  ^  dans  la  deuxième,  et  par  conséquenl  r, 

en  _  ÎIl,  on  la  ramène  à  la  forme  (B).  De  même  en  changeant  v 

i 

en  / J_  )    v  dans  la  quatrième,  on   la  ramène  à   la  forme  I  \ 

^     / 
Ainsi,   les  formes   réduites  (A),   (B),   (G),    (M)   sont   encore 

valables  pour  le  cas  où  |S,|,  |S2|  sont  tous  tes  deux  supé- 
rieurs à  i . 

Pour  le  cas  où  |S,|  et|S2|sont  l'un  inférieur,  l'autre  supérieur 
à  i,  la  question  reste  en  suspens  :  la  méthode  employée  dans  ce 
Mémoire  ne  peut  s'appliquer  à  ce  cas,  car,  à  partir  d'une  certaine 
valeur  de  n,  x„,fN  ne  sont  plus  compris  dans  le  domaine  \x\  <  A, 
I  y\  <  /«,  à  l'intérieur  duquel  la  transformation  proposée  est  définie 
et  il  en  est  de  même  pour  la  transformation  inverse.  C'est  évidem- 
ment à  la  forme  réduite  (A)  qu'il  faudrait  essayer  de  ramener  la 
transformation  si  cela  est  possible,  mais  la  possibilité  d'obtenir 
celte  forme  réduite  n'a  pas  été  établie  jusqu'ici. 

Enfin,  les  cas  où  l'une  au  moins  des  racines  S,,  Sj  esl  égale 
à  o  et  à  i  restent  aussi  en  suspens  :  mais  pour  ces  cas  de  nouvelles 
formes  réduites  sont  nécessaires.  Le  mode  de  croissance  de  xn,y„ 
est  en  effet  tout  différent  de  ce  qu'il  était  dans  le  cas  général,  et  la 
marche  suivie  dans  le  cas  général  ne  s'applique  plus. 
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VII.    —   Applications. 

On  peut  utiliser  les  formes  réduiles  dans  bien  des  problèmes 
relatifs  aux  transformations  ponctuelles.  Indiquons  quelques-uns 
de  ces  problèmes. 

18.  Courbes  invariantes  par  la  transformation .  —  Etant 
donnés  une  transformation  ponctuelle  et  un  point  double  de  cette 
transformation,  on  se  propose  de  trouver  la  forme  générale  de 
l'équation  des  courbes  invariantes  par  la  transformation  et  défi  nies 
dans  le  domaine  du  point  double.  J'ai  traité  ce  problème,  pour  le 
cas  (A),  dans  mon  travail  antérieur  (')  cité  plus  haut. 

Examinons   ici   les   cas    où   la    transformation    prend    la    forme 

réduite 

»,  =  Sa«  —  p«, 

p,  =  S  p. 

Ce  cas  comprend  le  cas  (B),  si  l'on  suppose  a=i.  Nous  lais- 
sons de  côté  le  cas  (C)  et  le  sous-cas  (A')2  de  (A')  pour  lequel  on 
aurait  la  forme  réduit»; 

Kj  —  Sa«,  Vy  =    S  V, 

Soit 

l'équation  d'une  courbe  invariante  par  la  transformation.  On  doit 
avoir 

c'est-à-dire 

Il  s'agit  de  trouver  toutes  les  fonctions  <]>(i)  vérifiant  cette  équa- 
tion fonctionnelle.  Posons 

L'équation  devient 

S-P-«(Sr)  -  S'^(1o^h-1oPS)  =  sa(,a8(p)_  «£jogP  _ 

sa  log  5  !og ■  S 

(  '  )  Sur  les  équations  fonctionnelles,  etc.,  Chap.  III,  n*  27. 


c'est-à-dire 
Posons 

On  devra  avoir 
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6(Sf)  =  6(«>). 
8(p)  =  e,(logt»). 

8,(logP-+-logS)  =  6, (loge) 


et  l'on  voit  que  6,  est  une  fonction  arbitraire  admettant  la  période 
logS.  L'équation  générale  des  courbes  invariantes  par  la  trans- 
formation donnée  prend  donc  la  forme,  dans  le  système  de 

coordonnées  u,  v, 

t>a  loge 


u  =  t>a6i(logp  )  — 


S*logS 


où  9,  désigne  une  fonction  arbitraire  de  période  logS. 
Revenons  aux  variables  x,  y.  On  a  posé  (n°  13) 

u  =  X  (a?,  y)  =  x  -+■ . . . , 

v  =  p(x,  y)  =  y  -h..., 

),  et  p.  étant  deux  fonctions  holomorphes  de  x,  y.  On  obtiendra 
les  coordonnées  x,  y  d'un  point  de  la  courbe  invariante,  expri- 
mées en  fonction  du  paramètre  c,  en  résolvant  par  rapport  à  x  et 
à  y  le  système 

La  fonction  9,  est  une  fonction  arbitraire  de  période  log  S  ;  il 
faut  la  choisir  de  façon  que  ^a8,(log^)  soit  nul  pour  v  =  o;  en 
particulier  on  peut  prendre  pour  0t  une  constante  A. 

On  a  supposé  que  l'équation  de  la  courbe  invariante  pouvait 
être  mise  sous  la  forme  u  =  ty(v).  On  laisse  ainsi  de  côté  la 
courbe  particulière  v=  o  qui  est  bien  invariante,  puisque  l'équa- 
tion v  =  o  entraîne  <;,  =  o;  en  revenant  aux  variables  x,  y,  on  a 
ainsi  la  courbe  }x(x,y)  =  o.  C'est  une  courbe  analytique  inva- 
riante; c'est  même  la  seule  courbe  analytique  invariante,  car  pour 
toute  autre  courbe,  x  et  y  sont  des  fonctions  holomorphes  de  r  cl 

A   ..         .         v«log«>  ,  ,  v&logp 

de  raQ,(l()gc)  —  ■,„,  \.  et,  a  cause  du   terme    —  ,.,■  "      qui   ne 

,v-       O      -'  S'IogS  Ï5alogb      ' 

disparaît  jamais,  on  voit  (ju'on  ne  peut  pas  avoir  pour  x  et  y  des 
fonctions  holomorphes  d'un  paramètre  auxiliaire. 
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Examinons  encore  le  cas  où  la  transformation  prend  la  forme 

réduite 

«,  =  Sau,        vx  =  Sv. 

Ce  cas  comprend  le  cas  (C),  obtenu  en  donnant  à  a  la  valeur  i . 
On  trouve  que  l'équation  générale  des  courbes  invariantes  est 
ici 

9,  étant  une  fonction  périodique  arbitraire  de  période  log  S. 
La  courbe  v  =  o  fait  encore  exception,  elle  n'est  pas  donnée  par 
cette  équation  générale.  Revenant  aux  variables  x,  y  on  voit  que 
l'équation  générale  des  courbes  invariantes  par  la  transformation 
est 

H*,  y)  =  [M*»  j)]a0i  [i°g  (*(*•.  r)L 

et  il  v  a  ici,  outre  la  courbe  analytique  invariante  p.(#,j')  =  o, 
une  infinité  d'autres  courbes  analytiques  invariantes,  représentées 
par  l'équation 

où  A  est  une  constante  arbitraire.  En  particulier,  quand  a  est 
égal  à  i,  toutes  ces  courbes  invariantes  ont  à  l'origine  des  tan- 
gentes distinctes. 

Toutes  ces  propositions  donnent  comme  cas  limites  des  pro- 
positions connues  relatives  aux  courbes  intégrales  d'une  équation 
différentielle  dans  le  domaine  d'un  point  singulier.  Il  suffit 
d'employer  la  méthode  que  j'ai  indiquée  antérieurement  pour  le 
cas  (A')  (').  En  particulier  le  dernier  cas  que  nous  venons  de 
signaler,  où  les  courbes  invariantes  ont  à  l'origine  des  tangentes 
distinctes,  donne  à  la  limite  le  cas  d'un  point  dicritique  pour 
L'équation  différentielle  ('-). 

19.  Séries  de  Taylor  à  coefficients  récurrents.  —  J'ai  utilisé 
les  formes  réduites  des  transformations  ponctuelles  dans  l'étude 
des  séries  de  Taylor  dont  un  coefficient  est  lié  à  un  certain 
nombre  de  coefficients  précédents  par  une  relation  de  récurrence. 


(')  Sur  les  équations  fonctionnelles,  Chap.  III,  n°  28. 

(J)   Voir  par  exemple  :  l'article  de  M.  Painlevé  sur  les  équations  différentielles 
dans  l'Encyclopédie  des  Sciences  mathématiques,  t.  Il,  vol.   i,  n"  2$. 
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Soit  la  série 


U\X  ■+-  u2x'2 


U„  X'1  ■ 


Le  cas  où  l'on  a  ua+i  =/(««), /étant  une  fonction  holomorphe 
donnée,  a  été  étudié  par  M.  Fatou  (').  J'ai  étudié  le  cas  où  u,l+p 
est  une  fonction  holomorphe  connue  de  u,l+p_^  un+p-2,  •  ■  •  ■> 
un+i,  u„.  Les  résultats  de  cette  étude  ont  été  donnés  sans 
démonstration  (2)  et  je  me  propose  de  les  développer  dans  un 
travail  spécial  consacré  aux  relations  de  récurrence  et  aux  séries 
de  Taylor  qui  s'y  rattachent. 

Je  voudrais  seulement  montrer  ici  comment  l'emploi  des  formes 
réduites  des  transformations  ponctuelles  permet  d'étudier  les  rela- 
tions de  récurrence 

"/i-t-2  =  f(  "n+li   un) 

dans  le  domaine  d'un  point  double,  c'est-à-dire  d'un  point  u  tel 
que 


En  posant 


u  =  /(«,  u). 

«/l-t-1  =   P«, 


on  a  un  système  é<juivalent  à  la  relation  de  récurrence. 
Soit/(p„,  «„)  =  Ac„-f-B«„+  .  .  .,  le  développement de/(i'„,  UR) 
dans  le  domaine  du  point  double  supposé  à  l'origine.  La  transfor- 
mation ponctuelle 

"i  ="  ^, 

ci  =  Ac-i-B«+... 

admet  pour  équation  caractéristique 

—  S        i 
A       B  —  S 


ou 


Sï—BS  —  A  =  o. 
Supposons  qu'on  soit  dans  l'un  des  cas  indiques  aux  n"s  1  et  2, 


(')  Fatou,  5m/-  une  classe  remarquable  de  séries  de  Taylor  (Annales  de 
l'École  Normale,    Y  série,  t.   WV'Il,   1910). 

C)  Sur  les  séries  de  Taylor  à  coefficients  récurrents  (Comptes  rendus, 
3o  mai  i;)io).  Je  complète  ces  résultats  dans  ma  Note  récente,  Sur  les  formes 
réduites  des  transformations  ponctuelles  (  Comptes  rendus,  5  juin  191 1  ). 
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par  exemple  dans  le  cas  (A).  On  peul  alors  trouver  deux  fonctions 
holomorphes  de  u  et  de  v 

U  =  X(it,  v), 
V=|x(«,  p), 

telles  que  la  transformation  précédente  prenne  la  forme  réduite 

U,=  S,U, 
V,=  SaV. 

Les  anciennes  variables  w,  v  s'expriment  par  des  fonctions  holo- 
morphes des  nouvelles  variables 

a  =  X_1(U,V), 

P  =  fx_1(U,V). 
On  en  déduit 

K„=X_i(Sf  U,  S'2'V)  =  X__,[S?X(Mo,  «0,  S'2V(«o,  Kt)], 

et  l'on  a  ainsi  une  sorte  d'expression  explicite  de  Un  en  fonction 
de  n,  dans  laquelle).,  X_,,  u.  désignent  des  fonctions  holomorphes 
connues  de  deux  variables.  C'est  l'emploi  d'une  pareille  expression 
pour  u„  qui  permet  d'étudier  facilement  la  série  de  Tajlor  pro- 
posée. On  voit  qu'une  pareille  expression  donne  la  solution  de 
l'équation  aux  différences 

un+i  =  j(un+ly  tin) 

sous  une  forme  qui  généralise  la  forme  connue  de  la  solution  dans 
le  cas  d'une  équation  linéaire  à  coefficients  constants.  Celte  forme 
est  valable  dans  le  domaine  du  point  double  u  considéré.  Mais  je 
ne  pousserai  pas  plus  loin  cette  étude  que  je  développerai  plus 
complètement  dans  un  travail  spécial. 


A0 

VA 


'b 
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CONDITIONS   SUFFISANTES   POUR   QU'UNE   FONCTION 
ADMETTE  UN  DÉVELOPPEMENT  ASYMPTOTIQUE; 

Par   M.   Walter-B.   Ford. 


Introduction. 
Dans  la  théorie  habituelle  des  séries  asymptotiques  on  écrit 

v   '  J        '  x         xn-  X'L 

lorsque 

■  ■  T  /•/  "\        ""  "  n  1 

(2)  li ni    x"  \  f(x )  —  a0 ■    -=—... =  o. 

x=+*     L  x      x  '"'J 

Dans  le  cas  où  la  variable  x  est  complexe  au  lieu  d'être  réelle  et 
positive,  mais  représente  un  point  dune  certaine  région  ï  qui 
s'étend  indéfiniment,  on  écrit  la  relation  (1)  pour  toutes  les  valeurs 
x  de  T  si  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x  la  relation  (2)  est  satisfaite, 
mais  alors  le  symbole  lim  x  =  +  00  est  remplacé  par  lim  \x\  =  -f-oo. 
Considérant  le  cas  plus  général  où  x  est  complexe  et  supposant 
f{x)  et  T  donnés,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu«î 
/(x)  soit  développable  sous  la  forme  (1)  est  qu'il  existe  une  suite 
illimitée  de  constantes  a0,  a,,  a2,  ••-,  fl/i,  •••  satisfaisant  aux  condi- 
tions suivantes  : 

lim    f(x  )  =  a0, 
!■*•!  =  « 

(3)  lim    x\  f(  x  )  —  a0]  =  a,, 


|X|  =  «  L'  ''  X  ''         J 

Et  en  effet  on  voit  immédiatement  (pic  m  les  constantes  a6fat, 
a2,  ...,  a/n  définies  par  (3),  existent,  (2)  existe  el  récipro- 
quement. 

Les  relations  Ç\)  tpulefois,  quoique  employées  comme  conditions 
suffisantes  pour  déterminer  s'il  existe  un  développemenl  de  la 
forme  (1),  sont  souvent  difficiles  à  appliquer  comme  il  arrive  dans 
xxxix.  24 
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les  cas  usuels  (par  exemple,  ceux  qu'on  rencontre  dans  la  discus- 
sion des  solutions  asymptoliques  d'une  équation  différentielle 
linéaire);  la  fonctionna?)  est  d'ordinaire  donnée  sous  une  forme 
peu  commode  pour  appliquer  les  limites  indiquées  (représen- 
tant a0,  af,  a.2,  . . .). 

Dans  cette  JNote  nous  essayerons  donc  de  fournir  un  critère  suf- 
fisant, et  qui  nous  le  croyons  s'applique  plus  largement.  Les  résul- 
tats >ont  résumés  dans  les  théorèmes  I  et  11  et  seront  suivis  d'un 
exemple  destiné  à  montrer  comment  les  mêmes  théorèmes  peuvent 
être  appliqués  dans  la  pratique. 

Théorème].  —  Soit  f(x)  une  fonction  de  la  variable  com- 
plexe x,  analytique  à  V intérieur  et  sur  la  frontière  dune 
région  T  du  plan  des  x  qui  s'étend  indéfiniment,  le  point  x  =  o 
toutefois  étant  exclu.  De  plus,  soit  y(x)=f(-\  et  soit  T'  la 
région  (ayant  le  point  x  =  o  sur  sa  frontière)  provenant  de  T 
par  la  transformation  x  =  — ;• 

Si  alors,  pour  des  valeurs  de  x  dans  T',  les  limites  suivantes 

lim  <p(a?),     lim  <f'(x),     ...,     \im  yM(x), 
.>■  =  ()'  .1=0  a-  =  o 

existent  et  sont  représentées  respectivement  par 
9(0),     ep'(o),     ...,     ©"(o) 

{ces  valeurs  étant  supposées  indépendantes  de  la  façon  dont  x 
s'approche  de  o  dans  T')  nous  pourrons  écrire  pour  les  valeurs 
de  x  dans  T 

J(x)  ~  a0-\ 


X1  X'1 


ou 


?(A,(o) 
a*=  "il —  (Ar  =  o,  1,2,  3, n). 


Lim  mi  I.  —  Soitcp(.r)  une  fonction  de  la  variable  complexes 
analytique  à  l'intérieur  el  sur  la  frontière  d'une  certaine  région  T' 
du  plan  des  a?,  excepté  toutefois  pour  le  point  x  =  o  situé  sur  cette 
frontière,  <f  (x)  ayant  en  ce  point  un  caractère  quelconque.  Alors 
si,  pour  i\<>  valeurs  x  de  la  région  T',  les  n  -+-  2  limites  suivantes 

lim<p(ar),     lim  o'(.r),     lim  v"(.r),      ...,     lim  <p(«+»>(  x  1, 

■       0  .1=0  1       0  '  j=0 
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existent  et  sont  représentées  par 

<j>(0).       ?'(<>),       cp"(0),        ...,       <pi»+l>(o) 

(ces  valeurs  étant  supposées  indépendantes  de  la  direction  suivant 
laquelle  x  sapproche  de  o  dans  T')}  nous  pourrons  écrire  pour  les 
valeurs  de  x  situées  dans  T' 

cp(;r)  =  a0-h  «j  x  -\-  a->x2-h  .  . . -t-  an-iXH-1  -+-  [an-+-  rn  ( x )] X*1  ; 
lim  rn(x)  =  o, 

X—d 

les  coefficients  a0,  «,,  «2,  ...,a„  étant  déterminés  par  les  formules 

■W'»(o) 
a/,  =  — t-: —  (A:  =  o,  1,2,  ....  « ). 

A:' 

En  effet,  étant  données  les  hypothèses  précédentes,  nous  pou- 
vons écrire  pour  toute  valeurs  dans  T' 

(4)  <p(a?)  =  <p(a:i)-H<p'(;Pi)(a7  —  #i)-h  - — —(x  —  a?,)2-i-. . . 

n  !  ni    J  ' 

où  x,  représente  une  valeur  déterminée  de  x  prise  dans  T'  aussi 
voisine  de  zéro  que  l'on  veut  et  où  (au  moins  si  x  et  xK  sont  pris 
tous  deux  suffisamment  voisins  de  zéro)  l'intégration  doit  être  faite 
le  long  de  la  ligne  droite  qui  joint  le  point  x  =  xt  au  point  x  =  o. 
L'existence  de  (4)  peut  être  réellement  vérifiée  en  effectuant 
n  fois  de  suite  une  intégration  par  parties  sur  le  dernier  terme  du 
second  membre  ('). 

Supposons  maintenant  que  dans  (4)  0C\  s'approche  de  la  limite 
zéro,  en  ne  prenant  que  des  valeurs  situées  dans  T'  (x  ayant  une 
valeur  déterminée)  et  introduisons  en  même  temps  nos  hypothèses 
concernant  l'existence  et  le  sens  de  'f(o),  'f'(o),  f"(o),  ...,  'f"(o); 
nous  obtenons 

Op  i  X  )  =  ç(o)    h  f  (o)  X  -H    '  /   ,      X9-  -+-  T         ' — ;— — — -  ,r". 


ou 


(d)  rn(x)=  j    rL-Ay^n+i)(t)dt. 


(')  Goursat,  Cours  d'Analyse,  t.  I.  1902,  §  86. 
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Pour  achever  de  démontrer  le  lemme,  il  ne  nous  reste  plus  qu'à 
démontrer  que  r„  (x)  étanl  défini  j»;< r  (5)  nous  aurons  lira  rn(x)  =  o 
à  la  condition  que  a? demeure  dans  T'. 

Mais  pour  loules  les  valeurs  de  t  situées  sur  la  ligne  d'intégra- 
tion de  (5)  nous  avons 


De  plus,  il  résulte  de  nos  hypothèses  que  nous  pouvons  trouver 
une  valeur  positive  constante  M  indépendante  de  x  telle  que  pour 
toute  valeur  de  x  dans  T'  nous  avons 

|?"*-i>(.r)|<  M. 
D'où,  en  posant  \x\  ==  P,  nous  avons   pour  la  valeur  donnée  de  x, 


>•«(■*•)  I 


\  (    dp  =  M  p 
«/o 


ce  qui  rend  évident  le  résultat  demandé. 

Le  théorème  I  découle  comme  une  conséquence  immédiate  du 
lemme  en  soumettant  la  fonction  et  la  région  mentionnées  dans  le 

théorème  à  la  transformation  x  =  —,  • 

x 

Si,  au  lieu  d'une  fonction /(#)  définie  à  l'intérieur  d'une  région 

complexe  T,  on   considère  une  fonction  d'une  variable  réelle  x  à 

l'intérieur  d'un   intervalle  infini  («,  -|-  oo),  nous  obtenons  de  la 

même  manière  le  lemme  suivant  et  le  théorème  correspondant  : 

Lemme  IL  —  Soit  o(x)  une  fonction  de  la  variable  réelle  x  qui  est 
continue  en  même  temps  que  ses  n  ■+•  i  premières  dérivées  à  l'inté- 
rieur de  l'intervalle  (o,  b),  l'extrémité  de  l'intervalle,  x  =  o,  étant 
exceptée.  Si  les  limites  jp(  -ho),  <p'(-h  o),  <f"(-f-  o),  ...,  cp"+l  (-f-o) 
existent,  on  peut  écrire  pour  toute  valeur  de  x  de  l'intervalle 

aa  i- </,/■   ■   a%xi      ...      an   !•'•"   l-4-  [««-+- *»(*.)]*" 

iim    /■„  (.ri  =  O, 


les  coefficients  a0,  a«,  o2 ««  étant  déterminés  par  les  équations 

»*(    i     o) 


<n  = 


k 


(A 


O,   1,2,  J, 


.,*). 
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Théorème  II  (').  —  Soit  f  (x)  une  fonction  de  la  variable 
réelle  x,  gui,  en  même  temps  que  ses  dérivées  de  tous  ordres, 
est  continue  dans  l'intervalle  infini  [a,  +co),  et  posons 
®(x)  =f(-  )■  Si  les  limites  suivantes  existent 

cp(-t-o),      cp'(-t-o).       ...,      <p("'(-!-o),      .... 

on  peut  écrire  pour  les  valeurs  de  x  de  f  intervalle  (a,  -4-  oc) 
/(a?)~  a0H 1 r  ■+-... H +••  ■ 

J  XX2  X" 

OÙ 

<p<«(-t-o) 
«*=- T-j (A"  =  O,   I,  2,   .  .  .). 

3.  Application.  —  On  se  rendra  bien  compte,  par  un  exemple, 
de  la  valeur  pratique  des  théorèmes  1  et  II. 

Reprenons  la  discussion  qu'on  rencontre  dans  le  Traité  d'Ana- 
lyse de.  M.  Picard  (t.  NI,  1896,  p.  372-879),  où,  suivant  la  mé- 
thode de  M.  Poincaré,  l'auteur  considère  l'existence  des  solutions 
asymptotiques  de  l'équation  différentielle 

P0yM+  pi7(W-d  +  .  .  >+  \>m   ,y+  pinjr  _  0) 

les  coefficients  P0,  P,,  P.,,  ...,  P„,  étant  des  polynômes  de  degré  p 
en  x. 

Tenons-nous-en  au  cas  où  p  =  1  et  adoptons  la  notation  de  l'au- 
teur ;  nous  avons  alors  à  considérer  la  solution  (loc.  cit.,  p.  370) 


Ji 


/  s*.  (  s  —  a,  )>■> .  .  .  (  z  —  a„,  )W«*  dz. 


)M  n'étant  pas  un  entier  positif.  La  ligne  d'intégration  est  celle 
indiquée  par  l'auteur  (fig.  24)-  Dans  le  texte,  après  une  étude 
détaillée  de  cette  fonction  jy, ,  il  est  montré  que  x^+lyt  est  suscep- 
tible d'un  développement  asvmptolique  de  la  forme  (1)  lorsque  x 
est  positif  et  grand.  Pour  nous  assurer  de  la  vérité  de  ce  résultat 
au  moyen  du  théorème  II,  il  suffit  d'adopter  la  marche  suivante  : 
Nous  avons /( x )  =  xl>+[yt  de  telle  sorte  que 


(6) 


•E    *         %J 


(')  Les  résultats  de  ce  théorème  ont  déjà  été  énoncés  implicitement  par  M   Van 
Vleck  (Boston  Colloquium  Lectures,  iyo5,  p.  79). 
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Posons  c  =  xy.  Il  vient 


(6) 


<?(x)  =   /  y\(yX  —  %ty*...(yx  —  amfaey dy, 


où,  au  moins  si  x  <  i ,  la  ligne  d'intégration  peut  être  la  même  (jiie 
précédemment. 

L'examen  de  (G)  nous  montre  d'abord  que  celte  intégrale  con- 
verge uniformément  pour  toutes  les  valeurs  de  x  prises  dans  un 
intervalle  du  type  (o,  6),  b  étant  fini  et  supposé  ici  <  i  et  que  la 
même  propriété  appartient  à  l'intégrale  résultant  de  la  différenlia- 
tion  sous  le  signe  de  l'intégrale  (6)  par  rapport  à  x. 

Nous  en  déduirons  qu'on  obtient  la  dérivée  f'(x)  (o  <  x  <C  b) 
en  différentiant  (6;  sous  le  signe  somme. 

D'une  manière  générale,  il  apparaît  que  a  "  (x)  peut  être  obtenue 
en  différentiant.  (6)  n  fois  de  suite  sous  le  signe  somme.  De 
plus,  comme  les  intégrales  ainsi  obtenues  représentant  's(x), 
?'(#),  •  •  -,  o{n)(x),  (o  <  x  <  b)  sont  toutes  uniformément  con- 
vergentes, comme  nous  l'avons  fait  remarquer,  les  limites  cp(-+ro), 
cp'(-)-o),  ...,cfH(-ho)  s'obtiendront  en  passant  à  la  limite  X  =  o 
sous  le  signe  d'intégration. 

On  voit  donc  que  les  limites  en  question  existent,  et  «pie  le 
théorème  II  nous  permet  alors  (rétablir  les  résultais  désirés. 


SUR  LES  SYSTÈMES  EN  INVOLUTION  D'ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PAR- 
TIELLES DU  SECOND  ORDRE  A  UNE  FONCTION  INCONNUE  DE  TROIS 
VARIABLES  INDÉPENDANTES; 

PàB     M.     E.     C/UITAN. 

Introduction. 

Le  présent  Mémoire  a  pour  but  de  donner  un  aperçu  d'ensemble 
sur  une  catégorie  assez  étendue  de  systèmes  différentiels  à  trois 
variables  indépendantes.  Comme  loui  système  différentiel  compa- 
tible) peut  se  ramener  ;'i  un  système  eu  involutiou,  j'ai  borné  mon 
étude  aux  systèmes  différentiels  en  involution,  et,  parmi  ceux-là. 
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à  ceux  qui  sont  constitués  par  une  ou  plusieurs  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  à  une  (onction  inconnue.  Ce 
n'est  pas  que  la  classification  des  systèmes  différentiels  suivant  le 
nombre  des  fonctions  inconnues  et  l'ordre  des  dérivées  partielles 
qui  y  figurent  soit  la  plus  logique,  loin  de  là;  mais  les  résultais 
auxquels  on  est  conduit  dans  l'étude  des  systèmes  que  j'ai  choisis 
présentent  assez  d'intérêt  par  eux-mêmes  et  assez  de  variété,  pour 
donner  une  idée  des  particularités  qui  peuvent  se  présenter  dans 
le  cas  le  plus  général  d'un  système  différentiel  en  involution  à 
trois  variables  indépendantes. 

Je  me  suis  surtout  préoccupé,  une  fois  obtenue  la  classification 
des  systèmes  en  involution,  considérés  d'après  ce  qu'on  pourrait 
appeler  leurs  formules  de  structure,  de  déterminer  leurs  caracté- 
ristiques (au  sens  de  Monge).  Ces  caractéristiques,  qui  peuvent  être 
à  une  ou  deux  dimensions,  existent  dans  tous  les  systèmes  consi- 
dérés, sauf  dans  ceux  qui  sont  constitués  par  une  seule  équation 

¥{xi,z,pi,pik)  =  o, 

le  déterminant 

dF 


àpik 
n'étant  pas  nul . 

Dans  tous  les  autres  cas,  les  caractéristiques  sont  indiquées,  et 
mention  est  faite  de  l'usage  éventuel  qui  peut  en  être  fait  pour  la 
réduction  de  l'intégration  par  la  méthode  de  Monge;  il  est  presque 
inutile  d'ajouter,  bien  que  je  n'en  fasse  mention  que  dans  un 
cas  (49-55),  que  la  méthode  de  M.  Darboux  s'applique  comme 
dans  le  ras  de  deux  variables  indépendantes. 

Parmi  les  résultats  les  plus  saillants,  je  signale  les  deux  sui- 
vants : 

i°  Tout  système  en  involution  de  deux  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre  s'intègre  par  des  équations 
différentielles  ordinaires  ;  c'est  un  théorème  qui  se  généralise 
d'ailleurs  pour  un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes. 

>  '  Les  systèmes  en  involution  de  plus  de  deux  équations  dont 
Vintégrale  générale  ne  dépend  que  de  r fonctions  arbitraires 
d'un  argument,  admettent  r  familles  de  caractéristiques 
à  deux  dimensions,  quelques-unes  de   ces  r  familles  pouvant 
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être  doubles  ou  multiples.  Ce  théorème  s'étend  aussi  aux  sys- 
tèmes différentiels  quelconques  en  involution,  à  un  nombre  quel- 
conque //  de  variables  indépendantes,  pourvu  que  l'intégrale  géné- 
rale ne  dépende  que  de  fonctions  arbitraires  d'un  argument  :  dans 
ce  cas  général,  les  caractéristiques  sont  à  n  —  i   dimensions. 

Les  cas  où  les  caractéristiques  dépendent  seulement  de  con- 
stantes arbitraires  sont  étudiés  spécialement. 

Je  signalerai,  en  particulier  (IV),  certains  systèmes  en  involution 
de  trois  équations,  lorsque  les  Irois  familles  de  caractéristique-*  à 
deux  dimensions  sont  confondues  et  lorsque  la  famille  unique 
dépend  seulement  des  constantes  arbitraires,  dont  le  nombre  est 
-  ou  8.  L'étude  de  ces  systèmes  présente  des  particularités 
intéressantes;  elle  est  liée,  au  moins  en  ce  qui  concerne  le  cas 
où  les  caractéristiques  dépendent  de  8  paramètres,  à  la  théorie  des 
équations  de  Monge  dans  L'espace  à  cinq  dimensions.  Elle  touche 
aussi  à  la  théorie  générale  de  l'équivalence  des  systèmes  différen- 
tiels (42-55). 

On  peut  d'ailleurs,  lorsque  les  caractéristiques  dépendent  seu- 
lement de  constantes  arbitraires,  appliquer  à  la  recherche  de  ces 
caractéristiques  la  méthode  générale  d'intégration  que  j'ai  déve- 
loppée ailleurs  ^  '  i,  pour  les  systèmes  en  involution  (le  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables 
indépendantes. 

Les  principaux  résultats  de  ce  Mémoire  ont  lait  l'objet  d'une 
Communication  à  la  Société'  mathématique  de  France,  dans  sa 
séance  du  28  juin  191 1 . 

I.    — ■     Cii  \  1  ■  il  \  1  1  11.  s .     I  )i   1  1  1;  mi  \  \  rn>\     DES    SYSTÈMES    I  n     iwo- 
1  1    1  m  in      D'ÉQUATIOHS      \i  \      DÉRIVÉES     PARTIELLES     ni      SECOND 

OU  ni:  1:. 

I.  Considérons  une  fonction  inconnue  z  de  trois  variables 
indépendantes  X\ ,  1  ..  <;.  L'intégration  d'un  système  quelconque 
d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  en   :  revient  à 


1  uènxes  de    Pfaff  à  cinq  variables  et  les  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  0  Innales   </<   l'École  Normale,  3*  série,  1     \\\ll. 

n,i.i,  p 
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l'intégration  du  système  d'équations  aux  différentielles  totales 

/  ra  sr/s  — p{    dxy  —  />o   dxt  —  p,i   dx:i=o, 

i  rai  =  dp\  —  pw  dx\  — />i5  dx-2 —  Pi3  dx3  =  o, 

]  tu2  s=  dpi  —  /?2i  dXB\  —  p2*  dx,  —  P13  dx3  —  o. 

\  tu3=  dp3 —  p3i  dxi  —p32  dxt  —  p33  dx3  —  o, 

où  x{,  x2,  x*  sont  les  variables  indépendantes,  et  où  z,p{, p2,  pz, 
pik  =  pjfi  sont  les  variables  dépendantes  supposées  liées  entre  elles 
et  aux  variables  indépendantes  par  une  ou  plusieurs  relations. 

Les  covarianls  bilinéaires  des  cpiatre  équations  (i)  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme 

TU      =  (x>  i  C7  j     -t-OioCÎ2    ""(""  W3T03. 

{S*  =  O)  i  TU]  i  -t-  U>2  CTjo  -+-  UJ3  TU  1  3  , 

TU.,  =  (0]  TU>|  -+-  (Oo  TU22  "+"  w3  "js, 

TZT.j  =  OJ)  TU,j[  -I-  0)2^32  ~+~  WS  "331 

où  l'on  a  posé 

is>i=  dx,-,         TSi/c=  rsia=  dp  a- 

D'une  manière  plus  générale,  les  p^  étant  regardés  pour  le 
moment  comme  des  quantités  indépendantes  entre  elles  et  indé- 
pendantes des  Xi,  z  et  />/,  on  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
choisir  des  expressions  de  Pfaff,  tu,  tu,-,  tu,-,  gj,a  =  tb^-,  de  façon  : 

iu  (v)ue  le  système 

TU  =  T^  =  TU2  =  TU  3  =  O  • 

soit  algébriquement  équivalent  au  système  (1)  ; 
a"  Oue  l'on  ait 

j   tu'=u>|TU]   •+-jWgTDs  4-  u>g«3  (modTu), 

|  tb',  ^  wj  mu -(- wi?3|2-H  W3ÎÎT13         (moclnr,  rarj,  TIJ2,  TD:i), 

5*2  =  0)ICJ21  "+~  W2IU22-+-  ^3^23  (mOCiTU,  GJ,  ,   T7J2,  TÎT3  )  , 

^'3  —  10|T33,  -+-  0)2^32")-  W3TU33  (motl  TU,   TUi,  TU2,  TU3  )  . 

Il  suffit,  pour  cela,  de  poser  d'abord 

TU    =  «TU, 

tuj  =  a n  tuj  -+-  CI12TU2  -I-  a,  ,T7j;i  :-  a  i  tu, 
tu2  —  c<21  tuj  -+-  a2îTU2-4-  «23133  -+-  a2Tu, 
®3  =  ^3i^i  +  #3î c» -(-  al3 tu3  -f-  a3 tu, 


où  le-  -    ol  i>  fonction?  arbitraires  de?  variable* cor.- 

-ni  différent  de  xéro.   ainsi  que  le  déterminant  de  - 

-    =>  des  combinai?   u>  linc*  e?s(etde«. 

nues  linéaires  de  »/  telle?  que.  abstraction  faite  des  termes 
en  w,  la  forme  u,  s,  -  w,  ¥.  -        -  uils  sont   des 

produits  algébriques  ordinair-  ne  égale  à  la  forme 

_ 

-  a  t  aux  --  ombinaisons  lîneaii  •  s,  et 
de  «f  'arbitraires  par  rapport  aux  w, ;  t  ~  ni  de»  forme* 
linéaires  -  -  raction  -aB,rta. 
la  I  me 

Ici  eanc  égale  î    i  (orme 

-  —  -  --  -  —     -  —  .  - 

• 

Pour  toute   solution  do    système     i),  les  express  de  PfafT 

^-rindépendé  n?  w.  w,  sonl 

9ns  -Gif.  sont    des   combinaisons    linéaire? 

-,  |>artiell' 

second  ordre  à  la  fonction  inconnue  s  de  x  ■      -  pres- 

-  -  -  enliquement  entre  elles  par  un  cer- 
tain nombre  de  relations  1  >o  tient  compte  des  rela- 
tions qui  existent  entre 

courra  profiter  de  V indétermination  q  -   dans  te 

choiu  ions  w„,    -     -     u  pour  relations 

.  res  aux  formes  Us  plus  simple*  ; 
Do:  périmerons  le?   traits  horizontaux  sur  ces 

rjs  de  PfafT.  sans  qu'il  pu i-  r  là  une  cause  d  équi- 

voque. 

appelons  brièvement  b  défiaitiox  :  ropriétés   essen- 

-  terne 


i  Voir  E  l*  ttrwrtiur  des  rrompri 

lAmmmln  a-  *9rwmU. 
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différentiel  qn'oo  peut  supposer  ramené  à  un  système  d<-  Pfafl  de 
r  équations 

81  =  6j  =  ...=:  6r  - 

n  —  />   variables,    doni   n   indépendantes   el    ■''—/■    dépen- 
dant 

■e  les  B,  n  — /»  autres  expressions  de  Pfafl", 
t.», tùmi  co,,_, <<*«+/>•  indépendantes  outre  elle<  el  indé- 
pendantes <le  o.  el  soienl 

^        c .-,  u.  Wg  mod 

variants  bilinéaires  des  'j    Dans  l'es  r-f-  n  —  /<  dimen- 

sions, un  élément  lin-  \  st-à-dire  l'ensemble  d'un  point 

et  d'une  droite  passani  parce  point,  peut  être  défini  par  les  coor- 
données <lu  point  el  les  rapports  mutuels  «If-  fj  el  d<  -  w,  quand  on 
se  déplace  sur  la  droite;  I  élément  linéaire  esl  dit  int  _  -  les  (i, 
sont  tous  nuls.  Lu  élément  plan  à  h  dimensions  E*,  c'est-à-dire 
m  point  et  d'une  multiplicité  plane  à  h  dimensions 

qI  par  ce  point,  peut  être  défini  par  //  éléments  linéaires  qui  y 
sont    contenus;  l'élémcnl    I..  est  dit  intégral  >i  chacun  d< 
éléments  linéaires  est  intégral  el  si.  de   plus,   deux  quelconques 
d'entre  eux    <  >.    el      >   I  sonl   en  involution,        -        lire   satisfont 
aux  /•  relations 

^  —i.i /   . 

Le  système  de  Pfafl  considéré  est  dil  en  involution   >i.  par  un 
élémenl  linéaire  intégral  arbitraire  E,,  il  passe  au  moins  un  «dé- 
ment intég       !        -i.  par  un  élémenl  intégral  Ea  arbitraire,  il 
au  moins  un  élémenl  intégral  I.  .  etc. ;  si,  par  un  élément  inl 
E„_,  arbitraire,  il  passe  au  moins  un  (dément  intégral  E      I  • 
d'indétermination  des   intég        -  système  en  involution    se 
déduil  d'une  manière  très  simple  des   !   _     s  d'indél  rmination  des 
éléments  intégraux  I    _,.  «pu  passent  par  un  élémenl  intégral  arbi- 
traire E     i  =  i,  a n  —  i  . 

En  particulier,  -  ip|  =  I  :  sui  me  non-  ne  çon-. 
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sidérions  que  les  intégrales  pour  lesquelles  (o,,  io2,  co3  restent 
linéairement  indépendantes,  et  écrivons  nj,  au  lieu  de  to3+,  ;  sup- 
posons enfin  que  nous  avons 

i ,  2,  i     1 p 

8',-  =  2,      /,  Opa/Wpraç         i  modo, Br;i  =  i,a r). 

p  -7 

On  peut  reconnaître  de  la  manière  suivante  si  un  tel  système  est 

en  iuvolulion.  En  désignant  par//,,//.,,  //:)  ;  a  j ,  //.,.  //.,  ;  w",  ",,  it"A 
neuf  indéterminées,  on  Ion  ne  la  matrice  à  />  colonnes  et  à  3/*  lignes 

«111  "l  -i-a211M2  -+-«311  «3,  «121  "l  -+-«221  "2  -+"«321  «3,  ••••  «  1  p  I  »  1  ■+"  «2pl  «2  +  «J/.U  "3 

«112  "|-+-«212«2  -+-«3I2«3>  «1M  "l  +  «282  «S  "H  <*3M  "Si  •■••  «  l/>2  «1  "+"  «2p2  «2  -r"  «3/>2  «3 


«ll/«l-+-«2lr"2-l-\«3lr«3,  «12/«l  "+-«22/  -«2  ~    «32'«3i  •••!  «  IjPJ  «1  "+-  aipr  «2  —  «3/>r  «3 

am  u', -h «2n  K'g-+-asi,  u'3,       </,..,  //',  -t-a2«  »2-r-«32i  »'3.       •  •  -,       «w>i  «'i  —  «>/n  "■>—  «3/)i"3 

«I12"'l  +  «2I2  «2  -H  «  3 1  2  M.'3.  «,,, //,r  T, ,,,//,         <<i>>ll.s.  ...,  a,,,,»,  -+-aÎA)2«2-+-  «3/vj  M3 


allrtt)  +  aj1,.«.2+a3i,.M3,        «1;,» ,  -+-'/ w,  t/,-u  a8Sf.u3,        .  .  . ,        a,,,,  «  ,  —  «2,</"2-+-  «3/»«3 

On  désigne  par  s,  <  3  le  rang  de  la  matrice  formée  par  les  r  pre- 
mières lignes,  par  s,  -+-  S2  =  '■*  s\  '*'  rang  de  la  matrice  formée  parles 
'/premières  lignes,  par  s,  -+-  s-,  -+-  s3  <  a1,  -+-  '.> :s.2  le  rang  de  la 
matrice  formée  par  toutes  les  lignes.  On  cherche  ensuite  de  com- 
bien de  paramètres  dépend  l'élément  intégral  E3,  le  plus  général, 
passant  par  un  point  arbitraire  de  l'espace;  ce  nombre  de  para- 
mètres est  au  plus  égal  à  3 p — 25, — s2.  Pour  que  le  système 
soit  en  involution,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  exactement  égal 
à  ce  nombre  limite  3 p  —  25,  —  s-,. 

L'élément  intégral  E3  le  plus  général  s'obtient  d'ailleurs  en 
posant 

CJp  =  apl  OJ,  -t-  <Xp2  U>2  -+-  3tp3  co3  (p  =  I,  a,   ...,/>), 

les  coefficients  ap(  étant  assujettis  à  satisfaire  aux  3  /•  Délations 

'    P 

V  («p*/a*a  -  <hrkr*kp)  s«        (  /  =  1,  > r;  p,  «r  =  1,  a,  3). 

A  =  l 

Le  système  de  Pfaff  est  en  involution   si   le  rang   de  ce  système 

d'équations  linéaires  est 

2St  -t-  s2. 
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L'intégrale  générale  dépend  alors  de  p —  .s,  — s2  fonctions  arbi- 
traires de  trois  arguments,  s2  fonctions  arbitraires  de  deux  argu- 
ments et  S|  fonctions  arbitraires  d'un  argument. 

Le  nombre  Sj  peut  être  regardé  comme  le  nombre  des  formes 
indépendantes  (en  jtj,  ,  .  . .,  ttsp)  : 

de;         de;         de; 

Uy- h«!-T HM3- (l  =  I,  2,    .  .  .,  r) , 

OCOi  Cltl)2  0U>3 

le  nombre  s2  comme   le   nombre  des  formes  indépendantes  entre 
elles  et  indépendantes  des  précédentes  : 

,  de;       ,  de;       ,  de; 

u.- htt hu,-: —  (i  —  1,1,  .  .  .,r). 

1  dwi  2  dto,  *  dto3 

3.  Appliquons  d'abord  ce  qui  précède  au  système  (i),  où  xi,  s, 
fi,  Pik  "e  sont  supposés  liés  par  aucune  relation.  Un  tel  système 
est  en  involution. 

En  effet,  une  substitution  linéaire  effectuée  sur  les  eu,-  permet 
toujours  de  faire  en  sorte  que  l'on  ait 


U  |    =    I  , 

u2  =  o, 

"3   =  O, 

«|  =  o, 

«2  =    [ , 

«3  =  O, 

u\  =  o, 

u\  =  o, 

«3=  i  ; 

on  en  déduit  immédiatement 

S]  =  3,              ^2=2,  53=[,  p  =  6, 

3/>  25|  S2  =   'O. 

Or,  l'élément  intégral  le  plus  général  est  fourni  par  les  équa- 
tions 

tSik  =  ««ai  w,  +  a/A-o  co2  -+-  a,7,3  co3         (»,  k  =  i,  2,  3), 

où  l'on  peut  permuter  d'une  manière  quelconque  les  indices  de 
oLij/t  ;  il  dépend  donc  exactement  de  io  constantes  arbitraires. 

Comme/?  —  \,— ,v2=i,  l'intégrale  générale  dépend  d'une 
(onction  arbitraire  de  trois  arguments,  ce  qui  est  évident,  puisque 
z  est  une  fonction  arbitraire  de  xf,  x2,  x:i. 

•4.  Passons  maintenant  au  cas  'Y une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre. 
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Remarquons  d'abord,  el  cette  remarque  nous  servira  dans  Ja 
suite,  que  les  formules  (2)  ne  cessent  pas  d'être  valables  si  Ton 
remplace  rn^  par 

W/A  ■+"  *ik\  ">  I  +  y-iAi  W2  -+-  %tk  a  W;3  -I-  [3,7,1  C3|  +  Pijfcj  cj2  -H  pj7>-3  ra3  -+-  PiA  ro, 

où  les  (3/rtp  et  les  ^vt  sont  arbitraires  et  où  les  a^  sont  assujettis 
aux  conditions 

Cela  étant,  une  relation  entre  les  variables  r,,  ;./>,. />,/,  établira 
une  relation  linéaire  entre  les  m,*,  oj/,  gj,  et  ro,  relation  qui,  d'après 
ce  qui  précède,  pourra  toujours  être  réduite  à  la  forme 

(3)  2_,  A /A  rsik  -+- ^  B, a),-  =  o . 

Si  l'on  ellectue  sur  tn,,  tïj2,  ro3  une  substitution  linéaire,  les 
coefficients  A;*  de  la  relation  précédente  subissent  aussi  une  sub- 
stitution linéaire,  i  1  de  telle  manière  que  l'équation  algébrique 

^Aja-bj/bïa-  =  o 

reste  invariante.  H  résulte  de  là  et  de  la  théorie  des  formes  qua- 
dratiques que  la  relation  (3)  peut  supposer  être  ramené)  à  l'une  des 
trois  formes 

tts|  |  -+-  njgj-f-  tn3:j  -+-  >  B,to,  =  o, 

ml2  ■+"  ^  Bi'COi  =  O, 

ron  -+-  2^  B/u),-=  o. 

On  peut  enfin  disposer  des  quantités  a/y*  de  manière  à  réduire  à 
zéro  les  coefficients  B/. 

Un  a  donc  le  résultat  suivant  : 

Toute  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  éta- 
liht  cuire  les  expressions  ta,  m/,  o,,,  Oft  une  relation  r/n'on  peut 
ramener  à  V  une  /les  trois  formes 

a)  ran  -I-  ra22  4-  nj33  =  o, 

b)  nj|î=  o, 

c)  V|i=  o. 


U\  =  o, 

a2  =  o 

u\  =  I, 

a'2  =  i 

on  voit  que  l'on  a 

Sx  =  3, 

s,  =  2  ; 

p  =  5, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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On  peut  démontrer  enfin  facilement  que  dans  chacun  de  ces  cas 
le  système  de  Pfafï  (i)  est  en  involution.  On  voit  d'abord,  en 
effet,  que  les  io  constantes  a/y*,  qui  définissent  l'élément  intégral 
E3  le  plus  général  (qui  passe  par  un  point  donné),  sont  liées  par 
trois  relations  indépendantes,  à  savoir 

a)  *iii-t-«iîa-+-aiS3  =  «iis-H  222-2  +  3233=  «113+  a2M-+-  a333  =  o, 

b)  a112=  am=a123=o, 

C)  «111=  «US  =«118=  o. 

L'élément  E3  dépend  donc  de  7  constantes  arbitraires. 
D'autre  part,  en  faisant 

M3   =  l, 


3/?  25] 


o.  Nous  nous  bornerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  à  la  détermina- 
tion des  systèmes  en  involution  de  plusieurs  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre.  Nous  ferons  à  cet  égard  deux 
remarques  générales. 

Si  un  tel  système  introduit  entre  les  ra/*,  10/,  ra/,  m  un  certain 
nombre  de  relations  linéaires  indépendantes,  on  peut  d'abord 
supposer  ces  relations  de  la  forme 

^Amp/jfc-i- 7,A<u>/=  o, 

7 1  Btjtmtk  -+-^.  B*  w<  =  °i 

N  L,/,^//,:  -t- N  Lj-w,'  =  o. 

Or,  le  système  étant  en  involution,  il  existe  des  éléments  inté- 
graux E3  ;  un  d'entre  eux,  pris  d'ailleurs  au  hasard,  sera  défini  par 
les  équations 

P  =  3 

ro,A  =  ^a/*pwp        (i,k  =  i,  2,3); 
P=i 
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autrement  dit,  on  aura 


1,3,3 

^  B</.- «/ap  -t-  Bp  =  o  (p  =  1 ,  2,  3 ). 


2_, L'/'  "**p  ■+"  Lp  —  ° 

t.* 


11  résulte  de  là  qu'en  remplaçant,  ce  qui  est  permis, 

mik         p  a  r  rsik  -+■  a,/, ,  io ,  -i-  a, /l2  a>2  -+-  a ,/,  3  w  3 , 

les  coefficients  A;,  B,-,  .  . .,  L,  disparaissent.  On  peut  donc  se  bor- 
ner au  cas  où  les  relations  entre  lesm^^  to/,  ro,-,  tît  ne  contiennent 
que  les  m,/f. 

La  seconde  remarque  est  la  suivante  :  Si  l'on  a  un  système  en 
involution  de  //.  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre, 
il  existe  h  relations  linéaires  indépendantes  entre  les  rrr,/,  ;  on  a  par 

suite 

p  =  6  —  h  ; 

on  a,  d'autre  part, 

3/>  —  ?.  S]  —  Si-ip  —  3  =  9  —  2  A. 

L'élément  intégral  E3  le  plus  général  doit  donc  dépendre  au 
moins  de  <) —  2  A  constantes  arbitraires,  c'est-à-dire  qu'il  doit 
exister  entre  les  a/y*,  au  />/?/*.  10  —  (9  —  2  À)  =  2  À  +  1  relations 
indépendantes.  En  définitive,  si  le  système  en  involution  introduit 
les  h  relations  suivantes  entre  les  raz*  : 

2_, A'/. m'/.  =  "V  B/*w/*  =  . .  •  =^  L/a  w/*  =  o, 
il  faut  que  les  3  A  relations  suivantes,  entre  les  a,7/,, 

7^*a'*p=  z] H'/.a'/.p  =  •  •  •  ~  zl L**g<*p  =  °       (p  =  1, 2.  ;  ■ 
se  réduisent  à  a  A  H-  1  indépendantes  au  plus. 
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Cetle  dernière  remarque  peut  encore  s'exprimer  de  la  manière 
suivante  :  Si  l'on  désigne  par  vu  v2,  v3  trois  variables  quel- 
conques,par  F,,  F2,  ...,  Fa  les  h  formes  quadratiques 

les  3  h  formes  ternaires 

(,F,.     t--2F,.     i>3  F!  ;     fiF2,     ...,     t^F/* 

doivent  être  reliées  au  moins  par   h  —  i    relations    linéaires 
indépendantes  à  coefficients  constants. 

6.  La  détermination  des  systèmes  en  involution  de  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  résulte  immédiate- 
ment de  ce  qui  précède.  Il  correspondra  à  un  tel  système  deux 
formes  quadratiques  F,,  F2  de  trois  variables  i>f,  t'2,  p3,  et,  l'on 
devra  avoir  une  relation  linéaire  à  coefficients  constants  entre  les 
six  formes 

t>iF,,     v%$u     p3Fi;     fiF2,     e2F2,     o3F2. 

Autrement  dit  il  existera  deux  formes  linéaires  l{  et  l2  telles 
que  l'on  ait  identiquement 

/,F,4-/2F2  =  o. 

Ces  formes  linéaires  sont  nécessairement  indépendantes,  sans 
quoi  les  deux  relations  entre  les  ra/*  ne  seraient  pas  indépen- 
dantes. Comme  une  substitution  linéaire  effectuée  sur  les  njt- 
fournit  la  même  substitution  linéaire  sur  les  Vi,  on  peut  faire  en 

sorte  qu'on  ait 

c--,F,  — p,F2=  o, 

et  par  suite 

Ft  =  (^(AjCi-l-  A2v2-h  A3t>3),         F2=  v2(Ai  vi-f- A2v2-(-  A3i>3). 

On  peut  enfin  se  réduire  à  l'un  des  deux  cas 
a)  Fl  =  i>lvi,        F2=t>20î, 

6)  F,  =  t>î,  F,  =  ?,«>,. 

En  conclusion  tout  système  en  involution  de  deux  équations 
XXXII.  a5 
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aux  dérivées  partie  lies,    du   second  ordre  conduit  à   Vun  des 
deux  systèmes  de  relations  linéaires 


a) 
b) 


g*13  =  njî3=  o, 

TiT)  j  =  77T]  j  =  O. 


Réciproquement  chacun  de  ces  deux  cas  correspond  effecti- 
vement à  un  système  en  involution;  une  vérification  directe 
montre  en  efiet  qu'on  a 


52=  I, 


O/?  —   25|  —  S2  =  J 


d'autre  part  les  relations  entre  les  ot/y*  sont  au  nombre  de  5  et 
l'élément  intégral  E3  dépend  de  10  —  5  =  5  constantes  arbi- 
traires. 


7.  La  détermination  des  systèmes  en  involution  de  trois  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  conduit  à  la  consi- 
dération de  trois  formes  quadratiques  F,,  F2,  F3  telles  qu'on  ait 
deux  identités  distinctes  de  la  l'orme 

/,  F,—    ls¥a  +    /,F3  =  o. 
"h  P"i  -+-  '"î  F2  —  nti  F;j  =  o, 

où  /(,  L,  I3,  m,,  m2l  mt  désignent  six  formes  linéaires. 

Déterminons  la  constante  p  par  la  condition  que  les  trois  formes 
linéaires 

/|+p«|,  /2-+-,WH2,  /j+pTO| 

soient  dépendantes;  p  s'obtient  en  annulant  un  déterminant  du 
troisième  ordre  et  est  par  suite  donné  par  une  équation  du 
troisième  degré.  On  peut  toujours  supposer  que  cette  équation 
admet  la  racine  p  =  o,  et  aussi  par  suite  que  l'on  a 

J,  ==?,,        /2  =»'•>,        fj=o. 


m3  =  a'i>i-hb'vt-\-c'Vf. 


c? 
c'a 


Soit 

alors 

m,  =  aVf-hbi-i-hcvj,         m 

î  =  a 

Vi+b'vr+c'vt, 

'»: 

L  équation  en  p  esl 

i  +  ap          h  p 

CP 

i  +  ap 

b? 

a'  p         1  -4-  b'  p 

r'p 

=  ? 

"'? 

i-hb' 

a'  v          b'p 

r"  p 

a" 

b* 
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Cela  étant,  plusieurs  cas  sont,  à  distinguer  : 

i"  L'équation  en  p  a  trois  racines  distinctes;  on  peut  sup- 
poser que  ces  racines  sont  o,  oc,  i . 

Le  coefficient  de  p  étant  c",  il  faut  que  c"  ne  soit  pas  nul;  on 
peut  alors  réduire  m3  à  v3  et  même,  en  changeant  F3,  on  peut 
supposer  c  =  c'  =  o.  L'équation  en  p  se  réduit  alors  à 

(  ab' —  ba'  )  p3-i-  (a  -+-  b' )  p2-h  p  =  o. 

Comme  ab'  —  ba'  est  nul  on  peut  supposer,  par  une  substitu- 
tion linéaire  effectuée  sur  t>,  et  p2,  que  l'on  a 

b  =  6'=o, 
et  par  suite 

a  =  —  i. 

Les  deux  relations  entre  F,,  F2  et  F3  se  réduisent  donc  à 

*>i  F,-+-  v2 F2=  o, 
—  i>iFi-t-  a'^Fï-f-  ^3F3=  o. 

On  peut  enfin  changer  F,  —  «'F2  en  F,,  v2  +  a'vt  en  v2  et  l'on 

obtient 

^iF,=  — p2F2=  p8F8, 
d'où 

Ft    =      F,      _    F, 

Vt  Pj  —  fl  i>3  «>1  <>2 

Ce  premier  cas  correspond  donc  aux  trois  relations  li- 
néaires 

T3-23  —  ^31  ==  HJj2  =  O. 

2°  L'équation  en  p  «  deux  racines  doubles  et  une  racine 
simple.  On  peut  supposer  que  la  racine  double  est  oo  et  la  racine 
simple  o.  On  arrive,  comme  dans  le  premier  cas,  à  supposer 

c  =  o,         c'  =  o,         c"  =  i  ; 
puis 

ab' — ba'  =  o,         a  -+-  b'  =  o. 

La  première  des  deux  dernières  équations  permet  de  sup- 
poser ' 

b  =  6'=o, 
d'où 


366  - 

par  suite 

m,i  =  o,        /n.j  — *>i,        m3=i>3. 
On  a  donc 

t>,  Fi  ~  p2F2=  o, 

l>lF2-+-  C3F3  =  o, 

et  par  suite 

F,  F2      =  F3 

Z/6  deuxième  cas  correspond  donc  aux  trois  relations  li- 
néaires 

TD23  ==  C'13:=:  TO11  — ■  O. 

3°  L'équation  en  p  a  une  racine  triple;  on  peut  supposer  que 
cette  racine  est  o.  On  a  alors  c"  =  o,  ce  qui  permet,  comme  rn3 
ne  peut  pas  être  identiquement  nulle,  de  supposer 

L'équation  en  p  étant 

(bc  —  cb)  p3  —  cp2  =  o, 
il  faut 

c  =  o,         6c' ?±  o. 
On  a  alors 

fjFj  4-  p2F2  =  o, 

bViFi^t-c'  (v3-\ r  v*  )  F2-+-  t>i (F3-+-  aF,  +  a'F2)  =  o, 


ou,  sans  nuire  à  la  généralité, 

f  !  F(  -+-  i>2F2  =  o, 

v 2  F,  -+-  v 3  F2  -r-  v,  F3  =  o, 
d'où  l'on  déduit 

_FJ_  =  _FJ_  F3 

p,Pj  —  v\  Vïvz—v\ 

Le  troisième  cas  correspond  donc   aux    (rois    relations  li- 
néaires 

T3|  j  =  GJj2  =  T3j3  —  CJ22  =  O. 

4°  L'équation  en  p  se  réduit  à  une  identité.  En  raisonnant 
comme  dans  le  cas  précédent,  on  voit  qu'on  peut  supposer 

m3=t>i,        c  =  o,        bc'  =  o. 

Ce  cas  se  décompose  donc  en  deux  autres. 
i„.  6  =  0.  Alors  on  peut  supposer,  -ans  nuire  à  La  généralité, 
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que  l'on  a 

0jF2-4-  ciF3=  o, 
d'où  l'on  tire 

F,  F,  F3 

Ce  cas  4«  correspond  donc  aux  relations 

CJH  =  T7T12  =  CÏ13  =  O. 

4*.   c'=  o.   On  peut  supposer  que  l'on  a 

fiFj-f-  t>2F2  =  o, 
e2  F,  -t-  pjF3  =  o, 
ce  qui  donne 

Fi  Fj  F3 


V\V<1         — v\         — v\ 

Ce  cas  4b  correspond,  donc  aux  relations 

njn  ss  rai 2  =  ÎH22  =  o. 

Réciproquement  les  cinq  cas  obtenus  correspondent  tous  à  des 
systèmes  en  involution.  On  voit  d'abord  immédiatement  que  dans 
le  cas  4«  on  a 

S\  =  2,         Si  =  1 ,         p  =  3  ;         3/j  —  1  Si  —  s-2  =  4  ; 

or  les  a/y/f  sont  reliés  par  les  relations 

«111  =  «IIS  =  *118==  a  1  2  2  =  a123  =  x133  =  °> 

de  sorte  que  l'élément  intégral  E3  dépend    bien  de  quatre  con- 
stantes arbitraires. 

Dans  chacun  des  autres  cas,  on  a 

Si  =3,        Si  =  o, 
comme  on  peut  s'en  rendre  compte  immédialemeut  en  faisant 

«1  =  1,  «2=  I.  «3=1. 

On  a  donc 

ip  —  2Sj  —  S-2  =  3, 

et  en  effet  dans  chaque  cas  les  dix  constantes  %iu  sont  liées  par 
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sept  relations,  à  savoir  : 
i*  *ii»  =  *m  =  «m=  *ii8=3«i»3=  a2i3  =  aî33  ==  o; 

ï"  7\\\  =  Ot  1 1  -2  =  "XlU  =  *12i  =  a133  =  a2*3  =  «M8  =  °: 

i°  *lll==*llï  =  «118=  "l  M  =««8==  a21î  =  «133  —  ««8=  °! 

|"  aIH  =  "llî=  «113  =  «122  =  «123  =  «222  =  «223  =  °- 

/Y  existe  donc  cinq  types  de  systèmes  en  involution  de  trois 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  caractérisés 
par  les  relations 

a)  TTTi  2  =  ™\Z  =  T7IJ3  =  O, 

b)  ^11  =  ra13  =  ™23  —  <>, 

c  )  rait  =  nîi;=nri3  —  73*2  =  O, 

d)  TS\\  =  TO(î=  Viii  =   O, 

fi)  BJ||  =  Bu=  tB{g  =  o. 

8.  Nous  abandonnerons  les  méthodes  précédentes  pour  déter- 
miner les  systèmes  en  involution  de  quatre  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  Dans  ces  systèmes  on  a  p  =  2.  Or,  on 
démontre  facilement  qne  pour  tout  système  en  involution  pour 
lequel/?  =  2,  on  a  des  relations  de  la  forme 

6',  =  w,^,        6't  =  w,X2-         &8soi         ■••>        0^  =  o        fmoHO,.  ...,  0,.), 
ou  de  la  forme 

6',  =  w,y,,         fl'2  =  (0,/î-h  w2y,,         6'.,  ==  o.  ...,         (>',.      0 

|  moi  10, 0,.), 

ou  enfin  de  la  forme 

0',  =  i»i/i-i-  tij2/.i,         <)',  —  <> 0;.  =  o         (modO,,  . .  .,  Qr>. 

Ici  les  tsiif  seront  des  combinaisons  linéaires  de  y,  et  y2  et  l'on 
aura  dans  le  premier  cas 

m',  =  a,  o>,  y,  h-  6,  U|  /  •>, 
D|Sa]U|y|  -r-  />S(Dj/  ), 
ni',  sa,H|/_,H-  />3o),/t, 
c'est-à-dire 

m->j  =  &i  /.-2  —  O,  m,,  =  (7S  / ,  —  o,  m,,  =  b{  y*  =  at  / , . 
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d'où  enfin  les  relations 

"Tu  =  5T,3  =  TÎT23  =  CI33  =  0. 

Dans  le  deuxième  cas  on  a 

m'x  =  alujlyi-{-  6,  (w,  /2+  to2/_i  ), 
ra'2  ==  a, io,  /,  -H  62(w,  /î+  idj/j  ), 
ra'j  =  rt3W,/,  ■+■  63(w,/2^- W2/.1), 
c'est-à-dire 

"n=  otj  Xi  — t-  61X2.  G*K=*sXt:  "33=0, 

^23=63/1=0,  TO3t=  a3y,-+- 63^2=  o,  ra12=  6,/!=  a2/.i-^  6.2/2, 

d'où  enfin  les  relations 

CT22  =  TîTl  3  ==  "23  —  "33  =  O. 

Dans  le  troisième  cas  on  aurait 

xs\  =  «1(0)1X1+  «2X2), 

ct'2  =  a2  (  wi  Xt  -(-  w2  X.8  )> 

ra'3  =  a3(a),  Xi  + W2X2)' 
c'est-à-dire 

raU  =  alX«  ?32»=:a*X2l  "33=0, 

"23=  «3X2=  °'  "31  =  «3Xl=   °1  "12=    ^lX2=  rtï/.'  • 


cela  est  impossible,  car  on  aurait 


tt,  =  (Xi  =  «3  =  O, 


et  tous  les  qtm  seraient  nuls. 

Il  y  a  donc  deux  types  de  systèmes  en  involution  de  quatre 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  caracté- 
risés par  les  relations 

a)  c»i2=  ro18=  n»ss=  T33j=  o, 

b)  TO»2  =  "13  =  "23  =   TO33  =  o. 

9.  Dans  le  cas  d'un  système  en  involution  de  cinq  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  on  a p  =  1  ;  dans  ce  cas 
chacun  des  covariants  bilinéaires  ra,  peut  être  supposé  de  la  forme 
a/w,y.  On  voit  facilement  comme  dans  le  cas  précédent  que  cela 
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donne  un  seul  type,  caractérisé  par  les  relations 

TOJ2  =  TOJ3  =  TO22  =  nj»3  =  TO33  =  O. 

10.  Enfin  un  système  en  involnlion  de  six  équations  ;ni\  dé- 
rivées partielles  du  second  ordre  est  caractérisé  par  les  relations 

"il  —  "lî—  "13—  "-22  ==  "53  =  ra33  jse  °  • 

c'est  un  système  d'équations  de  Pfafï  complètement  intégrable  dont 
l'intégrale  générale  dépend  de  constantes  arbitraires. 

II.   —   Les  systèmes  formés  d'une  seule  équation. 

11.  Nous  nous  proposons  d'étudier  les  caractéristiques  des 
équations  ou  des  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  à  une  fonction  inconnue  de  trois  variables  indépen- 
dantes. Les  caractéristiques  sont  des  multiplicités  à  une  ou  deux 
dimensions  pouvant  dépendre  de  constantes  ou  de  fonctions  arbi- 
traires, mais  telles  que  chaque  multiplicité  intégrale  soit  engen- 
drée par  une  famille  de  ces  caractéristiques  dépendant  seulement 
de  constantes  arbitraires  (deux  ou  une). 

12.  Occupons-nous  d'abord  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles; celte  équation  peut  être  du  type  a),  b)  ou  c)  (4)-  Les 
équations  du  type  a),  dont  la  plus  simple  est  l'équation  de  La- 
place,  n'admettent  pas  de  caractéristiques  au  sens  qui  vient  d'être 
donné  à  ce  mot. 

L'intégration   d'une  équation  du   type   b)   revient   à   celle    d'un 

système  de  Pfaff 

to  —  xs\  —  to.>  —  xs:t  =  0) 
avec  les  conditions 


(0 


T«j'    ==  U)|  HJ|     -+■  IO5  TOj      —  OJ^TOj  lin  .il  tt  J, 

TO7,  =  U»i  TOu  -+-                         U)3nj13  (modtB,  T0|,  T02,  QJ3), 

TOj  =                            U)2  Œïjj  —  k>3GJia  (  UlUll  TO.  TO|  ,  TO2.  TOS  ^ 

GJ3  =  U)|CJ|3—  WiGJ2  3-HUI;j7333  I   m<J(J  TO.  TO  |  .  TO> .  6Î3  ). 


Considérons  sur  une  multiplicité  intégrale  la  famille  de  courbes 
i  à  une  dimension)  définie  par  les  équations 


u> ,  =  a)  ■(  =  o  : 
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ces  courbes  dépendent  de  deux  constantes  arbitraires  et  elles 
engendrent  la  multiplicité  intégrale,  puisque  par  chaque  point  de 
celle-ci  il  passe  une  de  ces  courbes  et  une  seule. 

Dans  l'espace  (xt,  #2,  #s5  &,  PtiPziPz)  on  obtient  ainsi  des 
multiplicités  à  une  dimension,  appelées  caractéristiques  du 
premier  ordre,  satisfaisant  aux  équations  de  Pfaff 

(2)  TU  =  W\  =  T75-i  —  T^i  —  OJ]  =  OJ3  =S  o. 

Dans  l'espace  (xi,  Z,  pi,  pik)  on  obtient  des  caractéristiques  Au 
second  ordre  qui  satisfont  aux  équations  de  Pfaff 

(3)  TJtJ  =  Ï7J]  ==  TïT-2  =  TIT3  =  10 1=  W3  =  T3ij=  13 13  =  O  ; 

en  effet  les  équations  d'un  élément  intégral  E3  contenant  en  parti- 
culier les  deux  suivantes 

CTU  =  «ni  wi  H-  «113(03, 
ra13=  a113wl"+~  au3UJ3, 

les  équations  nr, ,  =  gt,  3  =  o  sont,  sur  chaque  multiplicité  inté- 
grale, des  conséquences  des  équations  tol  =  to3=o;  elles  sont 
donc  vérifiées  par  chaque  caractéristique  du  second  ordre. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  considérée  admet  une 
seconde  famille  de  caractéristiques  définies  par  les  équations 

(   4  )  73  =  73|  =  TU»  —  TD-$  =  U)-2  =  CO3  =  CÏ22  z=  "»3  z=  O. 

On  peut  se  servir  de  la  considération  des  caractéristiques  pour 
intégrer  dans  certains  cas  l'équation  aux  dérivées  partielles,  comme 
dans  le  cas  d'une  équation  à  deux  variables  indépendantes.  Il  en 
est  ainsi  par  exemple  lorsque  les  équations  (2)  des  caractéris- 
tiques du  premier  ordre  admettent  trois  combinaisons  inté- 
grables  indépendantes.  En  tenant  compte  des  équations  (2)  on 
a  d'abord 

lis'  =  O, 
TS\  =  O, 
GTj  =  COj  CT22  • 

ar 8  =  (jy-jTjj-ii- 

ce  qui  prouve  que  les  seules  combinaisons  intégrables  possibles 
sont    (1rs    combinaisons    linéaires   de    m,    CT|,    to,  -1-  xtit2  -+-  j3cj:,. 
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«•->s  H-  o!  Wo  H-  P'rrjj,  ou  encore,  à  cause  de  l'indétermination  du 
choix  de  w,  et(o3,  des  combinaisons  linéaires  de  rc,  m,,  oj,,  io3. 
D'autre  part,  on  a 

m' =  lûîTBo         (inodra,  ci|,  toi,  C03); 

donc  il  n'y  a  que  trois  combinaisons  intégrables  indépendantes  au 
plus,  qu'on  peut  supposer  dépendre  linéairement  dem,,  10,,  (.>;,. 
S'il  y  en  a  trois,  soit 

du,     dv,     dw , 

l'équation  ny,  =  o  sera  de  la  forme 

dw  —  k  du  —  [i.  dv  =  o, 

\  et  [j.  étant  obtenus  par  des  différentiations,  et,  sur  chaque  multi- 
plicité intégrale,  w  est  une  fonction  de  u  et  de  r. 

Si  l'on  se  donne  celte  fonction,  l'équation  w,  =  o  est  vérifiée 
d'elle-même,  et  le  système  de  Pfaff  à  intégrer  se  réduit  à 

m  =  t^2  =  ra3  =  o 
avec 

ra'  ==  tojTtfo   -!-<": r;i.;  (modrn), 

m'.,  ==  to,ra2I-(-  u}3mti  i 

>      (modni,  ro2,  tïj.t  ). 
nr3  f=  wtra2j-|- (0;{t3.13  ) 

L'intégration  d'un  tel  système  revient  à  l'intégration  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  La  recherche  fies 
caractéristiques  de  cette  équation  peut  clans  certains  cas  être 
simplifiée,  et  quelquefois  effectuée  sans  intégration. 

Si  les  équations  de  Pfaflf  de  chaque  famille  de  caractéristiques 
admettent  trois  combinaisons  intégrables,  on  peut  se  donner  arbi- 
trairement deux  fonctions  arbitraires  de  deux  arguments  et  l'on  a 
alors  à  réduite  à  sa  forme  normale  une  équation  de  Pfaff  par  deux 
opérations  d'ordre  i  et  1  ;  cette  réduction  est  à  son  tour  susceptible 
de  simplifications  dont  l'étude  serait  un  peu  longue  ici. 

13.  Une  équation  aux  dérivées  partielles  du  type  c)  se  ramène  à 
un  système  de  I  *  fa  (F 

T7!   —   777 1  —   TOj  =  TTIj  =  O 
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avec  les  conditions 

|   ro'^w4TJ3i   -+-  w2nj2  -1-0)3733  (modra), 

]  m',  =  toorai.)  -H  w3nji3         (modnr,  ci!,  njî,  tn3  , 

(  5  )  < 

j    TU,  =  Wi012+  0)2TÂÎ22-|-  W3BI23  (modnj,  T7J!,  T7Î2,  7ÏT3), 

'     77î'3  5=  0)i77J13-f-  U>jTJSî3-f-  (O3TÏT33  (  lïiod  73,  TB\ ,  732,  733  )• 

Ici  il  y  a  une  seule  famille  de  caractéristiques  à  une  dimension 
définie  par  les  équations 

0>î  =  0)3=  o, 

lesquelles  entraînent,  sur  chaque  multiplicité  intégrale, 

73,2  =  T7Tj3=  O. 

Pour  que  la  méthode  d'intégration  de  Monge  réussisse  ici,  il 
faut  qu'une  équation  de  la  forme  ms  -f-  a  73  —  o  soit  réductible  à  la 
forme 

dw  —  X  du  —  \x  dv  =  o. 

S'il  en  est  ainsi  on  peut  supposer  que  le  système  de  Pfaff  dont  les 
intégrales  premières  sont  u,  v,  «-•,  X,  u.  est 

rai  =  u>i  =  0)3  =  tut»  =  CT13  =  o  ; 
on  a  alors 

73',  =  O)',  S  0)'s  =  73',  2  =  73',  s  =  O  (  lïlodTTT,,  Cl>g,  0)3,  CJ|i,  TTJj  3  ). 

Or,  les  équations  (5)  montrent  qu'on  a 

775   =  73  j  =  73  ,  =  777  3  S  0)  .>  =  0)  3  =  77J  ,  2  —  T3  ,  3  =  O 
(  mod77J,  73 j,  77J2,  77J3)  lOj,  0)s,  777!»,  73is). 

Autrement  dit  les  équations  de  Pfaff  des  caractéristiques  du 
second  ordre  sont  complètement  intégrables. 

14.  Réciproquement  supposons  que  les  caractéristiques  du  se- 
cond ordre  (et  par  suite  du  premier  ordre)  dépendent  seulement 
de  constantes  arbitraires  (au  nombre  de  8).  Considérons  le  système 
de  Pfaff 

77T  =  70t  =  O. 
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On  a  des  équations  de  la  forme 

xs'  =  Wora.,  4-  W3CT3  (moilcj,  CTi  ), 

nr',  ^  ai2nji2-t-  'o3cj13  -f-  77T2(rt|  CO]  -i-  a2o)2-H  a3a)3-i-  «iTOu 

-+•  WgWjs-ir  a67u2.,  4-  a7tjj23-+-  «8^33  ) 

-4-  ^3(6]  OJ!  -f-  è?U>o  4"  63103 

-+-  64?3124-  65CJ13  -I-  66^22-t-  67^23-1-  ^8^33)  -H  CBJ0TB3 

(inodtn,  toi;. 
On  peut  d'abord  remplacer  njt2  et  nr13  par 

"12  ■+"  O^XS^  "+"  62BJ3,  CJ|3 -)-  «3^2 -+-  63  TO3 

ce  qui  revient  à  supposer 

a-i  =  62  =  a3  =  b3  —  o  ; 
on  peut  ensuite  remplacer  tà2  et  to3  par 

(x>2  H-  aCJ2  "H  fa 3,  »3  =   {3^2  4"  ~(X33, 

ce  qui  permet  de  supposer 

a;  =  b;,  —  ùi  =  o. 
On  a  donc 

xs'  =  w2njj  4-  (JÛ3GJ3         (  inodcj,  cjj  ), 


(6')      '  r3'1  ~  w2rai2-+-  «*>3tïJ|34-  73.2(010»!  -4-  a5njl34-  «6nj224-  «Tra234-  «87338) 

i  4-  133(6,  W,  4-  Ô6TBSS-f-  67nT23  4-  68BT33  )  4-  CXS2XS3 

(modcr,  nj!  ). 

Nous    allons    montrer  (pie    tous   les    coefficients    a,    h,   c   sonl 
nuls. 

Appliquons  C  identité  fondamentale  (■)  au  covariant  ro'(  en  ne 

(')  L'identité  fondamentale  est  la  suivante.  Si 

est  le  covariant  bilinéaire  d'une  expression  de  PfafTquelconque.  on  a  identiquement 

^  _  (  da>K  uu^  4-  «  ^  bi/uj  —  «a  ".«i  )  =  o- 
où  le  premier  membre  est  une  forme  triliuéùre  symbolique. 
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conservant  que  les  termes  en  toi  u)2  gj22  ;  ces  termes  ne  peuvent 
venir  que  de 

or  ra'(2  ne  contient  pas  de  termes  en  tu,  nj22>  puisque  par  hypothèse 
GT'to  est  nul  en  tenant  compte  des  équations 

w  =  njj  =  CJ2  —  nj^  =  tu*  =  (1)3  =  îni2  =  ^13  —  o  ; 

de  plus  m'  contient  le  terme  co2  ra22  ;  donc  le  premier  membre  de 
l'identité  fondamentale  contenant  le  terme  a,  co,  a)2tn22,  il  faut  que 
<7,  soit  nul.   On  démontrerait  de  même  que  6,  est  nul. 

En  considérant  de  même,  dans  l'identité  fondamentale,  les 
termes  en 

U>i  TJ3i2  nÎ22;       U>\Tïïi<iTn%3,  0>i  7TJ|2  tD33  ; 

Wl  GJ|3  7ïJ22)       W1*«J|3T«J23)  ^l^lô^S? 

on  démontre  que  les  coefficients 

a6,     ar,     «s;     é>6,     67,     ès 
sont  tous  nuls. 

Restent  les  coefficients  a5  et  c.  Pour  démontrer  que  a5  est  nul, 
appliquons  encore  l'identité  fondamentale  à  m'{  en  ne  conservant 
que  les  termes  en  co(  ro,2ro13  ;  ces  termes  proviennent  de 

to'273i2-t-  o/jCTn-t-  CT5n52TO13- 

Soit  donc 

co'2  =  awicj] 3 -(-... ,         w'j  =  3oji  rnij-f- . . .  ; 

on  aura 

—  a  -(-  S  -+-  a5  =  o. 

Appliquons  l'identité  fondamentale  à  gj'  en  ne  conservant  que 
les  termes  en  u>,  552^13»  etco,nj3nrl2;  on  obtient 

—  a5—  a  =  o,         —  S  =  o; 

des  trois  relations  qui  viennent  d'être  obtenues  il  résulte 

a-a  =  a.  =  3  =  o. 

Appliquons  enfin  l'identité  fondamentale  à  b',,  en  conservant 
les  termes  en  10,^3  sr<2,  et  10,732*2,3  *>  on  en  déduit 

w»  =  Cto\iB%-\- . . .,         u'i'sb — cu)jny2  +  ...; 
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appliquons  l'identité  fondamentale  à  ra7,  en  ne  conservant  que  les 
termes  en  u),  ra2  nr3  ;  il  vient 

i  c  =  o, 

d'où 

c  =  o. 
Finalement  on  a  les  formules 

(    TS'   =  U>2T3>    -+-  U>3UJ3 

(7)  ,  (modcr,  ©!). 

(     T'i  =  Wj  CJ12  -f-  W3  TD13 

15.  Les  formules  précédentes  montrent  (')  que  l'équation  ra,=  o 
peut  s'exprimer  au  moyeu  de  x,,  .£;>,  ^3,  z,  pt,  p-j,  p3  et  <-/e«j; 
quantités  indépendantes  entre  elles  et  indépendantes  des  précé- 
dentes, soit 

dpi  —  u  dx2  —  v  dx3  —  «,  dxi  —  a2  dpi  —  a3  dp3  =  o 

où  a,,  «o,  «3  sont  certaines  fonctions  des  neuf  quantités 

*l,       *t,       J"3;        «,       P\,       Pi,      f3,       ",       V. 

Le  système  m  =  to,  =0  es£  /?a/'  s««£e  équivalent  à  l'équation 
aux  dérivées  partielles  donnée  :  il  en  est  en  effet  une  conséquence  ; 
d'autre  part  de  ce  système  on  déduit  les  équations 

1  P\i  —  «i—  <'nP\i—  a3pl3  =  o, 
C8)  <   pis— u  —iiiPa—  a3/>23  =  o, 

(    />13—  ^     —  «1/J23—  «3/>33  =  O. 

d'où  l'élimination  de  u  et  r  conduit  à  u«e  se«/e  équation  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre,  qui  ne  peut  être  que  l'équation 
donnée. 

Les  fonctions  a,,  a2,  a3,  de  #,,  z,  /?,,  u,  r  ne  sont  pas  arbi- 
traires;  \\  faut  en  effet  que  ra' et  ra',  s'annulent  en  même   temps 


(l)  Cela  résulte  de  ce  que  les  équations  ra  =  ra,  =  o  (ro/V  la  note  du  n°  16) 
peuvent  s"exprimer  au  moyen  des  intégrales  premières  du  système  complètement 
intégrable 

m  =  rn,  =  n,  =  o3  =  w2  =  Wj  =  nl2  =  nJ3  —  o 

et  que  parmi    ces  intégrales  deux   sont   indépendantes  des  xt,  z,  />,,   intégrales 
elles-mêmes  du  système 

ra  «=  n.  =  n,.  =  n,  ss  (o,  =  eo.,  ■-— .  u.  =  o. 
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que  cj,  gj4  et  deux  certaines  combinaisons  linéaires  de 
dxi,     dx2,     dx3,     dp2.     dp3. 

Ces  combinaisons  linéaires  ne  peuvent  être  que 

da3 


dax  da2 

dx2  -+-  —^—  dxx  ■+■  -^-  dp2 


du 


du 


du 


dp%. 


dax  da2    ,  da3 

dx-i  -+-  — —  dxi  H —  dp2  H —  dp3. 

àv  dv  àv 


En  exprimant  d'abord  que  txs'  s'annule  dans   ces  conditions  on 
trouve  que  ax,  a2,  a3  sont  de  la  forme 


t   \  „  dF  àF 

(9)  a,=  2F  —  u- <^-7-' 

du  dv 


àF 
at=  —, 
du 


a3  = 


àF 

dv  ' 


où  F  est  une  fonction  de  m,  p,  xu  x-2,  x3,  5,  pt ,  />2,  p3.  En  expri- 
mant ensuite  quenr',  s'annule,  on  trouve  que  la  fonction  F  satisfait 
aux  trois  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  sui- 
vantes : 


àa3 


àa3        da2  da2        àa2  1  àa3  da 

dp\        dp3  3  dpi         du  \àx2 


dz 


da? 
àpx 


àa3  I  àa2  da2  da2  \ 

du  \  dx2  dz  dpi  ) 

I  dat  da»  da<>\ 


da2  l àa3  da 

~àV\àx~^P3l 


da3    t       da3\ 
dz    ~r~     dp  1) 


da3  (  àat 
"dv 


xr+Z» 


(10) 


da-, 
dz   " 

da\  /  da2 
dx3 


Pz 


da\  /< 
~àv~  \i 

da2  I '  àax 

(  -+-  p3  — -  -+-  v  — - 

dv   \dx3  dz  ôpi 


da-i 
dpi 
tes 

da. 


àax  da\        àax  ( àa2 


dP2 


da- 
àpi 


dp\         du  \dx2 
àa2  /  dax  àax 

du   \dx2  dz 


dai 
~àz 


àa2\ 


dax 
ôp~i 


da3            da3             das 

da\ 

àax 

dat 

/ daf            das 

3 t-Pi-r-  +  «17— 

dxt             dz             dp\ 

—  «3 

{dx^+l'i—z 

dp3 

dpi 

du 

da> 
'  àpt 


dax  / da3  da3  da3\        da3  /<Jat             da\           dat\ 

dv   \dx3  dz  dpi  /         du  \dx2              dz            àp\) 

da3  I  dax  dax  dax  \ 

àv  \dx3  dz  dpxJ  ~~ 


16.   Les  équations  aux  dérivées  partielles  ainsi  déterminées 
s'intègrent  par  des  équations   différentielles   ordinaires.    En 
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effet  les  formules 

|  ts   =  ci>5nj2  -4-to3nJi 
(7)  |  (mod  tu,  Sj  ) 

f    1 1  5^  b>2  TBl  î  •+■  W  3  C 1 3 

montrenl  (*)  que  les  équations  m  =  7r5,  =  o  peuvent  s'exprimer 
au  moyen  de  huit  fonctions  indépendantes  des  27,  z,  pt,  u,  v  et  de 
leurs  différentielles;  ces  huit  quantités  sont  les  intégrales  du 
système  complètement  intégrable 

(il)  TO  =  TZTi  =   tÔg  =  533  =  CJ2  =  Cl>3  as  717!  2  se  T013  =  O  : 

en  les  égalant  à  des  constantes  on  a  les  caractérisques  de  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles.  L'intégrale  générale  de  cette  équation 
s'obtiendra  en  associant  les  caractéristiques  de  manière  que  les 
équations  nj  =  aj,  =  o  soient  vérifiées  (équations  où  l'on  suppose 
n'avoir  laissé  que  les  huit  paramètres  des  caractéristiques).  Or,  si 
l'on  prend  pour  paramètres  des  caractéristisques  les  intégrales 
principales  du  système  (11)  relatives  ài,  =  o,  et  si  l'on  désigne 
ces  paramètres  par 

X,,     X3,     Z,     Pi.     P2.     P3,     U,     V. 

le  système  à  intégrer  s'écrit 

dZ  -  P2dX2—  P3a!X3  =  o, 


'  dPt  -  U  dX2  —  V  dX3  —  a°  rfP2  -  a%  d?s  =  o, 

où  l'on  désigne  par  a",  a\,  ce  que  deviennent  les  fonctions  a2,  a; 
quand  on  y  remplace 

xu     Xi,     .r3,     z,     pt,    />2,     p3.     u,     v 


(')  Cela  résulte  du  théorème  suivant,  qui  sera  souvent  utilisé  dans  la  suite  : 

Si  Cl,,  0-,  ...,  0r,  Wp  ...,  a)    sont  r-^-p  expressions  de  l'fajf  indépendantes 
et  si  l'on  a 


'i'ïVl^       (modO,,  ...,0,), 


le  système 

:,  =  C:  =  ...=  &r  =  2£ca?i»fŒ  o        (a  =  1,  3,  ...,/>;  i  =  1,  2 /■) 

P 

c.^  complètement  intégrable  et  les  équations  0,  — ...  —  0r=  i>  peuvent  s'exprimer 
au  moyen  des  intégrales  premières  rie  ce  système  et  de  leurs  différentielles. 
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o,     X2>     XSl     Z,      P„     P,,     P3,     U,     V. 

On  assemblera  donc  les  caractéristiques  de  la  manière  la  plus 
générale  possible  en  posant 

(i3)      Z=/(Xi,X8),         P2=/x.         P»  =  /i,,        Pi  =  <p(X„X,), 
et  en  déterminant  U  et  V  par  les  deux  équations 


(i4) 


j  <Px,—  v  —  «i/x.x,— «s/xî     =°- 


Les  fonctions  /  et  cp  sont  donc  absolument  arbitraires  et  l'on  a 
l'intégrale  générale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  sans  aucun 
signe  d'intégration,  une  fois  connues  les  caractéristiques. 

17.  Les  équations  aux  dérivées  partielles  dont  il  vient  d'être 
question  constituent  une  généralisation  des  équations  à  deux  va- 
riables indépendantes  que  j'ai  proposé  d'appeler  équations  de 
M.  Goursat.  Elles  sont  déterminées  par  les  équations  (8),  (9) 
et  (10).  On  peut  aussi  les  faire  correspondre  aux  systèmes  de 
Pfaff  formés  de  deux  équations  à  huit  variables 

(i5)  Bi  =  o,        fi2=o, 

telles  que  les  covariants  H\,  H'2  soient  de  la  forme  [identique  à  (7)] 

(16)  jJi-Xi»-*-**         (modtiA). 

En  effet,  si  l'on  introduit  une  o/:  variable  auxiliaire  ).  et  si  l'on 
pose 

TS  =  6j  -+-  X82, 

on  a 

ro'  =  /.1  (  Z.3  ■+-  > /.s  )  "+■  /.a  (/.'.  +  ty«  )  -+■  e2  Z.        (  mod  m  ), 

où  ^  est  de  la  forme  d\  -h  a,  y,  -h  aa  Y2  H-  *s  Y«  +  •  •  •+  'H  '/a-  U 
résulte  de  là  que  l'équation  ttt  =  o  peut  se  ramener  à  la  forme 
normale 

dz  —  px  dx\  —  pi  dx-2  —  pi  dxi  =  o. 

Quant  à  92  c'est  une  combinaison  linéaire  de  ro,  dxt,  dx>,  dx^, 
xxxix.  26 
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dpt,  <I/)-2,  dp s',  par  suite  le  système  considéré  (id)  peut  s'écrire 

ttj   =  dz  —  f\  dxx  — p;  t/x-.,  —  pz  dxz  =  o, 

dp\  —  u  dx% —  r  dx% —  «i  dx\  —  a-2  dp* —  a3  dpz  =  o, 

où   les  coefficients  a,,  a2,  a3,  fonctions  des  neuf  variables  indé- 
pendantes Xi,  z,  pt,  u,  v,  satisfont  aux  relations  (9)  et  (10). 

On  démontre  que  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  qu'on  peut  ainsi  faire  correspondre  au  système 
H,  =  H2=o  sont  équivalentes  entre  elles  vis-à-vis  du  groupe  des 
transformations  de  contact  de  l'espace  (./,.   /    .   >  ..  z). 

18.  Les  considérations  du  n°  16  montrent  que  tout  système  de 
Pfaff  (i5)  satisfaisant  à  des  relations  de  la  forme  (16)  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (12).  Si  donc  l'on  connaît  tous  ces  systèmes 
(12)  on  pourra,  par  l'intégration  d'équations  différentielles  ordi- 
naires (à  savoir  la  réduction  de  l'équation  6,  -t-)>9.,=  o  à  sa  forme 
normale),  déterminer  toutes  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  qui  viennent  d'être  étudiées,  c'est-à-dire  en 
somme  on  pourra  intégrer  le  système  (9)  (10).  Et  pour  que  le 
système  (12)    soit  de   la    forme  voulue,  on   trouve  sans  difficulté 

qu'on  doit  avoir 

dF  dF 

où  F  est  une  fonction  de  X,,  X^,  Z,  P,,  l\,  P3,  U,  \  ,  satisfaisant 
à  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 

f)*F  dF      d*F  >>-l  I       d*-F 


!*-¥  I  d'-F  .      d*f 


ô-  I    :     0 


!  <  I  ..     à  l 


P, 


l      \    '     !    t)X  0[   dZ 


i     !:        ;  '      p     !      v  ,iil'  \ 

I       !•  d\      \  \  ,>\  r)\'J 

I  I  I  ,  I 


d\  I       \  I  I.    •'1'./ 

Telle  est  l'équation  dont  dépend,  en  dernière  analyse,  la  déter- 
mination de  toutes  Les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
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ordre  à  trois  variables  indépendantes  qui  sont  l'objet  des  numéros 
précédents,  c'est-à-dire  qui  admettent  une  famille  double  de  carac- 
téristiques dépendant  seulement  de  constantes  arbitraires. 

Ajoutons  que  la  détermination  des  caractéristiques  d'une  de 
ces  équations  supposée  donnée  peut  être  simplifiée  par  une 
méthode  identique  à  celle  que  j'ai  indiquée  pour  les  équations 
de   M.   Goursat. 


111.    —   Les  systèmes  en   involution  de  deux  équations. 

19.  Il  y  a  deux  types  de  systèmes  en  involution  de  deux  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  à  une  fonction  incon- 
nue de  trois  variables  indépendantes. 

Pour  les  systèmes  du  type  a)  on  a 


(0 


m'  =  a>i  m\  -+-  io2tit2  -(-103133  (modtn), 

ro'[  =  ojjTOii  (mode*,  roj,  ro2,  nj3), 

bj'2  =                  to2nj22-l-  lOjroja  (modro,  wl:  hj2,  ra3). 

Cj'2  =                          U>2  XS23  "+■   ^3^33  (modîT!,  Wl,  7B2,  W:i). 


Un   tel   système  admet  une    famille    de  caractéristiques  à  une 
dimension  définie  par  les  équations 

(2)  w2=  <as=  0, 
qui  entraînent 

(3)  ro22  =  œ23  =  mi3  =  o; 

mais  «7  admet  en  outre  une  famille  de  caractéristiques  à  deux 
dimensions.  Considérons  en  effet  une  multiplicité  intégrale;  on  a 
sur  cette  multiplicité 

w  =  ©1  =  tn2  =  CT3  =  o, 
et  l'on  peut  toujours  supposer  (o°  1)  que  l'on  a  aussi 

m,,  ==  BJ2!  =z  T7t.2i=  GJ33  =  O. 

L'équation  de  Pfaff 

oij  =  o 

est,  5^/"  cette  multiplicité,   complètement  intégrable.   Sinon,  en 
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effet,  on  aurait  une  relation  de  la  forme 

iD'l  =  au)!ti)î  +  ..#         (a  ^  o), 
les  termes  non  écrits  s'annulant  avec  to, ,  rn, ,  vi.2.  m;(,  vsu  ,  m22,  nr23, 

ra3  3- 

Or  l'équation 

m t  =  ai!  rnn  (modcr,  Toi,  TO2,  TO3) 

entraîne,  d'après  l'identité  fondamentale, 

w'i  ^n  —  (Oinjj  j  =  o         (  mod  th,  Toi,  to2.  hï3,  m', ,  nj'2,  gj3  )  ; 
on  aurait  donc 

<Z(.o2co3toh  =  o         (mod m,  m, ,  775,.  nj3,  u>|,  (o2nj2î  +  W3TO23,  ^2^23  +  W3TO33  ), 

ce  qui  est  impossible  si  a  n'est  pas  nul. 

ïl  existe  donc  une  famille  de  caractéristiques  à  deux  dimensions 
sur  chacune  desquelles  on  a 

(4)  VI  =  CJi  =  TO2  =  TB3  =  (.U|  =  XS\  1  =  o. 

Par  chaque  point  d'une  multiplicité  intégrale  il  passe  une  carac- 
téristique à  une  dimension  et  une  caractéristique  à  deux  dimen- 
sions, la  tangente  à  la  première  n'étant  pas  tangente  à  la 
seconde. 

20.  Nous  allons  montrer  que  le  système  en   involution  consi- 
déré peut  toujours  s' intégrer  par  la  méthode  de  Monge. 
L'équation 

m',  -=  (o,  m,,  (  mod  rn.  TOt,  BJj,  vi3) 

peut  s'écrire 

(5)  to',  =  u>i  nTu-f-nj2(ai  W|-|-a2W2-Ha3io3-H-flrJ(Tii.>2-+-a;inj23-i-a6T333-t-a7nT11) 

DJ8(6i<t>i  -4- 62  «02  +  63(1)3-1- 64  TB21  H- 6sWi3-l-/>6lïJ33  -1-  6;  m,  ,  1 

+  crojBJg        (modtç,  Toi), 

où  les  «,-,  6,-  et  c  sont  des  fonctions  des  variables  .r,\  r,  //,*.  On 
peut  toujours  remplacer 

(Oj  +  a7TO2+  67TO3  et  TO|i  —  «lTO2 — biVS3 


P 


ar 


"»i         et         rsT|  1 , 
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ce  qui  revient  à   supposer  a,,  6,,  a7  et  67    nuls,   en  changeant  la 
valeur  du  coefficient  c. 

Appliquons  l'identité  fondamentale  au  covariantcj,.  La  considé- 
ration des  termes  en 

U>2ŒÎ22  TO23,        «02^22  TO33>        ^2^23^33 

donne  respectivement 

a0  —  b\  =  o,  a6  =  o_,  b6  =  o  ; 

celle  des  termes  en 

1037^02^23,        W3T^227TI33-        (,j3t;t23'tt33 

donne 

#',  —  o,         bt  =  o,         «fi — 6^  =  0; 

celle  des  termes  en 

(i)2Cl>3fiT22,       a)2a)3TO23i       W2a»3CÎ33 

donne 

a3  =  o.        a2 — £3=0,        62  =  o. 

On  a  donc  une  formule  de  la  forme 

(6)  tjj',  =  WiTjy,, -f- a(u)2ra2-h  o)3TB3) -t- cnijTiïs  (modnr,  ra,  ). 

Si  nous   remplaçons  maintenant,   ce   qui  est  permis,   rnt  —  ars 
par  mif  on  a 

TiJj  =  (Oi  TTJn  -+-  CTÏT27jJ3  (  1110(1  T7T,  TITt  )  ; 

l'identité  fondamentale  appliquée  à  m\  en  ne  conservant  que  les 
termes  en  (xt2min!22  donne  alors  c  =  o. 
On  obtient  finalement  les  équations 

(  m'  =  u>?ra2  -f-  W3TO3 

(7)  {  (modnr,  nr,  ). 

On  en  déduit,  en  appliquant  un  théorème  général  sur  les  sys- 
tèmes de  Pfaff  (n°  16,  note),  que  les  équations 

TU  =  TUt  =  CJ2  =  TS3  =  0>i  =  0>2  =  W3  =  TUi  1  =  O 

forment  un  système  complètement  intégrable.    Autrement  dit  il 
existe  une  certaine  fonction   u  des  xl%  z,  pi  et pik  telle  que  les 
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équations  ro  =  ra,  =  o  puissent  s'exprimer  uniquement  au   moyen 
des  X, ,  s,  j>i  et  u. 

On  peut  aller  plus  loin.  On  a  en  effet  une  équation  de  la  forme 

bj'j  =  (ûi7Sh-\-  m(ttitai-h  *8««>î-+-  Ï3W1+  2;C72-t-  a.-TO3-(-  aGnj|i)         (modroi  ), 

où  l'on  peut  tout  de  suite  supposer  a,  =  x6  =  o.  Appliquons 
l'identité  fondamentale  au  covariani  w(  en  conservant  les  termes 
en 

(020)3^72,         a)2W3TTTj,         (O  ,  TTio  T7T  |,         W-)  732  CJ3  J 

ou  obtient  successivement 

a3  =  o,  a2  =  o,  xs=o,  a;  =  o. 

On  a  donc  finalement  la  formule 

8)  m\  es  o)!^!!         fmodru,). 

qui  montre  (n°  16,  note)  que  le  système 

7îJ|  =  0)j  =  Cî|i  =   O 

est  complètement  intégrable.  Autrement  dit  F  équation  s,  =  o 
<?.ç£  réductible  à  la  forme 

d\  —  W  rfl   =  o, 

où  U,  V,  W  sont  des  fonctions  de  #,,  s,  />,  et  u. 

24.  Le  résultat  précédent  montre  tout  de  suile  comment  on  peut 
intégrer  le  système  en  involulion  donné.  En  éliminant  u  entre  les 
deux  équations 

V=/(U),        W=/'(U), 

on  obtient  une  équation  au*  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
dépendant  d'une  fonction  arbitraire  d'un  argument  (et  de  sa  déri- 
vée); l'intégration  de  cette  équation  fournit  l'intégrale  générale  du 
système  en  involulion  donné.  Les  caractéristiques  à  deux  dimen- 
sions s'obtiennent  en  donnant  à  U  et  par  suite  à  \  ot  à  W  des  va- 
leurs constante-. 

Si  le  système  to,  =  nj,  =  o  est  complètement  intégrable,  on  peut 
supposer  que  U  el  V  ne  dépendent  que  des  a?/,  z  et/?,;  le  système 
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en  involution  admet  l'intégrale  intermédiaire  du  premier  ordre 

V=/(U), 

dont  l'intégration  fournit  l'intég-rale  générale  du  système.  Les 
fonctions  U  et  V  sont  d'ailleurs  arbitraires.  Le  système  en  invo- 
lution s'obtient  par  les  formules 


ûX  o\  ùY 

dx-^^-o-z^I'^Op, 


Pu 


àpï 


Pu 


dY_ 
dp3 


(9) 


d\J 

dx\ 

-+-  P\ 

dV 

dz 

-*-pn 

dU 
dpi 

-+-P1Î 

dp  2 

-+-/>13 

dp~; 

àY 
dx% 

+  P-2 

dY 
dz 

zf-Pli 

àX 
dpi 

+  />2- 

dX 
dp. 2 

+  Pi 

dX 
dp3 

dx> 

-+-/>! 

dU 
~dz~ 

■+-P* 

dU 

dp  2 

+  />ss 

d\J 
àpi 

-+-P2 

'  àp3 

dX 

dx-i 

-+-  Pi 

dY 
~dz~ 

+Pu 

dX 
dp, 

-+-P-2 

dX 
'dp^ 

-^  Pi 

dX 
*dp~z 

dU 
àxx 


Pi 


ô\] 


0\J 


dU 


+P"îjr1+p»-dpt 


Pm 


dp  3 


Si  le  système  to,  =  mt  =  o  n'est  pas  complètement  intégrable, 
on  peut  supposer  U  =  u  ;  comme  l'expression  ne  contient  pas  de 
terme  en  du,  on  pourra  prendre  pour  V  une  fonction  quelconque 

dX 
de  X(,  z,  pi  et  u,  à  condition  de  prendre  W  =  — ••  L'équation  aux 

dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  intégrer  s'obtiendra  alors  en 
éliminant  u  entre  l'équation 

et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  u,  f  désignant  une  fonction  arbi- 
traire. Les  équations  du  système  en  involution  s'obtiennent  alors 
en  éliminant  u  entre  les  trois  équations 


(io) 


22.  Considérons  maintenant  les  systèmes  en  involution  de  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordn   du  type  b).  On 


dX             d\               àX               d\                <>\ 
dxi       '     àz       r     dpx       'op.,       '      àp3 

=  o, 

dX            dX              àX              àX              dX 
dx2             dz              opx              dp2              dp3 

—  o, 

dX            dY              oX              àY              dX 
dxz              dz                0/>\                                    dp.) 

=  o. 
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a  pour  un  tel  système 


00 


Z3     =  10j7>T|     ■+■  OJjTTT^     -+-  Wjlïïj 

(  mode?). 

m\  SI                                                     tO:iT751:, 

(  mode?,  cr, 

,  rn2,  cj.j), 

Tïï,  ^                          102^22  ■+"  *u:i^2:t 

(modro,  tïF| 

.   HIj,   7TT..   ). 

TTT-j  ^5  U)|  THjj  -+-  W2  Tïïo  3  -+-   6U3  CT3  j 

(modcr.  CT] 

.  IT2,  T5j  ). 

Ce  système  s' intègre  par  des  équations  différentielles  ordi- 
naires. 

Avant  de  démontrer  ce  théorème  important,  introduisons  les 
éléments  caractéristiques.  11  y  a  d'abord  en  chaque  point  d'une 
multiplicité  intégrale  un  élément  caractéristique  à  deux  dimen- 
sions satisfaisant  aux  équations 

TU  =  CJ|  =  1B-t  =  7ÏI3  =   103  =  T5Tii  =  O, 

puis  un  élément  caractéristique  à  une  dimension  contenu  dans  le 
précédent  et  satisfaisant  aux  équations 

W  =  TjTj  =   do  =   TTT-j  =  h>2  =    tu  3  =  T3|3  =  "*2  =   "f|  =  O. 

Chaque  multiplicité  intégrale  peut  être  regardée  comme  engen- 
drée par  une  famille  de  multiplicités  caractéristiques  à  une  di n 

sion  (dépendant  de  deux  paramètres)  telles  qu'en  chaque  point  la 
multiplicité  caractéristique  qui  passe  par  ce  point  admette  pour 
tangente  l'élément  linéaire  caractéristique  correspondant  à  ce 
point.  Maison  ne  peut  pas  toujours  regarder  la  multiplicité  inté- 
grale comme  engendrée  par  des  multiplicités  caractéristiques  à 
deux  dimensions  (dépendant  d'un  paramètre),  telles  que  par  chaque 
point  de  l'intégrale  il  en  passe  une  et  une  seule  tangente  en  ce  point 
à  l'élément  caractéristique  à  deux  dimensions  correspondant  à  Cfl 
point. 

//  1  a  donc  toujours  des  multiplicités  caractéristiques  à  une 
dimension,  mais  /><ts  toujours  des  multiplicités  caractéristiques 
à  deux  dimensions. 

23.  Pour  voir  les  choses  d'un  peu  plus  près,  posons 

1  ■  -,  (Oirn,.)-+-nJ2(^i  ^(-r-aotOî-t- a  ,  tUj-(-a;  nj|3-l-a5nT22-t-a6ra23-l- ^:  m  u  ' 
-+-733(^1  tO|-*-  &2u>2-t-  6jtUg-4-6(  nj|3-+-Ô5nTî5-i-6cTnj3-i-  b-  m  .  i 
-I-ctjj2tjT3         (  mod  w,  nj|  ). 
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On  voit  d'abord  que,  par  des  changements  de  notations  permis, 
et  en  changeant  au    besoin   la  valeur  du   coefficient  c,   on   peut 

supposer 

a3  =  b3=  a!t  =  64  =  o. 

Appliquons  l'identité  fondamentale  au  covariant  m\.  La  considé- 
ration des  termes  en 


donne 

celle  des  termes  en 


et         u)!  io.2t»J23 
et         bi  =  o; 


oj.)ro2>ra3:j  et  11)2^-23  ra33 

donne 

a-  =  0         et  b-  =  o. 

La  considération  des  termes  en  w,  t343?ïi23  donne 


(Ji  tO,TO2:J  ) 


d'autre    part    l'identité  fondamentale   appliquée    à   m'  donne,  en 
considérant  les  termes  en  w,  tt:)to.,:j, 


■}.bl:—  o. 


De  même  la  considération,  dans  l'identité  fondamentale  appli- 
quée à  rs't ,  des  termes  en  a)|ranT322  et  celle,  dans  l'identité  fon- 
damentale appliquée  àro',  des  termes  en  uilTs:)n5.2.1  donne 


Knlin  la  considération  des  termes  en  b>atiTa2iïTa3  dans  1  identité 
fondamentale  appliquée  à  m't  donne 

",,  =  O. 

On  peut  aller  plus  loin.  La  considération  des  termes  en  (0,100^,  , 
dans  l'identité  fondamentale  appliquée  à  gj'(  donne 

—  o> . 


('1  b),  io2) 

celle  des    termes   en   to^tOatSj   el   tt>t8Fat3aa  dans  l'identité   fonda- 


-  ,588 
mentale  appliquée  ;t  to'  donne 


=  —  262, 

t- — ! —  =  —  «3  ; 

enfin  celle  des  termes  en   10,  &s:in52.2  dans    l'identité  fondamentale 
appliquée  à  ra',  donne 

62«5  =  o. 

Cela  étant  il  y  aura  trois  cas  à  distinguer  suivant  qu'on  aura 

b{  )  bi  =  o,         a ,       0 

62)  bue  o.         «j=  o: 

63)  6-,  =  0,  C^  =  O. 

24.  Systèmes  en  involution  du  type  b,).   —  On  a  dans  ce  cas 

to3  Tjij  3  -f-  ros(au>2+  6n»22-t-  cws)        •  mocl  73,  nj|  1 
avec 

on  peut  d'ailleurs  toujours  supposer  &=  1  et  aussi  a  =  c  =  o,   ce 
qui  donne 


(.3) 


ra'  =  w,  tïT|   -t-  (uj  bjj  -t-  (113  BT3        (modo), 
rn',  =  (O3CJ13  -t-  nj2  BJjj  (modro,  cii  ). 


L'application  d'un  théorème  général  (n"  l(î,  note')  au  système  de 
Pfaff  rn  =  ttt ,  =  o  montre  que  le  système 

775    —  :    7TT  .   =.   TTTj  —  d  J  =    U)j  ^=   (1)3  —   T7J  |  3  =    "î*  =   <J 

est  complètement  intégrahle.   Donc  les  caractéristiques  (du  pre- 
mier ordre)  d   u/ie   dimension   dépendent   de  huit  constantes 
arbitraires. 
L'équalion 

—h.—  O, 

démontrée  au  numéro  précédent,  montre  qu'tVya  t/e.î  caracté- 
ristiques à  deux  dimensions;  mais  elles  dépendent  de  fonctions 

arbil  ranes. 
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Posons 

-t-  th.j ( a i  0)1  -+-  a2<u2  -t-  a3  w.3  -+-  a^Tjrj^-H  a:iroo2  -+-  26  77*23 -1-2777533) 
(  modw,  nïi,  tjj2). 

On  peut  d'abord  supposer  a3  =  o  en  changeant  crj23  —  *s  ro:s  en 
to2:}.  L'identité  fondamentale  appliquée  à  ra|,  en  considérant  les 
termes  en 

tj)  1  777  j  TH-22i  W2HT3TOJJJ  TJj  j  773^2  T7J2  3,  *E3  Œ*22  "33 , 

donne 

a,  =  o,         a2=o,         a6=o,         a:  =  o. 

L'identité  fondamentale  appliquée  à  rn^  donne,  en  conservant 
les  termes  en  u^  tjj,  3nj22) 

dix)'., 

puis  l'identité  fondamentale  appliquée  à  m'  donne,  en  conservant 
les  termes  en  (0|Gî2^3i 

a3  =  o. 
Il  reste  donc  finalement 

i     TTj'   =  0}|T7Jj     -t-««>2T3î    -+-  CUgSTa  (  1110(1 73). 

Iljl  775,   =  (.)  ,775,-,  -+-  775277Î2  ;  (  «lOfl  775,  77T,  ) . 

f    77j'2  ^  10,77722 -H  a)377J23  H-  0t7TJ3  7n]3  (  mOcl  775,  77J|  ,  7752  ). 

et  l'on  voit  facilement  qu'on  peut  supposer 

7  —  o  ou  1  =  (. 

25.    Les    formules    précédentes    montrent    que    les     équations 

TTj,  =  tbçj  =  o  peuvent  s'écrire  de  manière  à  ne  contenir,  outre  les 
X{,  z.  pt,  que  trois  fonctions  indépendantes  u,  v,  w,  des  /;/*,  a?,-, 
Z,  pi.   Le  système  de  PfafT  77j  =  TTj,  =  7772  =  o  peut  donc  s'écrire 

i   dz   —  px  dx\  —  ]>i  dx%  —  p?,  dxf  —  o, 
(i5)  dp\  -+-  À|  c/.Ti  ■+■  À2  dr2-+-  X2  decj  -+■  À,  rf/?3  =  o, 

'   ûÇps-t-  [J-i  rfa?i  H-  fis  <fr.i  +  ;jl;j  c/r-j  4-  ijii  f/^;,  —  o, 

où  les  X  et  les  jj.  sont  des  fonctions  données  des  o?/,  s,  />,,  a,  »,  u  •. 
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Comme  on  a  d'autre  part 

m'  e=  (o:,T77j  (  morl  m.  to,,  GJ . 

et 

cj'  =  —  dx,  (  À2  dx-2  -+-  X.j  c/.r.j  -+-  X4  d/>3  ) 

—  dx.i  (  a,  dX\  -+-  |x3  rfa?:i  -f-  [jt -,  r/yD.-j  )  —  dx%  dp3 

(  rnod^.  nj|.  ro2  j, 

il  en  résulte  que  le  carré  (symbolique)  du  second  membre  de  la 
dernière  formule  est  nul,  ce  qui  donne 

(16)  —  À;t  [*i  "H  I*)  /  i  —  ^2"H  ,ul  =  O. 

/,e  système  (i5)  es£  équivalent  au  système  en  involution 
donné  ;  en  effet  toute  intégrale  du  système  en  involution  donné 
est  intégrale  du  système  (1 5)  ;  d'autre  part,  le  système  (1 5)  revient 
au  système  obtenu  en  éliminant  u,  t>,  (V  entre  les  équations 

pu  -f-  À|  -f-  Xt/>,3  =  O,  /?u    t     >.,     h  ÀiyW-.:,  =  O.  P\3-¥  À.i  -f-  À;/>33   =  », 

/>1S-»-  }*t+-f*4/t>l*=  O,  />2Î    H  |*S -H  (*4/>ÎS  =  O,  />23+  |*3 -f-   U-;P3A=  O, 

équations  qui  se  réduisent  à  cinq  d'après  la  relation  (  16).  Le  sys- 
tème (  i5)  revient  donc  à  un  système  de  deux  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre  qui  ne  peuvent  être  que  les  deux 
équations  du  système  en  involution  donné. 
Or  les  formules  (14)  donnent 

(M')  •      ro'|   =    W8W1J  ( ItTT,    T7t|,    TTt.,   I, 

(  nj'2  =  to2ra.)2-t-  MsT7i.2AT-  anr3roi3 
ce  qui  montre  que  les  équations 

(17)  XS   =  CJ|   =   THi  -      U  |  "■  M  j  =   QT}j      :  T3j3       :  W|3  O 

sont  complètement  intégrables.  Les  équations  (i5)  peuvent  donc 
s'écrire  de  manière  à  ne  contenir  que  neuf  fonctions  de  xtt  s,  pt, 
//,  r,  tv  (et  les  différentielles  de  ces  neuf  fonctions).  Ces  fonctions 
égalées  à  des  constantes  fournissent  les  caractéristiques  (à  une 
dimension)  du  système  (  1  5).  Si  l'on  choisit  les  intégrales  princi- 
pales du  système  caractéristique  relatives  ài,  =  o,  et  si  l'on  dé- 
signe ces  intégrales  principales  par 

\       \.     /.     I',.     l\.     I\.     I.     V.     \\ 
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le  système  (  1 5  )  s'écrit 

(   dZ   —  P,  dX2  —  P3  dX3  =  o, 
(i5')  dP{  -+-  >-°2  rfX2-t-X«  rfXi  +  Xj  dP3  =  o, 

\    dP2  -f-  fJtg  d\  2  H-  ^  rfX3  H-  [jl9  rfP3  =  o. 

où  les  À*  et  les  p."  se  déduisent  des  X,  et  u.,-  en  remplaçant  x{  par  o 
et  les  petites  lettres  par  les  grandes  lettres  correspondantes. 

Si  donc  l'on  connaît  les  caractéristiques  à  une  dimension  don- 
née par  le  système  (17),  l'intégration  du  système  en  involution 
revient  à  celle  du  système  (io').  Or  pour  intégrer  (  1  5')  on  peut 
poser 

z=/(X2)x3),      P,=/it,      P8=/i,; 

Pt  est  alors  une  fonction  de  X2,  X3  obtenue  en  intégrant  une 
équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  celle  qu'on  ob- 
tient en  éliminant  U,  V,  W  entre  les  équations 

(18)  )   àX,  *'*i*i  ô\3  3  *JX6 

L' intégration  du  système  en  involution  donné  est  ainsi 
ramenée  à  l'intégration  d'équations  différentielles  ordinaires. 
On  peut  remarquer  en  outre  que  si  l'on  connaît  les  caractéris- 
tiques à  une  dimension  du  premier  ordre,  données  par 

m  =  W\  ~  Tïï-2  =  TS3  =  CO2  =  IO3  =  TU|  3  =  TTS22  —  O, 

les  caractéristiques  du  système  (ift)  s'en  déduisent  par  des  diffé- 
tiations. 

26.  Les  fonctions  X",  u."  des  formules  (i5')  ne  sont  pas  arbi- 
traires. L'utilisation  des  formules  (i4')  conduit  à  écrire  le  sys- 
tème (i5')  sous  la  lorme  générale  suivante  : 

I     dï,  I',   rfXï—    I';   '/\,=   O, 

(i5")     .  dP,—  u  dP,  —  vdP3  -+-*,'<  d\2-hKd\:i=o, 

I  dPa    -'K  :d\,  —  <PUi,d\3-ï- *>{dP3  -  <î>"in,  dX2  —  <t>Ud\3)  =  o. 

Dans  ces  formules  (i5")  <ï>   désigne  une  fonction  de  ?/,  e,  X2, 
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\...  Z,  l\.  \'..  I':î,  assujettie  à  satisfaire  à  Tunique  équation 


dvdXt  ~*~     2  Ov  d'L        OuoX.  d'L        du   d\     I'.  /  cMJi 

\>         o'-<\>  d2*  '-'!»  01(t>    \ 

~~~  dû  dv  '  dû     '  "  du  dPj  ~  dVd~f3  "  V  dvdPj 

d?*  /    d2*  ds* 


\d«dP^  "*  "dadP,/ 


.      '  du  dP 

Les  caractéristiques  à  deux  dimensions  sont  données  par    les 
équations 

rft>    —  i*>  rfw  =  o, 

l/\    ;    (V     ClXo   =     O. 

r/Z    -I  P2-+-  (*»P8)rfXj=0, 

r/P,— (F,,-  (vFÏ,p)rfX,  =  o, 

rfp3-  (f;,„-+-  wf;    .  \     o, 

rfPi  -  [  FI,  -  «  F«'  -  "  F«,  +  (V  (  Fi  -  "  F»..  -  "  F!    1 1  '/x?  =  °- 
et  elles  dépendent  de  deux  fonctions  arbitraires  d'un  argument. 

27.    Le  système  (i 5")  est  un  système    de   Pfaffà  neuf  variables 
pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

(19)  8,  =  8,=  ô,-o, 

avec  les  relations 

",        /, /;  (mo.lU1.'l:,03), 


/.</,    '    /.•/.'        "'/.-/.< 


et  la  condition  supplémentaire  que  les  expressions  linéaires 
soient  indépendantes  entre  elles  et  de  0,.  'Jj.  0,.  y,,  /.,. 


df^ 
d6, 


d_6j 

de, 


l'iirlons  réciproquement  d'un  tel  système.  On  peut  lui  faire 
correspondre  d'une  infinité  de  manières  un  système  eu  involution 
du  type  b{)  et  tel  que  les  équations  (19)  indiquent  comment  les 
caractéristiques  à  une  dimension  de  ce  système  doivent  être  asso- 
ciées  pour  engendrer  l'intégrale  générale. 
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On  a  d'abord  en  effet  des  formules  telles  que  les  suivantes  : 

(  ni  o  u  v  j  5  u  .->  ) . 

6's=  /J/.3-+-  63(6,71  -h  è;X2-H  ^X3+  6*X*-^  63 /.o+  As^e) 

On  peut  d'abord  supposer 

«i  =  «0  =  6j  =  o, 
en  remplaçant 

Xi'+a*0Sl     x» —  «j88,     y3  —  6,83 
par 

/.'•    X*i    /.*■ 

L'identité  fondamentale  appliquée  à  Oj ,  en  conservant  les  termes 
en 

donne 

a3  =  o,         at  =  o. 

L'identité  fondamentale  appliquée  à  9,,  en  conservant  les  termes 
en 

XsXsXe*     X*XiX«i 

donne 

62  =0,  64=  o. 

L'identité  fondamentale  appliquée  à  8'2,  en  considérant  les  termes 
en  y  3  y  j^6,  donne 

.  **'       =-63; 

<KX»X«) 

d'autre  part  l'identité   fondamentale  appliquée  à  9j,  en  considé- 
rant les  termes  en  ^YsYûj  donne 

68  =  0. 
Il  reste  donc 

8',-XtX*+»a(«.X.+  *.X.)  (modei,0.,). 

B2  —  y.i  x»  ■+■ e»  ^ 6  >  x«  ■+■  *6  x«  ) 

Par  hypothèse  a5  60  —  65  afl    n'est  pas   nul  ;   on   voit  facilement 
qu'on  peut  supposer 

[  Ô'1=3XiX*"+"e«Xa  (mode,,e2), 

(ai)  8',sxiX8^-88x«  (mod8„8t), 

(   83       /!/■■       X»y*H    ,ni:'-l:-  (modflt,  82,83). 


—  o'J-i  — 

Cela  étant  introduisons  une  dixième  variable  auxiliaire  X  et 
posons 

ts  =  Bi-4-xe,, 

mi  =  6j, 

on  a 

m'—  Xi(X*-+-  ^X»)  "+•  (,*(  /.'■  ~  A/.>  I  ■+■  &»X         (modra). 

Celte  dernière  formule  montre  qu'on  peut  réduire  l'équation 

m  =  o 
à  la  forme  normale 

ilz  —  px  dx\  —  p,  di.,  —  p  .  dx%  =  o  : 

ra,  et  ra2  sont  alors  des  combinaisons  linéaires  de  c/c,  d.vx.  <7.r2, 
o?a?8,  <://?,,  d/?2i  dp%i  qui  dépendent  des  a;,,  z,  pi  et  trois  autres 
quantités  a,  r,  iv.  On  retrouve  d'ailleurs  les  formules  (i4)  en 
posant 

w»  =  X«  •+■  fyC««  M|=—  Xi  W2  =  —  (/.fi-l-  >■/.:,  »,  H»3=Xli 

»I3=X*'  G»2S=XSi  n,SS=X*' 

«  =  m. 

On  est  donc  en  somme  ramené  ainsi  à  un  système  de  Pfafl 

m  =  m(  =  m2  =  o 

avec  les  conditions  (i4)-  Comme  nous  lavons  vu  ce  système  de 
l'fafï  est  équivalent  à  un  système  de  deux  équations  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre  ;  ce  système  est  d'autre  part  en  involu- 
tion  parce  que  pour  toute  intégrale  de  ce  système  on  a  m'  =  <>  et 

par  suite 

ra3  =  po)3, 

où  p  est  une  nouvelle  variable  auxiliaire. 

En  remplaçant  gj3 —  pto3  par  rn:t  les  formules  (l4)  ue  sont  pas 
essentiellement  changées  (il  suffit  de  modifier  nr2t1);  le  système  de 
Pfaflf  entraîne  donc 

ni  =  rn|  =  njj  =  0J3  =  o, 

et  l'identité  fondamentale  appliquée  à  ro'  donne 

Tïl3  =  CO|Tni3-+-  wtwH  (inodiTj.  m,,  (BS)  0V|,  i')3  ). 
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d'où  enfin 

m   ^  u>\  Wi 

-t-  (Jjjdo     -+-  UJ3CT3 

(modes 

, 

m',  = 

U)3TO13 

(modts. 

Uîl 

TU -2 

ra3), 

nj',  = 

OJj  CTgg  -1-  (4J3  TÎT03 

(mocl  m, 

7D|. 

t3o, 

ro3), 

d3  ==  OJj  TIT] 

g  -1-  OJ2nJ23+  w3^33 

(modcr, 

TUl 

gj2 

tn3). 

On  arrive  donc  bien  à  un  système  en  involution  qui  est  évi- 
demment  du  type  b{). 

On  peut  démontrer  que  tous  les  systèmes  en  involution  qui 
peuvent  se  déduire  d'un  même  système  (19)  sont  équivalents  entre 
eux.  vis-à-vis  du  groupe  des  transformations  de  contact  de  l'espace 

\x \  1  Xïi  %3>  %)• 

Les  considérations  des  nos  25  et  26  montrent  de  plus  que  tout 
système  de  PfafF(io,)  satisfaisant  aux  conditions  (20)  peut  se 
mettre  sous  la  forme  (i5ff),  où  <î>  satisfait  à  l'équation  indiquée 
plus  haut. 

28.  Comme  exemple  de  système  en  involution  du  type  bt) 
citons  le  suivant  : 


1     3  '2 


L'intégrale  générale  de  ce  système  est  donnée  par  les  formules 

x3  =  a , 

x-2=  p-/(^i, 

z  =/(a.,p)  +  r?(«)-/£/g,-+- 1  /"(y;.)"rfp]*i-t- J(>î.)'*î, 


Pi=f*+ 


?'(«)+    / /p'/a'p'^M^i. 


où  y  (a,  (3)  est  une  fonction  arbitraire  de  a  et  de  [3,  et  cp  (a)  une 
fonction  arbitraire  de  a.  Les  caractéristiques  à  une  dimension 
s'obtiennent  en  faisant  a  et  (3  constants,'les  caractéristiques  à  deux 
dimensions  en  faisant  a  constant. 
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29.  Systèmes  en  inçolution  du  type  62).  —  On  a  dans  ce  cas 

(n"23) 

73',  =  0)373] 3-^-  to2(anj2-l-  6t33)  -+-  0012103         (modru.  731  ), 

le  coefficient  6  n'étant  pas  nul.  On  peu!,  d'ailleurs  supposera 
réduit  à  l'unité  et  a  à  zéro,  ainsi  que  c.  Il  reste  alors 

(  73'  =  xn\TS\  -t-  w^nj") -t-  W3733         1  ihoiIm  1, 

(     TU,  =  tU3Wi3-t-  UMBJji  (modo»,  T3 

L'application  d'un  théorème  géuéral  (n°  16,  note)  au  système 
de  Plafï  Tïi  =  7TT,  =  o  montre  que  le  système 

(  '±3)  73  =  UJi  =  TU-)  =  7U3  =  Wo  =  W3  =  7313  =  o 

est  complètement  intégrable.  Donc  les  caractéristiques  (du  pre- 
mier ordre)  à  une  dimension  dépendent  de  sept  constantes 
arbitraires. 

L'équation  (n°  23) 


0(u)\  o>2) 


montre  au  contraire  quV/  n'y  pas  de  caractéristiques  à  deux 
dimensions. 

Les  formules  (22)  montrent  (n°  lo,  note)  que  l'équation  ro,  =  o 
dépend  outre  les  x(<  z,  p,  d'une  seule  fonction  u  des  />,*.  -t',,  z,  />,. 
Le  système  tu  =  ra,  =  o  s'écrit  donc 

(   73  =  dz    —pidxi  —  pidxo  —  p3  dXi  =  o, 

|    m,  =  dpx        <t\  dx\  -    CL\  d.r,-  -  11  dr  ■        h  ,  dp%—  6a  <^/>3  =  O, 

où  les  a;  et  6,  sont  certaines  fonctions  des  huit  quantités  ./",.  - .  p, 
et  //.  Toute  intégrale  du  système  en  involution  donné  fournil  na- 
turellement une  intégrale  du  système  (24)  :  mais  réciproquement 
toute  intégrale  du  système  (24)  satisfait  aux  équations  obtenues  en 
éliminanl  u  entre  les  trois  relations 

/'n  "1  hi'\  •  bipxi  -  ". 
pii—ai—bipii  —  b,p%i=  0, 
yw,3—  7/  —  bipa—  b3pn  =  o, 

c'est-à-dire  satisfait  à  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  qui  ne  peuvent  être  que  Les  équations  du  système  en 
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involution  donné.  L'intégration  du  système  donné  est  donc  ra- 
menée à  celle  du  système  (?4)- 
Or,  les  formules 

\    m'   =  W2TO,    -H  W3GJ3 

(22  )  ,  (modnr,  m\  ) 

/   tu,  =  to3 ra13 H-  aj2tn3 

montrent  que  les  intégrales  du  système  (24)  sont  engendrées  par 
les  caractéristiques  à  une  dimension  données  par  les  équa- 
tions (23).  Si  l'on  connaît  ces  caractéristiques,  si  en  particulier  on 
a  déterminé  les  intégrales  principales  du  système  (20)  relatives  à 
X\  =  o,  ces  caractéristiques,  pour  engendrer  une  surface  intégrale, 
doivent  être  associées  de  manière  à  satisfaire  aux  équations  (24), 
équations  qui  peuvent  s'écrire  de  manière  à  ne  contenir  que  les 
intégrales  principales.  On  aura  donc  en  définitive  à  intégrer  le 
système  à  deux  variables  indépendantes 

\  dZ  -  P,dX2—P3dX3  =  o, 

)  rfPi—  agrfX2—  UdXs  —  b%dP%—  b°dP3  =  o, 

où  a\,  6",  b?t  se  déduisent  de  a2,  62j  b%  en  remplaçant  xs  par  o  et 
les   autres   lettres  par  les    intégrales   principales    correspondantes 
(représentées  par  les  mêmes  lettres  majuscules). 
Or,  l'intégration  de  (24')  est  immédiate  :  on  pose 

z=./,x2.\3».       Pi-A,,       p3=/x,> 

et  l'on  a  P4  par  I  intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  obtenue  en  éliminant  U  entre  les  deux  rela- 
tions 

dP 

âP 

En  définitive  l'intégration  du  système  en  involution  revient  à 
l'intégration  du  système  complètement  intégrable  (i'$)  et  à 
celle  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

30.  Le  système  (24')  est  uu  système  de  deux  équations  de  Pfafi 
à  sept  variables.  Prenons  réciproquement  un  système  quelconque 
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de  deux  équations  de  Pfaff  à  sept  variables 

(25)  e1  =  e2=o. 

On  démontre  et  nous  admettrons  que  H\  et  81  peuvent  être  mis,  en 
général,  sous  la  forme 

(26)  j  J*"'XiX»-+-XtX4       (modèle,). 

I  e2«XiX*-»-XsX« 

Nous  allons  montrer  qu'on  peut  déduire  de  ce  système  un  système 
en  involutioi)  du  type  62)  tel  que  le  système  (25)  indique  comment 
doivent  être  associées  les  caractéristiques  de  ce  système  en  involu- 
tion  pour  engendrer  une  multiplicité  intégrale. 

Posons   en   effet,   en    introduisant    une   huitième   variable  auxi- 
liaire X, 

m  =  0,-t-XO,; 
on  a 

(27)  m       ■/,( y ,-+-  )/■,  \  -+-  /ïi/j,  -+-  X/_5)  -4-  //»:        (modro), 
où  y  est  de  la  forme 

—  d'K  -4-  ?I/1-H  a2X2-l-  «3X3-»-  «4X*-1-  a«XS"+"  a6^2- 

L'équation  h::o  est,  d'après   la  formule  (27),  réductible  à  la 
forme  normale 

(  28)  '/.-  —  p,  //.Vf  —  pn  f/.r2  —  pt  dx ,      o; 

cette  réduction  étant  supposée  effectuée,  les  expressions  83,  y.  y,, 
'/j,  '/ i  +  >*'/  h  /  1  +  ''y  5  sont  des  combinaisons  linéaires  des  dx,,  dz 
et  dpi.  On  ,1,  <Mi  particulier,  pour  l'équation  8a=  o  : 

(29)  dpx  —  <7|  dr\  —  a-2  drz  —  u  dx%  —  />2  dp2  —  bt  d/>^  =  o, 

où  les  coefficients  «,,  a2,  !>•>,  bA  sont  certaines  fonctions  des  . 
pi  et  u.  Le  système  formé  par  les  équations  (28)  et  (29)  est  équi- 
valent à  un  système  de  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre,  z  étant  la  fonction  inconnue  de  #,,  x-±.  ./•;,.  (Je 
système  est  en  involution  du  type  6j),  car  on  retrouvera  les  foi- 
mules  (22)  si  l'on  pose 


73=0,-, 

m,  =  0,. 

/■<   ■     '''/  ■    -):'Y." 

ro:t=  X*"*-^X«i 

0»18=  /... 

'"'  =  X^ 

("2=   /.Il 

«»>•  =  X»~  */.'• 
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On  démontre  que  tons  les  systèmes  en  involution  qu'on  peut 
déduire  d'un  même  système  ('i5)  satisfaisant  aux  relations  (26)  sont 
équivalents  entre  eux  vis-à-vis  du  groupe  des  transformations  de 
contact  de  l'espace  (.r, ,  cc2->  x*i  s)- 

[I  résulte  de  ce  qui  précède  que  tout  système  de  Pfafl  de  deux 
équations  à  sept  variables  peut  se  mettre  sous  la  forme  (24'),  ou 
'a",  b?,  et  b°3  sont  des  fonctions  quelconques  de  X_,,  X;, ,  Z,  P,,  P3, 
P:t,  U.  Par  suite  on  peut  par  l'intégration  d'équations  différen- 
tielles ordinaires  déterminer  tous  les  systèmes  en  involution 
du  type  62). 

31.  On  peut  prendre  comme  exemple  le  système  en   involution 

PiZ=o,  Pi  —  {Xi->rptt)ptZ^ 

dont  l'intégrale  générale  est 

z  =  xzf(xu  a?2)  -+-<?( x%)  -t-  /  fxJ'Xidxx 

avec  une  fonction  arbitraire  y*  de  x,,  r2,  et  une  fonction  arbitraire 
9  de  .r2.  Les  caractéristiques  à  une  dimension  s'obtiennent  en  fai- 
sant .r,  et  x2  constants.  Les  éléments  intégraux  caractéristiques  à 
deux  dimensions  sont  donnés  par  l'équation  non  intégrable 

f'ydXl 

ax2 — TT  =  °- 

Les  équations  des  caractéristiques  à  une  dimension  sont 

T\  =  «!,         .r2  =  a2>         2  =  b3x3-v-  c. 
pi  —  —  (x3-h  a3),  /?2=  a3x3-+-  b2,  P3=b$- 

32.  Systèmes  en  involution  du  type  b:i).  —  On  a  dans  ce 
cas  | u"  23) 

ru',  =  Qj-jGîi  i  -^-  au^nio-t-  6nj2n73         (raotltn.  xzi  ). 

En  prenant  ro,  —  a^  comme  nouvelle  expression  ttj,,  ci  en 
changeanl  nj13,  on  a 

73.  =  u^tn!-   -ArajTTj;)  (modïB,  tBj). 
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Le  coefficient  b  est  nul  ;  il  suffit,  pour  le  voir,  d'appliquer  l'iden- 
tité fondamentale  à  mK  en  ne  considérant  que  les  termes  en  to2 133^22 • 
Par  suite  ou  a 

(  ts   ^  cj,  toj  -1-  (ja.)7TTo  —  W3CT3         (moder), 
(3o)  i 

I  tz\  =  cjo37jji3  (modtu,  Wi). 

Ces  formules  montrent  que  le  système 

777  :=   T7St  =  nT2  =  GXj  =   tl>)  =5   CO3  =   Ofg=:  <) 

est  complètement  intégrable,  autrement  dit  (jue  les  caractéristi- 
ques à  une  dimension  [du  premier  ordre)  ne  dépendent  que  de 
sept  constantes  arbitraires,  comme  dans  le  cas  du  type6a).  Mais 
d'autre  part  il  existe  des  caractéristiques  à  deux  dimensions, 
comme  dans  le  cas  du  type  b,  ). 

Le  système  w  =  ro,  =0  est  équivalent  au  système  en  involution 
donné;  l'intégration  s'effectue  comme  dans  le  cas  du  type  62). 

A  chaque  système  de  deux,  équations  de  Pl'all  à  -ept  variables 

6,=  e2  =  o, 

tel  que  l'on  ait  des  écpiations  de  la  forme 

(mode,.  0,  1. 

6-2  =  /j  /,. 

on  peut  faire  correspondre  un  s\stème  en  involution  du  type  / 
en  introduisant  une  variable  auxiliaire  À  et  posant 

œ  =  8i-t-  X6»,        cjj  =  9j. 

Citons  comme  exemple  le  système 

Pi\  =/>«=  o 

dont  l'intégrale  générale  esl 

a  =  rt/i  f,)       •.  1  n,  a?»), 
et  le  système 

dont  l'intégrale  générale  esl  donnée  par  les  formules 

*   -    rl   LA*)  —  */(»)-+■    ,^a"r2        ■+■?(«!  »t)' 
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Dans  le  dernier  exemple  les  caractéristiques  à  une  dimension 
sont  obtenues  eu  faisant  a  et  x-2  constants,  les  caractéristiques  à 
deux  dimensions  en  faisant  a  constant. 

33.  Dans  tous  les  systèmes  en  involution  des  types  b)  il  existe 
des  caractéristiques  à  une  dimension  dépendant  de  sept  ou  huit 
constantes  arbitraires.  D'après  la  méthode  générale  que  j'ai  appli- 
quée en  détail  aux  systèmes  en  involution  de  deux  équations  aux 
dérivées  partielles  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes, 
la  nature  des  opérations  nécessaires  pour  obtenir  ces  caractéristiques 
dépend  de  la  structure  du  plus  grand  groupe  de  transformations  de 
contact  <pii  laisse  invariant  le  système  en  involution  donné.  Les 
opérations  nécessaires  pour  ramener  l'un  à  l'autre  deux  systèmes 
équivalents  sont  d'ailleurs  les  mêmes.  C'est  ainsi  que  si  un  système 
en  involution  est  réductible  par  une  transformation  de  contact  à  la 
forme 

celte  réduction  (et  par  suite  l'intégration  du  système)  s'effectue 
par  dix  quadratures.  Ces  mêmes  quadratures  donnent  les  carac- 
téristiques. 


IV.    —    Les  systkyiks  en   involution   de  trois   équations. 

34.   Il  y  a  cinq  types  de  systèmes  en  involution  de  trois  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Pour  les  systèmes  du  type  a),  on  a 

ttt'  =  (U|  Tij]  -h  u»ra.,+  U)87JJ3  i  imnlcj  ), 

tjj',  s  co,  7nu  (modra,  ttji ,  ro2,  ra3  ), 

I  73 2  =  (x)2nj->o  ( modt«j,  roi,  nij,  733 ), 

!     0*3  =  W3III33  (ITICkIuï,  777],  TTT2,  w>  ). 

L'intégrale  générale  dépend  de  trois  fonctions  arbitraires  d'un 
argument. 

Il  va  en  chaque  point  d'une  multiplicité  intégrale  trois  éléments 
intégraux  caractéristiques  à  deux  dimensions  définis  respective- 


-  402  — 
ment  par  les  équations 

77J  =  TTT|  —   CTo  =  îi!-|  =  U»i  =  CJu  =  o, 

to  =  cjj  =  ro2  —  CT3  =  (O;  =  CJ22  ==  O- 

CJ  =  73]  =  7JT9  =  d3  =  U>3  =  7ÎJ33  =  O. 

Il  existe  sur  chaque  multiplicité  intégrale  des  multiplicités  ca- 
ractéristiques à  deux  dimensions  telles  qu'il  en  nasse  une  el  une 
seule  par  chaque  point  de  l'intégrale,  celte  multiplicité  étant  tan- 
gente à  l'un  des  trois  éléments  intégraux  caractéristiques  relatifs 
à  ce  point.  Il  suffit  en  eflet  de  remarquer  que  sur  la  multiplicité 
intégrale,  l'équation 

U|  =  o, 

ji;ii  exemple,  esl  complètement  inlégrable.  En  effet  on  peut  sup- 
poser que  sur  celte  multiplicité  intégrale  nr, , ,  ra22,  ro3a  sont  nuls  ; 
il  suffit  alors  de  démontrer  que  le  coefficient  de  w2oj3  dans  to\  est 
nul.  Or,  si  l'on  a 

10  j  =  a  oj2  0)3  -t-  .  .  .  , 
l'identité  fondamentale  appliquée  à  ro,  donne 

(o',  tou  —  ()jf  tn'jj  ==  o         (  moflra,  ni|,  ej5,  m^,  ro',  m\ ,  ro'j,  cj'3  ); 
la  considération  des  termes  en  w.,  (o:,  m, ,  donne  immédiatement 


FI  existe  donc  trois  familles  de  multiplicités  caractéristiques 
à  deux  dimensions,  et  chaque  multiplicité  intégrale  peut  être 
regardée  comme  engendrée  par  une  infinité  [dépendant  d'une 
constante  arbitraire)  de  caractéristiques  de  chacune  des  trois 
familles. 

35.  La  méthode  d'intégration  de  Monge  s'applique  au  système 
en  involution  donné  si,  par  exemple,  l'équation  rn,  =  o  est  réduc- 
tible à  la  forme 

d\  —  WrfU  =  0; 

cela  arrive  si  les  équations  de  Pfaff  des  caractéristiques  de  la  pre- 
mière famille  admettent  trois  combinaisons  intégrables  (il  ne  peut 
pas  y  en  avoir  plus  de  trois).  On  a  dans  ce  cas.  par  un  choix  con- 
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vénal»  le  de  ro,,  w,,  roM, 

tu',  =  u)j  t^h  (modraj). 

S'il  en  est  ainsi,  pour  intégrer  l'équation  on  pose 
V=/(U),         W=/'(U); 
Tir,  devient  identiquement  nul  et  le  système  à  intégrer  se  réduit  ;i 

W  =  Tïjj  ==  ra3  =  O, 

avec 

ro'  es  w,  nr.2  -+-  cj3nj-j  (  mnd  ttî  |, 

cj'2  es  ojora-22  (  modro,  ro2,  TÏJ3), 

ra'3  =  w.iro.,!  (  modra,  nj2,  ^3  !• 

L'équation  775  —  o  se  réduit  à  la  forme 

dZ  —  P2  dX-2  —  P3  d\3  =  o, 

et  le  système  à  intégrer  revient  à  une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  à  une  fonction  inconnue  Z  des  deux  va- 
riables indépendantes  X_>,  X:t;  les  deux  familles  de  caractéristiques 
de  cette  équation  sont  distinctes. 

Si  la  particularité  qui  vient  d'être  envisagée  se  présente  pour  les 
deux  premières  familles  de  caractéristiques,  on  posera 

V  =/(U),  W  =/(U), 

V,  =  ©(U,),        Wi  =  j'.(Ui), 

et  l'intégration  se  ramène  à  la  réduction  de  l'équation  ra  =  o  à  sa 
forme  normale,  ce  qui  exigera  deux  opérations  d'ordre  3  et  1 . 

Si  enfin  la  particularité  se  présente  pour  les  trois  familles  de 
caractéristiques,  on  sera  ramené  à  une  quadrature,  comme  on 
pourrait  le  démontrer. 

36.   Systèmes  en  uivolution  du  type  b).  —  On  a  dans  ce  cas 


0 


77)        =    (•)]  T7T:      —   fij.i  TTÎo  ■+-   (i>3  7U.3 

(mod  ni), 

77Ï,    =                                 "1  |  777, 

(modra,  ttii ,  ro2, 

™.i), 

TïT  2  ==  Wi73j2-r-  li J .,  tt;  ,  , 

(modnr,  bti,  tu2, 

ro3), 

TjTJj  ï=                                                   U)jTiJ33 

(mod  TJT,  TXTi ,  77J2, 

w»). 

-  AOÂ 


L'intégrale  générale  dépend  encore  de  trois  fonctions  arbitraires 
d'un  argument. 

Il  y  a  en  chaque  point  d'une  multiplicité  intégrale  deux  élé- 
ments caractéristiques  du  second  ordre  définis  parles  équations 

777  =  77!  i  =  73,  ==  CT3  =  u2  =  ro12  =  °- 
777  =  77J]  =  775.)  =  "3  =  ,,J3  ==  ^33  ==  O  | 

il  y  a  également  deux  éléments  caractéristiques  à  une  dimension 
définis  par  les  équations 

77J  =  77J]  =  T7J2  =  TTTj  —  U)|  =   U>2  =  775|o  =  777;2  =  O. 
77J  =  T7J]  =  7JJ-2  =  VJ3  =  (1)2  =   W3  =  777]  9  =  CT33  =  O. 

Il  y  a  donc  deux  familles  de  caractéristiques  à  une  dimension  ; 
mais  il  y  a  aussi  deux  familles  de  caractéristiques  à  deux 
dimensions. 

D'abord  en  effet,  sur  une  multiplicité  intégrale  donnée,  on  peut 
supposer  nr)2,  nj22>  ra:)3.  identiquement  nuls.  L'équation  tu3  =  o 
est  complètement  inlégrable  :  cela  se  démontre  comme  pour  le 
type  a).  Il  en  est  de  même  pour  l'équation 

u>2  =  o. 
En  effet,  supposons  qu'où  ait 

ut'.,  =  a  u>]  (1)3  4-...: 

l'identité  fondamentale  appliquée  à  m' ,  en  considérant   les  termes 
en  (o,  a);t77j,2,  donne 

Otti\ 

Ti ;  =  a; 

<){  nT2U)3) 

en  considérant  les  termes  en  (o30)3Ti)32,  on  obtient  alors 


d((037J5.22) 


—  a  ; 


enfin  l'identité  fondamentale  appliquée  à  nr.,  donne,  en  considérant 
les  termes  en  w,  co.iTtt,.,. 


Il  existe  donc  deux  familles  de  caractéristiques  à  deux  di- 
mensions.  Chaque  multiplicité   intégrale  peut  être  regardée 
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comme  engendrée  par  une  in  fi  ni  lé  [dépendant  d'une  constante 
arbitraire)  de  caractéristiques  de  chacune  des  deux  familles. 
Il  existe  aussi  de u.r  familles  de  caractéristiques  à  une  dimen- 
sion :  celles  de  la  première  famille  sont  situées  sur  les  carac- 
téristiques à  deux  dimensions  de  la  première  famille  ;  celles  de 
la  deuxième  famille  sont  les  intersections  des  caractéristiques 
à  deux  dimensions  des  deux  familles  différentes. 

37.  Si  les  équalions  de  Pfafi  de  la  dernière  famille  de  caracté- 
ristiques à  deux  dimensions  admettent  trois  combinaisons  inté- 
grantes, c'est-à-dire  si  l'équation  ra3  =  o  est  réductible  à  la  forme 

dX  -  W  dU  =  o, 

on  pose,  comme  précédemment, 

V  =  /(U),        W=/'(U), 

et  l'on  est  ramené,  par  la  réduction  de  l'équation  w  =  o  à  sa  forme 
normale,  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  à  deux  variables  indépendantes,  admettant  une 
famille  double  de  caractéristiques. 

Si  c'est  l'équation  ra,  =  o  qui  est  réductible  à  la  forme  nor- 
male 

d\'  —  X\dU  =o, 

on  est  ramené  encore  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  à  deux  variables  indépendanles,  mais  à  caractéris- 
tiques distinctes. 

Si  les  deux  cas  qui  viennent  d'être  considérés  se  présentent 
simultanément,  on  est  ramené  à  la  réduction  de  l'équation  rn  =  o 
à  sa  forme  normale  6?Z  —  P2û?  K2  =  o. 

37.  Systèmes  en  involution  du  type  c).  —  On  a,  dans  ce  cas, 


(3) 


m'  =ojiCJ|    -H  oj3t32   -+-  ^3^3  (mode!), 

cj'i  =  w.jUîn  (moclro,  xs\,  nj2,  11J3), 

tn2  =  co2TO|3 -+- to3cj23  (modro.  raj,  cj2,  &:i), 

m'-,  —  Cû]  ro13-(-  Ui2TSç,3-+-  CO3CJ33  (modcï,    C5t,   T32,   TU3). 


L'intégrale  générale  dépend  encore  de  trois  fonctions  arbitraires 

d'un  argument. 
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Par  chaque  point  d'une  multiplicité  intégrale,  passent  un  élé- 
ment intégral  caractéristique  à  deux  dimensions  défini  par  les 
équations 

77J  =  17T  t  =  775-2  =  ŒJ.T  —  ^3  ==  7SJjjS=  O 

et  un  élément  intégral  caractéristique  à   nue  dimension,   contenu 
dans  le  précédent  et  défini  par  les  équations 

77J  =   Tïïi  =   T7J2  =   C.3  =   W2  =    t'>3  =    W|;|  =   775^3  =  O. 

Il  existe  ici  une  famille  de  multiplicités  caractéristiques  à  deux 
dimensions.  Sur  une  multiplicité  intégrale  donnée,  on  peut,  en 
effet,  supposer  txt, 3 ,  îtï;,:,,  rrj3:t  identiquement  nids  ;  soit  alors 

L'identité  fondamentale  appliquée  à  775',,  en  considérant  les 
termes  en  u>|  a>2TO,  3,  donne 

ôts\  dm\ 


d(xniuii)        t>(77j3w2) 
en  considérant  les  termes  en  co:)(o,  tjj2;»,  on  oblienl 

en  considérant  les  termes  en  o»,  to,  ra, ,,  on  obtient 

Ors1.  ■.  t/ra', 

— 1 = —  =  o. 

d(oj2nJ33)        c*(tu3(o,  | 

L'identité   fondamentale   appliquée    à    mi,    en    considéranl    les 
termes  en  tu,  (Oam33,  donne 

Otb\  ,  dru!, 


d(tO!T323)  c*(rj3o),) 

en  considérant  les  termes  en  oj|(0|  ra,,,  on  obtient 
i)w'.,  ;  dra2 

d(U),TiJ33)  d(733W,) 

L'identité   fondamentale   appliquée    à   ttj'3,     en    considéranl    le^ 
termes  en  w,  (0;>  TO;t:t,  donne 

f'771  (  ''777.,   , 


7j(  W 2  77*3-,,)  t'(  «0,77133) 
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En    ajoutant  enfin,    membre    à    membre,    les   six    relations    qui 
viennent  d'être  obtenues,  il  vient 


Autrement  dit,  sur  la  multiplicité  intégrale,  l'équation  w3  =  o 
est  complètement  intégrable. 

Il  existe  donc  une  famille  de  multiplicités  caractéristiques  à 
deux  dimensions  telle  que  chaque  multiplicité  intégrale  soit 
engendrée  par  une  infinité  (dépendant  dune  constante  arbi- 
traire) de  ces  caractéristiques. 

38.  Il  existe  des  simplifications  dans  l'intégration  analogues  à 
celles  qui  ont  été  examinées  dans  les  cas  précédents.  Mais  il  y  a 
ici  un  cas  particulièrement  intéressant,  c'est  celui  où  les  équations 
de  Pfafr  des  caractéristiques  à  une  dimension 

(4  )  TU  =  dj  =  T7T2  =  tï?3  =  tt)2  =  W3  =  *&l3  ™  ^23  ==  O 

sont   complètement  mtégrables;    ces   caractéristiques    dépendent 
alors  de  huit  constantes  arbitraires. 
Posons,  dans  ce  cas, 

bj'j  =  1037313  -hTn3(alu)\  -+-  a2co2-}-  a3 m3-+-  a^xjs^-h  ar,mri-±-  a6nj33  ) 

gj2  =  Q)2rai3-f-  i03tn23  -+-  w3(  &ia>|  -+-  62oj2  -t-  b3m3-\-  b^m^-h  è5nï23  -4-  b6&33  ) 

(modnj,  TXTi,  tn2). . 

On  peut  d'abord,  en  changeant  de  notations  pour  gj2,  tos,  w,3, 
nj23>  supposer  que  l'on  a 

a3  =  a4  =  63  =  b;  =  o. 

L'identité  fondamentale  appliquée  à  tu',,  en  considérant  les 
termes  en  <o,  to2  T323  et  wa  7ït2S  w33,  donne 

aj  =  o,         ag  =  o. 

On  a,  par  hypothèse, 

dm',  q 

— —   =  n; 
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les  équations  obtenues  dans  le  Dtiméro  précédent  donnent  alors 

dm ,  dxs  \ 

C(cî3ui|  )  —  à(m3ix),  )  ~ 
c'est-à-dire 

6j  =  a-2  =  o. 

L'identité  fondamentale  appliquée  à  tb'2,  en  considérant  les 
termes  en  ro,  wi;i  m33,  et  en  tenant  compte  de  ce  que,  par  hypo- 
thèse, oj2  ne  contient  pas  de  terme  en   w,nj33,  donne 

bu—  o. 

L'identité  londaineiitale  appliquée  .1  bt',,  en  considérant  les 
termes  en  io(  gji3  nj23,  donne 

+  a.i  =  o  ; 


rJ((o,Tn,,  ) 


l'identité  fondamentale  appliquée  à  ra',  en  considérant  les  termes 
en  o>,  nj3nra3,  donne  ensuite 


=  o; 


>){  t.J  1  TU  2  (    ) 

on  en  déduit 

a  ,  —  o. 
On  a  finalement 

Icj'  =  ai!  X3i  -+-  to2nj.2-t-  aj3nj3  (modes), 

BTj;=l03GJ13  I   MluiluJ.   O  |  .    GJ»;, 

gj2  ==  a>2GjI3-l-  a)3nji3-i-  nj3(aw2  -1-  6GJ23)         (moilra,  ni!,  njj); 

réciproquement,  les  formules  précédentes  entraînent  la   complète 
intégrabilité  du  système 

(4)  m  =  cj]  =  raij  =  (u2  =  (Dj  =  ra3  =  ra13  =  nj23  =  o. 

39.    Le  système  en   involution    donne  e>i   équivalent    au    sys- 
tème 

m-  m,-  m.,=  o, 

lequel  s'écrit  sous  la  forme 

ilz  —  /;,  f/./'i  —  p.,  dx,  —  p3  dx3  =  o, 
<7/j,  -  a  dp.\—  b\  dx\  b\  dx%—  bt  dxt  =  o, 
J/>.2  —  j.  dpi  -  [i,  </.*•,       jj,  </.r2  —  p8  </j-3  =  o, 
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où  les  coefficients  a,  a,  0;,  (3/  dépendent,  outre  les  x,-.  z  et  p,-,  de 
deux  quantités  nouvelles  u  et  v.  L  élimination  de  u  et  v  entre  les 
six  équations 

pu—  apn—  àt=  o        (»  =  i,  a,  3), 

PS/—  «Psi—  P/=-0  (1  =  1,2,3), 

qui  se  réduisent  à  cinq,  conduit  à  trois  équations  aux  dérivées  par- 
tielles qui  ne  peuvent  èlre  que  les  équations  du  système  en  involu- 
tion  donné. 

Les  équations  m  =  ro,  =  m2  =  o  peuvent  s'écrire  de  manière  à 
ne  contenir  que  les  intégrales  premières  du  système  (4).  Si  l'on 
introduit  les  intégrales  principales  relatives  à  x,  =  o,  ce  système 

devient 

dl  —  P2  dX2  —  Ps  dX3  =  o, 

dPy  —  a«  dP3  —  b\  dX,  —  b%  dX3  =  o, 
d\>2—  aorfP3—  (3»rfX2—  p»rfX3=o. 

On  voit  facilement  que  l'intégration  de  ce  système  revient  à 
celle  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième 
ordre  à  une  fonction  inconnue  Z  de  deux  variables  indépen- 
dantes X^  et  X3,  et  à  celle  d'une  équation  aux  différentielles 
totales  complètemenl  intégrable. 

40.  Les  formules  (5)  peuvent  être  ramenées  à  l'une  des  formes 
suivantes  : 

(6)  K  =  x/."-  (modej,  e8,  e3), 

(7)  ei  =  xx«  (mode,,  es,  e3), 

(  &8ssXX8-*-XiX* 

avec  la  condition  complémentaire  que  le  système  ôt  =  92  =o  ne 
puisse  pas  s'exprimer  au  moyen  de  moins  de  sept  variables. 
Réciproquement,  un  système  de  Pfafl 

(8)  6,  =  os=e3=o, 

satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  peut  toujours  être  regarde 
comme  provenant  d'un  système  en  involulion  du  type  considéré. 
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Considérons  d'abord  le?  formules  (6),  et  posons 

(9)    j  J'.-xXi  +  «.Cx  +  «.x.+«.3U+«.x»+-*»)      (mode1)6î). 

L  identité  fondamentale  appliquée  à  6',  donne,  en  considérant 
les  ternies  eny2y  :/,. 

a3=  o: 
on  a  de  même 

b,  =  o. 
On  trouve  de  même 

—   -+-  a-,  =  o.  — —  h-t  =  o. 

ce  qui  donne 

b3  =  —  a,. 

Par  hypothèse,  la  valeur  commune  de  6:t  et  de  — a-,  n'est  pas 
nulle,  et  on  peut  la  supposer  égale  à  i.  On  peut,  de  même,  en 
changeant  les  notations,  supposer 

a  =  ct\  =  a.2  =  b  =  b\  =  b2  =  o. 

On  a  donc  finalement 

\  O'i-XXi   -  9«X«        (mode,, 6,), 
(6')  «t-XX"    +  °</:         MnodO,,e2). 

'  9s;     XiX«+X«X»        «  »'0<I9|.  8»,  8,). 

Cela  étant,  posons 

tu  =  8[  -j-  X62, 

en  désignant  par  X  une  variable  auxiliaire  nouvelle.  On  a 

ra'=  X(X»-+"  ^XO  +  M^X»—  X*)-+-M-  dk-h...)         (modra). 
L'équation  ro  =  o  est  donc  réductible  à  la  forme 

(h.    -  />,  dx\  — />,  da'n  —  />;)  dx3  —  o. 
Si  les  équations  (8)  sonl  vérifiées,  on  aura  les  équations 
nj  =  rai  =  njj  =  03  ss  o, 


en  posant 


tBi=0|,  ra2r  ro3= /j -+- A/2-i- [ji/_, 

"M         'ï> W|=X*-  ^Xi«  '"3"      /• 
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îl  en  résulte 

(modnr.  m{,  m,,  rn3), 
tt!3  ==  —  oj2  /_.>  —  ;jia);j  ^3 

et,  par  suite, 

7n'3  =  m ,  y_2  —  Hw2  /.(  -i-  w3  (  —  d\x  -f- .  .  .  )         (  mod  ra,  ra, ,  ts.>,  Tn:i  ). 

Les  formules  précédentes  prouvent  que  ;  satisfait  à  un  système 
en  involulion  pour  lequel  on  a 

nJu  =  T3i2  =  trr j3  -f-  roo?  =  o, 

et  qui,  par  suite,  est  du  tjpe  c).  De  plus,  le  système  de  Pfaff  des 
caractéristiques  à  une  dimension  est 

6j  =  o,  =  e3  =  x  =  /.'  =  /-2  =  â3  =  x*  =  °  ; 

ces  caractéristiques  dépendent  de  huit  constantes  arbitraires,  et  les 
équations  (8)  indiquent  comment  elles  doivent  être  associées  pour 
engendrer  une  multiplicité  intégrale. 

■il .  Dans  le  cas  des  formules  (7),  le  raisonnement  est  identique. 
Les  coefficients  a/,  bi  des  formules  (g)  satisfont  aux  conditions 

a:i  =0,  bi—  o, 


et  l'on  peut  supposer  qu'on  a 

L  8i  =  XXf+_°8(aiX«-f"a2X2+a*X*)        (modo,,  82), 
(7')  ■    6'2  —  XXs  +  8«  ( *i Xi  ■+"  b*-  Xa  +  64 X*  )         ( ni0'1  en  e« )i 

!  8'g.=  xX8-+-X«X*  (mod8„8s,  8„); 

les  coefficients  a-,  et  64  n'étant  pas  nuls  tous  les  deux. 

Citons  comme  exemple,  dans  le  cas  des  formules  (6),  le  système 
en  involution  obtenu  en  éliminant  //  entre  les  équations 

1 

P\\=     ,  M*/>88) 

4 

/>12  =    7  I^.Ty-h   -   M.3/?;,, M2:r3, 

,  ■>.      ^  1 

j5ll+/ljj=  «sa"i-+-  -  u*p9i—  2UX9, 

I     . 

/>23  =    -  «^1  -•-   "/>33  —  3"3- 

xxxix.  28 
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L'intégration  de  ce  système  revient  à  celle  de  l'équation 

p  X3-t-3P.23  ,     P«(X8-l-P>8)/.,     ,     p        .  Po^X,—  P-j3  I- 

«222 p "223 -* p] (  I  -+-  '   23.W Hl '   333  —  °i 

r33  r33  r33 

où  les  variables  indépendantes  sont  X2  et  X3. 

42.  L'intégration  du  système  (8)  se  simplifie,  dans  le  cas  des 
formules  (7),  m  l'une  des  équations  de  ce  système  est  réductible 
à  la  forme 

dV  -  W  dV  =  o  ; 

celle  équation  peut  toujours  être  supposée 
Oj  =  o        ou        02  =  o. 

Dans  le  second  cas,  une  fois  intégrée  l'équation  82  =  o  par  les 

équations 

V=/(U),        W  =  /'<U), 

on  est  ramené  à  intégrer  le  système 

0,  =  88=o 
avec 

^S//-'  (moclO.,0,,. 

L'équation  0,  =  o  est  réductible  à  la  forme 
d'L  —  P  dX  —  Q  d\  =  o 

et  l'équation  0:1  =  o  à  la  forme 

d?  -4-  u  dQ  +  zdX-h$  d\  =  o, 

où  a  et  ^  sont  des  fonctions  u,  X,  Y,  Z,  1*,  Q.  On  a  finalement  à 
intégrer  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  à 
caractéristiques  confondues. 

Dans  le  premier  cas,  on  a,  dans  les  formules  (7'), 

a>  =  a^  =  O 

et  le  système 

e1  =  e2=oa=/.  =  x,  =  o 

est  complètement  intégrable. 

Considérons,  dune  manière  plus  générale,  le  cas  où,  parmi  les 
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équations 

(10)  8,  =  8ï=e3=x  =  Xi  =  Xs=° 

des  caractéristiques  à  deux  dimensions,  il  y  a  cinq  combinai- 
sons intégrab/es,  un  tel  nombre  ne  pouvant  d'ailleurs  pas  être 
dépassé.  Nous  allons  voir  que,  dans  ce  cas,  le  système  en  invo'u- 
tion  s  intègre  par  des  équations  différentielles  ordinaires. 

43.  Prenons  d'abord  le  cas  des  formules  (  6').  On  a,  dans  ce 
cas, 

d'A'       =  ,  &ù       =      dti      =  0 

d(XaX*)        ''         d(XsX*)       ^(XaX*) 

La  première  équation  a  été  démontrée  plus  haut;  les  deux 
autres  s'obtiennent  en  appliquant  l'identité  fondamentale  à  9j  et  à 
9'2,  et  en  annulant  les  termes  en  7 '/:!'/, • 

Il  résulte  de  là  que,  parmi  les  quatre  équations  (jo),  les  seules 
combinaisons  intégrables  possibles  sont 

in)  o,  =  e2=  o3=  x.i  =  x?=  o. 

Supposons  donc  le  système  (î  i)  complètement  intégrable. 
Le  système  en  involution  est  équivalent  au  système 

(12)  e,  =  e2=83  =  e4  =  o, 

où  l'on  a  posé 

84=  /,2  —  X/ 1 , 

À  désignant  une  nouvelle  variable  auxiliaire.  On  a,  d'ailleurs, 

(e't^xxi 

(■3)  \}^XLY        ,     v         (mode.,8,,  e8, 64). 

I    63=X'^3+XX4) 

Il  résulte  de  là  que,  en  désignant  par  X,,  X2,  X3,  X4,  X  cinq 
intégrales  premières  indépendantes  du   système  (11)  ('),  le  sys- 


(!)  L'intégrabilité  complète  du  système  (11)  est  d'ailleurs  une  conséquence  des 
formules  (i3). 
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tème  (12)  est  de  la  forme 

dXi—  Y,  dX  =  0, 

rfX2 —  Yj  dX  =  o, 

rfX8-     V;'/\    =0. 

rfX4-    Y4a?X  =  o, 

où  les  X  el  les  Y  sont  des  fonctions  des   intégrales   premières  il  11 
système  complètement  intégrât) le 

e,  =  0,  =  o3  =  (h  =  /,,  =  x  =  /.a  ■+■  *x«  =  <&-»-•••= o. 

Il  y  a  donc  M/ie  relation  entre  les  X  et  les  Y.  Autrement  dit, 
l'intégration  du  système  en  involution  donne  revient^  une  fois 
intégré  le  système  (11),  à  V intégration  dune  équation  de 
Monge 

r,/„    v-     v,     v     v     dXi    '/x*    '/x*    '/xv  , 

(.4)        f  (x,  xtl  x,,  x,,  .»♦.  -5T  »  t^*  -ar-  -asr;  =  •■ 

ii.  Réciproquement,  parlons  d'une  équation  de  Monge  (i4)> 
c'est-à-dire  an  fond  d'un  système  de  Pfafï" 

(i5)  Il  =  Ui=  11*  =  H3=  <». 

avec  les  équations 

n'  =0 
n',  =  qq, 

(16 )  I  modo,  li,,  ll>.  M.  - 

n'3  =  <>i>. 

Les  variables  X,  X,,  Vj,  \:1  \,  sont,  avec  ces  notations,  des 
intégrales  premières  du  système  complètement  intégra ble 

II  =  II,  =    lljr^  na=  a  =0 

qui  jouera  le  rôle  du  système  (1  1). 
Posons 

n'=  u*j(ai0ii-f-  allQ1-+-alîi}2+a,3Q3)-4-...-  ,'1,11,  II,  -  3,11,11,-  3,11,11. 

(modll). 

L'identité  loudamenlale  appliquée  à  II',  en    négligeant   tous    les 
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termes  en  n,  H,,  n2,  n:),  montre  que  l'on  a 

«//. ■=  <*ki         (ïj  k  =  l,  >■,  3). 

De  plus,  la  forme  quadratique 

esl  covariante  pour  toute  substitution  linéaire  effectuée  simultané- 
ment sur  11, ,  n2,  TI3,  sur  £2, ,  Q2j  Q3  et  sur  m,,  u-2,  a3.  Or,  dans  le  cas 
des  formules  Ii3),  il  est  facile  de  voir  que  cette  forme  quadratique 
a  un  discriminant  différent  de  zéro  ;  c'est  donc  une  première  con- 
dition pour  que  l'équation  de  Monge  (i4)  corresponde  à  un  sys- 
tème en  involulion  du  type  étudié  dans  le  numéro  précédent.  On 
peut  encore  exprimer  celte  condition  en  exprimant  que  le  hessien 
du  premier  membre  F  de  l'équation  de  Monge,  regardé  comme 
fonction  homogène  de  rfX,  dX.t,  dJL2,  aTX.3,  rfX,,  n'est  pas  iden- 
tiquement nul,  en  tenant  compte  de  cette  équation. 
11  résulte  de  là  qu'on  peut  supposer 

(17)  n'==n1a,-+-njQ2H-n8Qa      (modn), 

car  on  peut  aisément,   en  changeant  de  notations,   mais  sans  alté- 
rer les  formules  (  16),  annuler  les  coefficients  a,0  et  [3,-. 
Cela  étant,  cherchons  à  remonter  aux  équations 

0,  =  Bs=  B8  =  o. 

D'abord,  le  système 

0,  =  9S  =  0 

sera  de  la  forme 

ri  =  o,       11,  -1-  «n,  4-  i'ii,,=  o; 

on  pourra  prendre  la  troisième  équation  de  la  forme 

ri  !  —  iv  n3  =  o. 

Nous  allons  exprimer  qu'en  tenant  compte  de  ces  trois  équa- 
tions, les  covarianls  bilinéaires  de  0,  et  de  92  n'introduisent  que 
trois  expressions  de  Pfafî  y,  y,.  7a),  combinaisons  linéaires  des 
II  et  des  Q,  et  que  le  covariant  de  03  introduit,  en  outre,  deux  nou- 
velles expressions  de  Pfaff  y  :1.  y,  |,  dont  une  seule  (y>:,  -1-  Ay^,  )  est 
une  combinaison  linéaire  des  II  et  des  ii. 
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Posons  donc 

o1=n,       o2=  n3-+- «n, -neii,,       o,=  n,  — tvii,. 
On  a 


(18) 


B'jSsnJûa+wQ,—  l~^uwii.  |  (mode,,  6,,  63), 

0'2  =  Q  (  Q,  -i-  M 12,  -+-  ç  Qj  )  h-  n3  /  —  iv  du  -+-   l-r~  "tv  dv  ■+• .  . .  j 


Il    faut   d'abord   que    0'2    s'annule  en    même    temps   que    n3    et 


il,  4-  (vQ, Q2.  Il  en  résulte 


I  -r-  «W 
V   = : 


c'est-à-dire 

(19)  «2-f-  !>*-(-  1  =  O,  IV  =  «. 

11  faut  encore  exprimer  que  0!,  n'introduit  que  deux  expres- 
sions de  Pl'aff. 
Pour  cela  posons 

(  n',  =  qq,-!-  n,Qn-+-  n\o12+  ii:,qi3 
(20)  ]  n2=sQQ,+n1QSi  +  n2i>22-H  n3Qo;!      (modn), 

f    II3=Î2Q3-+-  Il,i23,+  Il2Û32+  H3ti33 

où  les  Qi/t  sont  des  combinaisons   linéaires   de  Q,  II,,  £22,  &*i  H 1 , 
On  a  alors 

8'2  =  û(a34-Mû,  +  ^û2)  -4-  n3[«2Q,,-+-  «p(û,,-(-ûï1) 

-+- t>2  i222 -+-  tt(û,3-+-i231) 

-+-  ^(û23-+-û32)  -+-  Q33]         (modO,,  62,  0S). 

Il  faut  donc  que,  en  négligeant  dans  1rs  Q,*  /es  termes  en 
Q,  n,,  n2,  II 3,  l'expression 

«2£2,,  -+-  «t>(Q12-f-  Û]j)  +  (^ûîj-t-  «(ûi3-l-  û3|)  4-  ^(Ûî3-|-  ûsî)-t-  û:)3 

soi:'/,   (/urls  que  soient  u  et  v  satisfaisant   à   u2  -+-  v'2  -+•  1  =  o, 
proportionne/ le  à 

«Q, -+-  «>£22  -+-  Q3. 
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En  d'autres  termes,  si  l'on  pose 

12/,'  =   aa\  Qj  -1-  ûtf/8  M2  "+~  aiii  ^3> 

Qy  -+-  Qjt  =  2  a/yl  Q,  -t-  2 aiy-2  ^2  -4-  2  atjZ  Q3, 
î  aura 

'j-iii  =  xkki  =  h 

(2«)  I  (i,J,k  =  l,  2,  3). 

a,7/,  =  o 

Dans  ces  formules  i,  J,  k  désignent  trois  indices  différents,/; 
et  m;  des  quantités  arbitraires. 

Il  résulte  de  là  certaines  restrictions  nouvelles  pour  V équation 
de  Monge  (i4)-  Si  elles  sont  réalisées  on  aura 

0'1sn3(Q3+  uQt-hviî2) 

,      r  rmode„e„e,). 

6'2  =  [Q  -+■  (m3-h  umi-h  t>m2)Il3]  (  Q3 -+-  uQi-h  t>S22) 

On  aura  enfin 

ft'gSïOfQt—  u2.,)  +  n3(rfH+...)         imod»,,es,  6,), 

el  ces  formules  sont  effectivement  de  la  forme  (6).   De  plus   le 
système  (t  i)  correspondant  est 

6,  =  o,=  o3  =  q  =  n3  =  o, 

c'est-à-dire  le  système  complètement  intégrable 

n  =  rii  =  n2  =  n3  =  a  =  o. 

Donc  toute  équation  de  Monge  (i4)>  à  hessien  différent  de 
zéro,  et  satisfaisant  aux  conditions  (21),  donne  naissance  à  un 
système  en  involution  du  type  considéré.  En  réalité  il  y  a  une 
infinité  de  ces  systèmes  qui  correspondent  à  la  même  équation  de 
Monge,  mais  on  peut  toujours  passer  de  l'un  à  Vautre  par  une 
transformation  de  contact . 

En  définitive  on  formera  le  système  en  involution,  d'après  ce 
qui  a  été  dit  au  n°  40,  en  posant 

Tri  =  Il3-+-  «n,-hcII2-4-  Àll. 

TJJ,=   II, 

T7T2  =  n  1  llU3. 

xs3=  Q  -+-  XU3-|-  p(Q3-+-  ui2i  -+-  <•<>,.  1. 
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où  a,  i ',  À,  [A  sont  quatre  variables  auxiliaires,   les  deux  premières 
étant  liées  par  la  relation 

U2  -+-  V 2  -+-  I  =  o. 

Citons  comme  exemple  l'équation  de  Monge 
qui  donne  naissance  au  système  en  involulion 

/>il  —  />:.:!  (  P«  P83  -H  />î8  )  =  °i 
Pit->r pnp%3~>r   -  p\3  =  O. 
Plt-i-pi*P»»=  O. 

L'intégrale  générale  est  donnée  par  les  formules 
x2=  «a?!-+-/(a), 
a  =  a?,  ç(oc)  ~  a?s  <|»(«)  H —  œ§«c-l-  /     /'la)  ep'(a)  -+-  -  ty^ia.)    d%, 

où  .#;>  et  z  sont  exprimés  en  fonction  de  .2",,  .r3,  a. 

15.  Passons  maintenant  aux  formules  (7').  On  a  ici 

d*        =  o,  /M       =  qt,  ^       =6>. 

^vXïX*)  <*(x»x»)  d(x»x*) 

et  par  suite,  si  le  système  (10)  (n°  42)  admet  cinq  combinaisons 
intégrables,  elles  ne  peuvent  être  que 

e,  =  8j  =  83  =  y  =  b^xi  —  <TiX2==o; 

la  forme  de  9'3  montre  que  cela  n'est   possible  que  si  aÀ  est  nul. 
Supposons  donc  le  système 

(■;■■>)  0,  =  62=  03=  y ;  =  ^,  =  o, 

comp lètemen t  in tégrable . 

Le  système  en  involulion  est  équivalent  au  système 

(23)  8,=  6,=  83  =  84=0, 

où  l'on  a  |>um'' 

8*  =  Xt-xX- 
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X  désignant  une  nouvelle  variable  auxiliaire.  On  a  d'ailleurs 

{'==/J;i        ,      ,         (mod0,,02,e3,64), 

Vh  =  /idK+..    ) 

ce  qui    prouve  que  l'intégration  est  ramenée,  encore  ici,   à  celle 
d'une  certaine  équation  de  Monge  (i4)- 

Or  dans  les  formules  (7')  (n°  41  )  le  coefficient  a2  est  nul  comme 
le  prouve  l'identité  fondamentale  appliquée  à  9j,  lorsqu'on  y 
considère  les  termes  en  v,  y2  v4.  On  peut  aussi  supposer  a,  nul, 
de  sorte  qu'on  a 

er,  =  x6i      (modèle,). 

Posons 

"1  —  X.fJ'  +  02(a^  +  o!|/.,t-  a2^:i-(-  a3/j  +  a4Q3-f-  a564)         (mod6,). 

L'identité  fondamentale  appliquée  à  9',  donne,  en  considérant 
les  termes  en  y  y  2  y  :i  et  y  y  2  y  ,, 

a2  =  a3  =  o; 

puis,  en  considérant  les  termes  en  9:t  y2  y  .•,, 

aj  =  o. 
On  a  donc 

(25)  e'i  =  (y :+-*s  0,1(64—  ae2)  +  po,o3       (mode,). 

On  peut  d'ailleurs  changer  les  notations  de  manière  à  supposer 
a2  et  a5  nuls;  quant  à  (3  on  peut  le  supposer  égal  à  o  ou  à  1. 

46.  Supposons  d'abord  fi  =  o.  Le  système  (23)  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

11     n,=  n%=  n3  =  o, 

avec  les  formules 

II'  =QU,  (modU), 

O',  =  0.0.,  (modll.  II,.  II,.  Il3;, 

11:,   =  QQ,  (modn,  li,.  Il,,  il,  1, 

US=QQ3  (modll.  Il,,  II,,  Ils). 
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L'équation  de  Monge  (i4)  se  réduit  ici  à 

dXt  _ 
~dX  -X«' 

et  son  intégration  est  par  suite  immédiate. 
Les  équations  (23)  sont  donc  ici  de  la  forme 

d\.i  —  Xs  dX  =  o, 
c?X2—  Yj  dX  =  o, 
dX3  —  Y3  dX  =  o, 
dX,t-  YkdX  =  o. 

Réciproquement   partons  de  ces    équations  et   lâchons  de  re- 
monter au  système 

8,=  6,=  8,=  o. 
On  aura  d'abord 

(26)  0,  =  Il  =  dXi—  X«dX. 

Posons  ensuite 

^  02  =  dXf,  ■+■  u  dXj  -t-  v  dXi  ■+■  vp  dX, 
|  63=  «,  dXi-r-  \>\  dX2-r-  w\  dX. 

Il  faudra  que  u,  v.  w,  —  >  — -  soient  des  fonctions  de  X,  X,,  \ 

1  '   Mi      u{ 

X3,  X4  et  trois  autres  variables,  d'après  la  forme  même  que  doi- 
vent avoir  les  covariants  h\.    On  a 

6',  =  dX  dXi, 

6',  =  du  dX3  -4-  dv  dX2  -+-dwdX  =  (dv  —  —  du  \  dXt  -+-  (dw  ——dujdX 

(mod8,,e„8,). 

Pour  que  9',  soit  de  la  forme  voulue  y/a,   il    faut  qu'eu  annu- 
lant dX.,  c/X2,  9,,  92.  93,    il   }    ail     une     relation     linéaire    entre 

dv ■  du   et  dw du.    Autrement   dit  on    doit  avoir  une 

U\  K\ 

relation 

(28)  *(«,  v,  w,  X,  X,.  \„  X3,  X»)  =  o. 

et  l'on  doit  avoir  de  plus 

(•29)  Ut<Pu-h  fi*,,-H  iv i*i,.  =  <>• 
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Il  ne  peut  pas  d'ailleurs  y  avoir  plus  d'une  relation  indépen- 
dante entre  m,  v,  w  et  les  X,  car  alors  les  équations  0,  =  02  =  ° 
pourraient  s'écrire  avec  six  variables  seulement,  ce  qui,  d'après 
les  formules  (7'),  est  impossible. 

Finalement  on  choisira  9,,  92,  83  d'après  les  formules  (26) 
et  (27),  les  quantités  X,  X/;  u,  v,  w,  uK,  vK,  wt  étant  liées  par 
les  relations  (28)  et  (29)  dont  la  première  est  absolument  arbi- 
traire, sauf  la  restriction,  facile  à  démontrer,  qu'elle  ne  soit  pas 
linéaire  en  m,  v,  w. 

On  remontera  enfin  au  système  en  involution  en  posant 

13  =  04+  X62, 
et  procédant  comme  il  a  été  dit  au  n°  40. 

Pour  tous  les  systèmes  en  involution  ainsi  obtenus,  les 
équations  des  intégrales  dépendront  d'un  paramètre  a,  de 
trois  fonctions  arbitraires  /(a),  »(«).  ^(a),  de  leurs  dérivées 
premières  f (a),  rf'(a),  à'  (a)  et  de  la  dérivée  seconde  f" (a). 

Ces  systèmes  ne  sont  pas  tous  équivalents  entre  eux  vis-à-vis 
du  groupe  des  transformations  de  contact,  bien  qu'on  puisse 
établir  une  correspondance  univoque  entre  les  caractéris- 
tiques de  deux  quelconques  (Ventre  eux,  de  manière  qu'à 
toute  famille  de  caractéristiques  engendrant  une  intégrale  du 
premier  corresponde  une  famille  de  caractéristiques  engen- 
drant une  intégrale  du  second. 

Citons  deux  exemples.  Le  premier  est  fourni  par  le  système 

(30)  pn  =  pl2—.  pn  —  />22  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  est 

(3i)  z  =xlf(x3)  -4-  -xlf(x3)-hafsy(3ct)  +  ty(xt). 

Le  second  est  fourni  par  le  système 

(31)  pU  =  />12  H-  ~Ph  =/>22-H  2/>i3/>î3—  >PliPS3  =  °» 

dont  l'intégrale  générale  est  déterminée  par  les  équations 

ix3=  axî+/'(a), 
z  =  !  a*ar,j?,+ [«/'(«)— /(<x)]ar, -H  <p(a)a?,-»-»Ka). 
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Les  deux  systèmes  (3o)  et  (32)  ne  sont  certainement  pas  équi- 
valents entre  eux  vis-à-vis  du  groupe  des  transformations  de 
contact,  car  le  système  (3o)  admet  l'intégrale  intermédiaire  du 
premier  ordre 

et  le  svstème  (32)  n'en  admet  pas. 

17.  Supposons  enfin,  dans  les  formules  (25),  fi  =  i ,  c'est-à- 
dire 

8',  =  />.  -+-8,6,         (mode,). 

Le  système  (23)  peut  alors  se  mettre  sous  la  forme 

II'       S2TI,  -^  11,11,         (modll), 

II',  =  L>L>,  |  modll.  II,.  II,.  D,), 

u;  =  <_><»,,  (modn,  n,.  u,,  a,  », 

II',  =  !><>,  (modll.  11,.  D,,  ll3». 

et  l'on  voit    immédiatement  que    l'équation    II  =  o  s'exprime  au 
moyen  des  cinq  intégrales  du   système  complètement   intégrable 

n  =  u~i  =  n2=  n8=  q  =  o. 

Autrement  dit  U  équation  de  Monge  ij)  est  linéaire  par 
rapport  aux  dérivées  et  réductible  à  la  forme 

dXt —  XÀ  dX-i —  \4  dX  —  o. 
Si  nous  voulons  revenir  au  système 

8,  =  0,=  88=o, 
nous  aurons  à  poser 

9t=:  d\i  —  X2</\:!      \,d\, 

62  =  rfX2  -+-  u  dXi  ■+■  v  d\,,  -+-  w  d\ . 

03  =    <l\  ;;  //  |     d\;       \-9\    dX. 

On  montre  comme  précédemment  que  u.  *\  w  doivent  être 
reliés  par  une  équation  non  linéaire  de  la  loi  nie 

F  (a,  v,  il-,  \.  \, .  \  ..  \  t.  \;)  =  n, 

cl  <pie  I  on  a  alors 

F,', -h  u,  F;,-t-r ,!■"„.      o. 
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On  remonte  ensuite  au  système  en  involutîon  comme  il  a  été 
expliqué  plus  haut. 

Tous  les  systèmes  en  involutîon  ainsi  obtenus  peinent  ne  pas 
être  équivalents  entre  eux  vis-à-vis  du  groupe  des  transfor- 
mations de  contact,  comme  il  a  été  dit  clans  le  numéro  précédent. 

Citons  comme  exemple  le  système  en  involutîon 

i 

I        , 

Pi3  —  PnP-22-*-  -a?lj»22-*-  a?2#3/>23-+-  -x\p^z-¥-z  — /?2 X*  —  pzX3=  O, 

dont  l'intégrale  générale  est  donnée  par  l'équation 

'!/(./,  |-H-rs/(a?t)-+-a?a  /  [tp(a?j  )/'(a?i)  —  ^(xi)\  dxi 
-x\  cp (./■,)  -4-  -XiX:it?,'-(xl)-+-      x\  'f(xx). 


48.  On  peut  remar(|uer  que  les  cas  qui  viennent  d'être  éludiés 
(42-47)  sont  ceux  où  les  équations  de  Pfalï'  des  caractéristiques 
à  deux  dimensions 

(  !  [  |  T7i  —  xïS\  —  m-i  =  rs:i  =  u>3  =  7ni:j  =  o, 

admettent  cinq  combinaisons  intégrables;  les  caractéristiques  dé- 
pendent alors  de  huit  constantes  arbitraires. 

Réciproquement  si  les  équations  (3/j)  admettent  cinq  combi- 
naisons intégrables  les  équations 

(  3  j  )  TTJ  =  77J !  =  77J2  =  BT3  =  <■<>■>  =  W3  =  m\3  =   TTS03  =  ° 

des  caractéristiques  à  une  dimension  sont  complètement  inté- 
grables. En  effet  on  peut  toujours  changer  les  notations  de 
manière  que  les  cinq  combinaisons  intégrables  du  système  (34) 
soient 

TU  =  TJT)  =  TïJj  =  U>3  =  C5(3  =  O. 

Pour  démontrer  que  le  système  (35)  est  complètement  inté- 
grable  il  suffit  alors  de  démontrer  que  l'on  a 


<"  10,77^,  )       d(io,cj,8) 
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Or  l'on  a 

njj  =  «o2T7Ti3+  aj;)ro!3-i-  nj3(aw3-4-  3nj|3  )         (  modcr,  rn, ,  nr2), 

et  l'identité  fondamentale  appliquée  à  bt'2,  en  considérant  les  termes 
en  tt>,  nj,3Tn33  et  to,  0)3*5133,  donne  précisément  les  deux  équations 
à  démontrer. 

Nous  avons  donc,  en  définitive,  étudié  dans  les  paragraphes 
précédents  tous  les  cas  où  le  système  (34)  admet  cinq  combinai- 
sons intégrables. 

Nous  avons  d'autre  part  (n°  42)  considéré  le  cas  où  l'une  des 
équations  0,  =  o  ou  02  =  o,  c'est-à-dire  en  somme  w  =  o  ou 
td,  =  o  était  réductible  à  la  forme 

d\  -  W  dU  =  o, 

en  supposant  au  préalable  que  les  car ac  té ris  tiques  à  une  di- 
mension dépendaient  de  constantes  arbitraires.  Réciproque- 
ment si  l'une  de  ces  équations,  qui  ne  peut  pas  être  ts  =  o,  et  qui 
par  suite  peut  être  supposée  ra,  =  o,  est  réductible  à  la  forme 
précédente,  on  peut  supposer 

cil  =  103*3,3         Imodrai). 
En  posant  alors 

732  =  Ci>jT»,3-+-  tDsWjg-H  TB3(a,  (0,  +-  Xotoo   t-  Kg (1)3+  *4t3,g-+-  asnr2j-r-  26nj33) 

(  modn,  rs\,  ras), 
l'identité  fondamentale  montre,  en  considérant  les  termes  en 

tOj(l)gW|a  et  102^23^33. 

qu'on  a 

a,  =  a6=  o. 
Par  suite,  comme 

nj'=(D3nj3         (modro,  tûj,,  ttto  ). 
le  système  (35)  est  complètement  inlégrable. 

49.  En  définitive  les  cas  de  réduction  de  l'intégra  lion  qui  ont  été 
étudiés  sont  les  suivants  : 

i"    Le   cas    où  le  système  des    caractéristiques    à    une    di- 
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mens  ion 

HJ  =  TïTi  =  TD2  =  CJ3  =  Wo  =  U>3  =  7Uj3  =  CJ23  =  O 

esi  complètement  intégrable  ; 

20  Z>e  ctfs  ow  i équation  ra,  =  o  e.ç£  réductible  à  la  forme 

d\  —  WrfU  =0; 

3"  Z/C  c#s  o«,  e«  choisissant  convenablement  les  notations, 
le  système  des  caractéristiques  à  deux  dimensions 

US  ■=■  TU]  =  GJo  =  (1)3  =  CT]3  =  o 

es£  complètement  intégrable. 

Les  cas  20  et  3°  sont  des  cas  particuliers  du  cas  i°.  L'intégra- 
tion, dans  le  cas  3°,  se  ramène  à  des  équations  différentielles 
ordinaires;  dans  le  cas  i°  et  20,  à  un  système  à  deux  variables 
indépendantes. 

On  peut  se  demander  si  l'application  de  la  méthode  de  M.  Dar- 
boux  ne  conduirait  pas  à  des  cas  plus  généraux  où  se  présente- 
raient des  simplifications  analogues.  Nous  allons  voir  que  cela 
ne  peut  arriver  que  pour  la  réduction  20. 

Remarquons  d'abord  que  la  méthode  de  M.  Darboux  consiste 
essentiellement  à  prolonger  le  système  de  Pfaff  donné.  Le  pre- 
mier prolongement  fournil  le  système  de  Pfaff 

(36)  T3\  ■=■  XS\  =  T1I2  =  ^3  =  TO(3  =  CJ23  =  TO33  =  °- 

en  posant 

1     CT13  =  nj13  —  MiOJ:i. 

(3;;  -   ct23  =  ny>i —  «î^j 


f   ra33=  ra33  —  w,to,  —  p,oj2  — 


et  l'on  aura,  en  tenant  compte  des  équations  (36),  des  équations 
de  la  forme 

777        f=  T7J  j    =  7jT.,  ^  T1T3  =  O, 

m'i  8  —  w3rol33> 

TJTjj  =  (i>2&188"+'  ^3^233» 

Tjj'ja  =  WjtïJ|33-l-  a)2nT2;j3  "+1  w3ra333  > 

on  a 

CJ133  =  dit  y    -+-  .  .  .  , 
B*233  =  di>i    -+-.... 

nj333=  dw\-\-. . ., 
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les  fermes  non   écrits    étant    des    combinaisons    linéaires   des  m, 
(dj,  mi/s. 

On  aura  un  deuxième  prolongement  par  le  système 

73  =:  TTIi  =z  7T7o  =  TÏI3  =  TO);)  = -   B5j3  =  TO:J3  =r  T7Jn3  =5  Wjsj  =  "333  =  O. 

en  posant 

ra133  =  Wisj  —  UjCUg, 

"233  =  "333 —  «2W2  —  vï  t0:(- 

"333  =  "333 BjUlj  —  i>*lOg ICjWj  ; 

et  ainsi  de  suite. 

On  voit  d'une  manière  générale   que    le  système  de  PfalT  pro- 
longé un  nombre  quelconque  de  l'ois  est  de  la  forme 

D<"  =  II<2'  =  .  . .  =  ll<*'  =  ri,  =  II.,  -  D,  =  o. 
avec 

1  (ii(i))'=(ri(2)/  =  ..  .==<  Qt*jy=o 

\  ri',      —  eu,  n  1 . 

(38)  7  J  (modlVU II31. 

I     n2  -  KJ-,  1 1  j  :i  — i —  (0:JII23 

'     D,  S  W,ll|:,-t-  (l)gllsg+  (O3II33 

50.    Cela  étant,  montrons  d'abord  (jue  si  l'équation 

11,  =  0 
est  réductible  à  la  forme 

rfV  -  W  dli  =  o. 
le  système 

(39)  u(lî  =  11(2»  =  ...=  ii(/.>=  n,  =  Dt=  n3=  o,  =  (D,=  ii„=  u23=  o 

est  complètement  intégrable.  Si  en  effel  le  système 

n,  =  u>3  =  n,3  =  o 

est  complètement  intégrable,  on  montre  d'abord  que 
d(naui)  ~  ^(n3n33) 

puis,  comme  plus  haut,  que  l'on  a 

dll't  ôW, 


o, 
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La  considération  du  système 

montre  alors  que  le  système  (09)  est  complètement  intégrable. 
On  montrerait  de  même  qu'il  en  est  ainsi  si  le  système 

n'1»  = . . .  =  n<*>  =  n,  =  n2  =  w3  =  n13  =  o 

est   complètement   intégrable,   où    l'on  a    supposé  to3  susceptible 
d'être  additionné  d'une  combinaison  linéaire  quelconque  des  n(,), 

n,,  n2,  n,. 

Donc  les  réductions  que  peut  faire  espérer  la  méthode  de 
M.  Darboux  n'ont  lieu  que  si,  pour  l'un  des  systèmes  pro- 
longés, le  système  (3g)  est  complètement  intégrable. 

51.  Montrons  maintenant  que  si  pour  le  système  prolongé 
considéré,  le  système  (3g)  n'est  pas  complètement  intégrable,  le 
système  (3g)  correspondant  à  un  prolongement  de  plus  ne  sera 
pas  non  plus  complètement  intégrable. 

Le  système  prolongé  une  fois  de  plus  est 

n<»>  = . . .  =  ii<*>  =  n,  =  n2  =  n3=n,3—  «w3 

=   H 23 UlO-2 V  U>3  =  Il33  —  lHii\ VU) 2 —  1^0^=  O. 

et  l'on  aura 

U133=rfu-(- II233  =  dv  -4- . . . ,         II333  =  dw  -+-... . 

Le  système  (3g)  correspondant  sera 

(  39y  q")  = . . .  =  m*»  =  nt  =  n2  =  n3  =  n13  =  n23 

=  IIS3  —  tttrti  =  u)2  =  u>3  =  du  -4-  A oj!  =  dv  -+-  Bu))  =  o. 

En  tenant  compte  de  (3g')  les  covariants  des  premiers  membres 
sont  tous  nuls,  excepté  peut-être  ceux  des  deux  dernières  équa- 
tions. Pour  que  ceux-là  aussi  soient  nuls,  il  faut  que 

tè.  -  —  - 
dw        dw 

Or  on  a 

(Mu  —  uui3)'~  ujs(du  ■+-  Aw,)         (mot!  II''».  II,.  II,,  Il3,  w,.  Il13.  DSS)  Il 

et  les  termes  en  w  dans  A  ne  peuvent  provenir  que  des  termes  en 
xxxix.  29 
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oi,n:1;,  dans  II'(3  et  w!,  ;  il  faut  donc  que  ces  termes  n'existent  pas. 
Il  en  est  de  même  pour  II'     et  to'2,   ce  qui    prouve    que   le   sys- 
tème (3g)  est  complètement  intégrable. 

Les    réductions    que    peut  faire    espérer    la    méthode   de 
M.  Darboux  n'ont  donc  lieu  que  si  le  système 

77T  =  njj  =  T1J2  =  CJ3  =  Ul2  =  to.3  =  WlJ  =  C-23  =  O 

est  complètement  intégrable. 

52.  S'il  en  est  ainsi  le  système  en  involulion  donné  est  équiva- 
lent au  système  considéré  n°  40, 

(8)  e,=  e2  =  e3  =  o, 

avec  les  formules  (6)  ou  (7  ),  et  l'on  est  ramené  à  chercher  si  les 
simplifications  qui  se  produisent  dans  les  deux  cas  étudiés  plus 
haut  peuvent  encore  se  produire  dans  d'autres  cas  en  appliquant 
la  méthode  de  M.  Darboux.  Mais  ici,  qu'on  parte  des  formules  (6) 
ou  des  formules  (7),  un  quelconque  des  prolongements  du  sys- 
tème (8)  conduit  à  un  nouveau  système  de  la  l'orme 

(40)  e»>=  8<«  =  .  ..=  e<*>=  e,  =  e2=e3  =  o, 
avec 

(41)  '      ,'  vv  (modeu),H,,H3.B3). 


1  e'j      =  xx  o 

0.         =  XX3  -+•  Aj  X( 


Il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  toujours  poser 

(   (0('')'-e3(a(''X  +  p<«Xi  I 
(4-2)      ]  O',        ss  XX,-f-e3<"Xi-^  «iX|-t-a,X,)         (mo(lH"'.Bl.H,i. 
I  6 ,  X \ ,      9j i/AJ+i1X,+  6.2  X 


et  l'on  a  alors 

(iv  «A.  dX', 


=  b. 


à(\,\,)  à(\,\,  .   ~  X»X4) 

Si  maintenant  l'on  prolonge  le  système  (4°)  en  'u'  ajoutant  les 


-  429  — 
équations 

Xi — «X  =  o,         X2 — i>X=o,         X3+«Xt — wX  =  o, 

les  nouvelles  expressions  X  et  X,  ne  changent  pas  et  l'on  voit 
sans  peine  (jue  les  nouveaux  coefficients  aetb  ne  changent  pas 
non  plus. 

53.  Supposons  d'abord  que  pour  le  système  prolongé  de  (4°) 
les  équations  des  caractéristiques  à  deux  dimensions,  sauf  une, 
forment  un  système  complètement  intégrable.  Cela  ne  sera  pos- 
sible que  si  a  est  nul,  et  le  système  complètement  intégrable  sera 
de  la  forme 

«(''  =  Qx  =  62  =  63  =  X  =  X,  =  X2  =  X3  -+-  u  Xi  =  du  -+-  A  X4  =  o. 

Il  faudra  pour  cela  que 

dk  _  dA_  _ 
dv        àw 
Or  l'on  a 

(Xi—uX)'=X(du-h  AXV) 

(mode^,  61,6,,  eSl  X,-aX,  X2—  pX,X3+«X4-  ivX). 

Les  termes  en  w  dans  A  ne  peuvent  provenir  que  des  termes  en 
X3X4  dans  X',  et  X';  or  ces  termes  n'existent  pas.  Les  termes 
en  v  proviennent  des  termes  en  X2X3  et  X2X4  dans  X'{  et  X'  et 
l'on  a 

ôa  _    2     ox'      _    r    ox\  ov     1         d\\ 

dv~Ud(XiXa)       U[d(X,X3)    [    d(X,X4)J"4~  d(X,X»)' 

Il  faut  donc  que  l'on  ail 

àX'  0X\  èX'  dX't 


d(X2X3)        d(X2X3)       d(X,Xo       d(XsXv) 

D'autre   part  l'identité  fondamentale   appliquée  à  ©^  donne,  en 
considérant  les  termes  en  X2X3X.,, 

OX'  <>\ , 


d(X2X4)       à(X,X3) 
Finalement  les  équations  précédentes  montrent  que  le  système 

e''>=e,  =  e2=e8=  x  =  x,  =  o 
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est  complètement  inlégrable.  La  propriété  supposée  au  système 
prolongé  de  (4°)  appartenait  donc  déjà  à  ce  système  lui- 
même. 

54-.  La  démonstration  précédente  ne  s'applique  pas  au  système 
prolongé  de  (8),  dans  le  cas  des  formules  (6).  Ce  système  prolongé 
est 

e,  =  e,  =  o3  =  /,—  «•/,  =  /  —  v/j  =  /.s  ■+•  «/.;—  w/i  —  o. 

On  a  donc  ici 
et  l'on  a 

e',==xi(^  +  Bxi)  (mode1,o2,es,eI,e,,e3). 

e'3=(rfa4-AXi)Xi+Xi(^w  +  ,:/.i  ' 

Par  suite  ici 

X'=xt,        X,=  rfu-f-Axk,        X,=  cfoH-Bx4,        X4=x*. 

D'autre  part  le  terme  en  fc>3X.,  dans  0j  provient  des  termes 
en  y374  dans  y'2  —  uy\  et  ces  termes  n'existent  pas.  Par  suite  le 
système  complètement  intégrable  à  considérer  est 

e,  =  e2  =  e3  =  e,  =  e2  =  e3  =  / 1  =  du  -+-  a x*  =  <> 

ou 

6t as  8,=  88  =  x  =  Xi  =  X«  =  Xa  +  "  X*  =  rf,/  +  A X«  =  °- 

Pour  que  ce  système  soit  complètement  inlégrable  il  faut  (pie 

l'on  ait 

dk  _  âk  _ 
dw        dv 
Or  on  a 

Xj  —  "X'i  ■+-  Xi  du  —  X« (du-h  \ y .  ) 

(mode,,es,  e3,  xî—  "x»»x_  *,Xi»x»-+-  ux*—  ■  />  >■ 

Les  termes  en  w  dans  A  ne  peuvent  par  suite  provenir  que  des 
termes  en  y3y*  dans  Xa  ol  7i  :  '*  nJ  en  a  Pas>  Quant  aux  termes 
en  i\  ils  proviennent  dans  y'2  et  y',  des  termes  en  yy:,  et  yy,.  On  a, 
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d'une  manière  plus  précise, 

K  ~       *(XX»)         Ld(XXs)      *(XX*)J      <KXX«) 
et  l'on  démontre,  d'autre  part,  comme  dans  le  cas  général,  que 

*(XX»)      <>(xx*) 

Il  en  résulte  la  complète  inlégrabililé  du  système 

0,  =  6,  =  83  =  Xi  =  X.2  =  °- 

En  résumé,  si  les  caractéristiques  à  deux  dimensions  d'un 
ordre  suffisamment  élevé  dépendent  seulement  de  constantes 
arbitraires,  ou,  d'une  manière  plus  précise,  si  les  équations 

J3  =  XBi=  6Tflfc=  T*?ijk=  ■..=  «•>>=  5*133.. .3  =  O 

admettent  le  nombre  maximum  de  combinaisons  intégrables, 
il  en  est  de  même  pour  les  équations 

HT  =  7Ui  =  CJ2  ==  "3  =  ^3  =  ^13  —  O 

et  les  caractéristiques  à  deux  dimensions  dépendent  de  huit  con- 
stantes arbitraires. 

55.   Il   resterait  à  voir  si,  dans  le  système  prolongé  un  nombre 

suffisant  de  fois,  une   des  équations  de  Pfafï  est  réductible  à  la 

forme 

dV  —  \\dU  =  o. 

Celte  circonstance  peut  fort  bien  se  présenter  sans  qu'elle  se  pré- 
sente pour  le  système  lui-même.  Citons  comme  exemple  le  système 
en  involution  défini  par  les  équations 

P\\  =  o, 

_    _  P*  —  Pt 

Pn— > 

p»a  =  Pia+'&tPit, 

qui  admet  l'intégrale  intermédiaire  du  second  ordre 

Pi    Pi  Y-   / 

/>*-+- Plî^l=  V(x,). 

xx 
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L'intégrale  générale  du  système  est 

àf 

Z  =  f(Xi,  Xi)  -+-  Xi  j^-  -+-  <f(xt), 

où  cp  est  une  fonction  de  x2  et  où  f  désigne  l'intégrale  générale 
de  l'équation 

èx%         ÔX-i 

56.   Systèmes  en  invalution  du  type  d).  —  On  a  dans  ce  cas 
l  Ttj'==toi?ïj]   -+-  u)2TOj  -+-  OJ3CT3  (mod77!). 

'  ra>  —  «3^13         (modro,  m,.  cr2,  1J3), 

I     T7T'2  =  (O3CT2.I  (modrïT,   Cïl,   T75-2.   T7I;,   ). 

[    GT3  ==  C^|TBi|+ 0>|Qls3+  (0.-!TO3;j  (modlB,  tti,.  ŒT|.  wa). 

L'intégrale  générale  dépend  encore  ici  de  trois  fonctions  arbi- 
traires d'un  argument. 
Posons 

77T',  =  (03T7T|3-+-  CT3(a,  W,  +■  a20)2-f-  a3W3-f-  <7 4  TU [  3  -t-  «5CTî3-(-<7,;Tn:n  ) 
(  IDOll  TTT.  TTT,  .  T7T2), 

TIï',  =5  0)3  7323  -+■  CI3(  61  (0,-t-  ÔjWj-i-  63103+  6-,  UI|8  +   65  r!T23  "+"  &•  V33  ) 

(  inodriT,  T3|,  nr2). 

On  peut  d'abord,  en  remplaçant  th,3 — ctx*B3,  rs.J3 — 63nT3, 
w;l  +  a4CJ3  parro,3,  nr2s,  tdj,  supposer 

«3=  63=  «*=  o. 

L'identité  fondamentale  appliquée  à  vs'(  et  cr^,  en  considérant 
respectivement  les  termes  en  <'>.>nï23GT33  ei  (0,^,3^33,  donne 

afi  =  o,         66=o; 

en  considérant  respectivement  les  termes  en  (o,to27n23  et  to,  toorrv,  :t, 

on  obtient 

a\  =  o,         bi  =  o.     ■ 

L'identité  fondamentale  appliquée  successivement  à  rn'( ,  roj,  et  th', 
en  considérant  respectivement  les  termes  en  to,  10 2*0,3,  tût(o2T7s2:i 
et  w{  w2ra3,  donne 

dto.  ■'">  ,  (Ao',  , 

—  «•»       0, - — H   6,  =  o.  — — ■  +aj — 6|  =  o. 


d(tO|(o2i  (>((0|(ot)  d((D|io2) 
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d'où  l'on  déduit 

at  =  o,         bi=  o. 

L'identité   fondamentale   appliquée  successivement  à  ro'(  et  tb', 
en  considérant  les  termes  en  oo,  7tj,3tjt23  et  WinT3ny.23,  donne 

a5  =  o,  — 2 h  a5  =  o, 


d(ft>lT»23)  ^((0,7^23) 

d'où  l'on  déduit 

ag  =  o  ; 

on  démontre  de  même  qu'on  a 

64  =  o. 

Enfin   l'identité   fondamentale  appliquée    successivement  à  m!2 
et  ra',  en  considérant  les  termes  en  w,  nj|3ra23  et  «i  ttj3ttj,3,  donne 

du>\  ,  dit)'* 

-f-66=  o, 


^(10,73, 3)  d(u),nj,3) 

d'où  l'on  déduit 

65=0. 
On  a  donc  finalement 

!w    =  o;3  rn-, 
ra',  ^  (O3TÎT13         (modro,  roi,  rtSi). 
M2  =  t»)3TJT23 

Soit  alors 

(03  ==  «^373! 3+  (3t7J3TJT-23  -+-  "(Vf  \  3  TU  m  (  inodTTJ,  775!,  TJTj,  103  )  ; 

l'identité  fondamentale  appliquée  à  tît',  ttj',,  tjtj'2  montre  qu'on  a 

»  =  P  =  Y  =  o- 
£e  système 

(  4  '*)  )  777  =  TTJ,  =  TU2  —  «"3  =  O 

es£  fifonc  complètement  intégrable. 

Soient  U,  U,,  U2,  U3  quatre  intégrales  premières  indépendantes 
du  système  (45);  les  équations 

777    —   777,    =   TTT,  =    O 

expriment  que  ces  quatre  intégrales  sont  fonctions  de  l'une  d'entre 
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elles  : 

(46)  U,=/,(U),        U,=/2(U),        U,=/,(U). 

Ces  formules  fournissent  V intégrale  générale  du  système  en 
involution  donné,  qui  s'intègre  par  suite  par  l'intégration  du 
système  (45). 

Remarquons  que  les  équations 

U  =  a,         U|=a|.         U2=aî,         Uj=a3, 

entraînent  comme  conséquence  ro  =  o  ;  elles  définissent  une  famille 
de  multiplicités  de  l'espace  à  quatre  dimensions.  Les  formules  (4^) 
montrent  alors  que  tout  système  en  involution  du  type  d)  admet 
comme  intégrale  générale  les  multiplicités  qu'on  déduit  par 
une  transformation  de  contact  déterminée  de  l  ensemble  des 
courbes  de  l'espace  à  quatre  dimensions. 

Tous  ces  systèmes  sont  donc  réductibles  l'un  à  l'autre  par  une 
transformation  de  contact.  L'un  d'eux  est 

Pli  =  Plî  =  Pti=  o, 

dont  l'intégrale  générale  est 

a  =*i/(*8)-+  ^•><?^s)h-4'(^3). 

57.  Systèmes   en  involution  du  type  e).    —    On  a,   dans   ce 
cas, 

m'  =  (Oinij  -(-  Wjnj»  -+-  W3TO3  (modra), 

vs\  =  o  (modro,  hj,,  ct2,  nr3), 

nï'j  =  W2Til22 -H  W.j  T7T23  (iTlodlST,    TU),   CT2,    T5J3  ), 

ra's  =  b>iiBis+ (U}tiTSg         (modnr,  ra,,  rn2,  m3). 


(47) 


L'intégrale  générale  dépend   ici   d'une  Jonction  arbitraire  de 
deux  arguments,  car  on  a 


Posons 


*«=i,        />  =  3. 


ra',  ss       ra2  (  at  <u,  -1-  <!.,«>.,       ",(•>;,  -I-  <i-,T7iit-+-  as-Bii3-t-  a6m;;  1 

-1-  T33(6|(«)|  -f-  6i(02-(-  63W3-4-   6,  T3ji-f-  b6T3tt-^-  6SnJ3s)  -+-  Cro2T!T3 

l  moiln.  m,  ). 
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L'identité  fondamentale  appliquée  à  tb\  donne,  en  négligeant  les 
termes  qui  contiennent  nj,  wt,  xn2,  nr3, 

(lx}iWii-+-  U>3  71*23  )  («|W|+  a2W2H-  «30)3-+-  «4^22  "+-  «5^*3"*-  «GTO33) 
-+-  (lOiTÎJ23-|-  ^3^33)  (61CO1  +  6oO)2-(-  63TJ33-4-  647JT22-4-  65t323+   &6  5*33  )  =  O. 

On  déduit  de  cette  identité 

d\  =  <x%  =  a;  =  a.5  =  a6  =  62  =  63  =  64  =  65  =  A6  =  o, 
èt  =  a2. 
On  a  donc 

rat',  =  «(  oj2 tu2  H-  Watïs)  -+-  C7n2nj3         (modra,  tu[  ). 
En  remplaçant  maintenant  rrr,  —  a2rrr  par  ro, ,  on  obtient 
TO',  =  cnT.>nïj         (modnr,  tri!), 

mais  l'identité  fondamentale  appliquée    à   ro',,   en  considérant   les 
termes  en  o>2  txt3  ttj22,  donne 

c  —  o. 
Posons  enfin 

rs\  =  rn/         (modnjj), 

l'identité  fondamentale  donne 

(w2c52-t- 0)3^3)/ ==  o         (  mod  m,  t3[  ). 

ce  qui  exige 

X,  =  '       (  modro,  rai). 

Donc,  on  a  la  formule  importante 

w\  =  o        ^modcj]  ) 

qui  montre  que  l'équation  ro,  =  o  est  complètement  intégrable. 
L'intégration   de  cette   équation  conduit  à  une  équation  de  la 
forme 

(48)  U(a?,,  :r2,  3?8,  z,  pu  pt,  p9)  =  a, 

et  cette  équation  est  équivalente  au  système  en  involution  donné, 
car  elle  conduit  à  trois  équations  du  second  ordre 

dV  OU  OU  àV  àU 

axi  <Jz  ôpi  Op-i       r     dp:i 


-  436  - 

On  intégrera  donc  complètement  le  système  donné  en  inté- 
grant l'équation  complètement  intégrable  rn,  =  o,  et  en  inté- 
grant ensuite  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  (48)- 

Tous  les  systèmes  du  type  e)  sont  manifestement  réductibles 
l'un  à  l'autre  par  une  transformation  de  contact. 


V.    — -    Les   systèmes  en   involution   de  quatre   équations. 

58.  H  y  a  deux  types  de  systèmes  en  involution  de  quatre  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 
Pour  les  systèmes  du  type  a),  on  a 


(O 


(OjBïi   -+- Wjnjj  -|-  103TÏJ3  (modnr), 

u»)  T5T]  ]  (  mod  tu,  Trr  1 ,  ra2,  TU3), 

CO2TU22  (modro,  CT|,  tïT2»  ra3), 

;o  (mod  m,  nr,,  TO2,  nj3). 


I, 'intégrale  générale  dépend  de  deux  fonctions  arbitraires  d'un 
argument. 

Gomme  l'on  a 

ttt'  s  o         (inonTO.  njj,  ra»,  nT:t  ), 
le  système 

(?.)  TU  =  TH|  =  m2  =  TH.)  =  (d]  =  !>)2  =771!!-—  TBjg  =   O 

est  complètement   intégrable.    Les   multiplicités    intégrales    sont 
donc  engendrées  par  des  caractéristiques  à  une  dimension  dépen- 
dant de  huit  constantes  arbitraires.  Si  l'on  a  intégré  le  système     1 
et  si  l'on  a  déterminé  huit  intégrales  premières  indépendantes,  <>n 
peut  écrire  les  équations 

TJT  =   TTT,  =    m..  —   T7J;,  =   O. 

de  manière  à  ne  faire  intervenir  que  ces  huit  quantités.  Si.  en  par- 
ticulier, on  a  pris  les  intégrales  principales  relatives  à  :r3  =  o,  le 
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système  à  intégrer  devient 

I    dZ—Pi   dXt  —  P,   dXo=o, 

\  dPi—PudXi—Pi.dX*=o, 
Ci)  ' 

c/P2 —  P12o?Xi —  P22dX2  =  o, 


dP3-Pl3dXl—P33dXl  =  o, 

où  P,2,  Pi3,  P23  désignent  trois  certaines  fonctions  de  X,,  X2,  Z, 
Pl?  P2,  P3,  P,,,  P22-  Pour  intégrer  ce  système  à  deux  variables 
indépendantes,  on  peut  remarquer  que  la  fonction  Z  de  X,,  X2 
satisfait,  en  général,  à  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du 
troisième  ordre  obtenues  en  écrivant  que  les  équations  (3)  sont 
compatibles  par  rapport  à  la  fonction  inconnue  P3. 

Le  système  (3)  admet  deux  familles  de  caractéristiques  définies 
respectivement  par  les  équations 

TT!  =  77T|  =  7TT2  =  GJ3  =  01 1  =  TH|  ]  =  O, 

ttt  =  tjjj  =  tjt2  =  TU3  =  to2  =  nj22  =  o  ; 

elles  constituent,  par  suite,  pour  le  système  en  involution  donné, 
deux  familles  de  caractéristiques  à  deux  dimensions. 

On  pourra  appliquer  la  méthode  de  Monge  lorsque,  pat- 
exemple,    l'équation   w{  =  o   sera   réductible  à  la  forme 

dV  -  W  dV  =  o, 
ou  lorsqu'on  aura,  en  choisissant  convenablement  m, ,  nî3,  co,, 

T3j  =  W]  7JT|  1 

(modnii,  w3). 
bî3  =  o 

Dans  ce  cas,  on  sera  ramené  à  l'intégration  d'équations  différen- 
tielles ordinaires. 

59.  Les  trois  relations  qui  existent  dans  le  système  (3),  entre 
X,,  X2,  Z,  P,,  P2,  P3,  Pn,  P,2,  P,2,  P<3,  P23  ne  sont  pas  arbi- 
traires. Elles  dépendent,  comme  on  peut  le  voir  assez  facilement, 
d'une  fonction  de  huit  arguments  assujettie  à  satisfaite  à  une  cer- 
taine équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre.  Cette 
fonction  élanl  choisie,  on  peut  inversement,  par  l'intégration 
d'équations  différentielles  ordinaires,  remonter  au  système  en 
involution   primitif    par  un  procédé   identique   à   celui   qui   a   été 
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souvent  indiqué  précédemment.  On  peut  ainsi  déterminer  tous  les 
systèmes  en  involution  du  type  a). 

Citons  comme  exemple  le  système  en  involution  défini  par  les 
équations 

fî3 

P-23   i ; r 

/>Î2  = VP\3Pl3(P\3Pï3  —  ^3), 

P\i 


/>8«  =  —   -l0g['Jt/?13/>23—  J,+    l\/Pl2Pî-AP\:iP-23—  ^3)], 


Pit  =  P3  —  X*P33 &3- 


L'intégrale  générale  de  ce  système  est  donnée  par  les  formules 
Y  Y  y1 

lS=a-fT~^t       **=V-ÏTW'       a?3=^r-(a^_B')(p-4-A'), 

=  Ja«8«+  iaB-+-  ISA -4-  78  fh°*dz—X-    fak'*da-+-  -3  /V*rfB 

x  2  2  1    ,  '  | ,  /  4    t/ 

+  -Y(a3  +  A'+B')-  - 


2(a  +  B")(8  +  A")        8(ï+B*)'(?+A')' 

_  [(,  +  B")(P  +  A')-Y]V. 

4  (a  +  B" )2 (  [i  -+-  A")*  °  (a  4-  B")  (  3  -+-  A")' 

Dans  ces  formules,  A  et  B  désignent  deux  fonctions  arbitraires, 
la  première  de  a,  la  seconde  de  fi. 

60.   Systèmes  en  involution  du  type  b).   —    On   a,  dans  ce 

cas, 

ra'=iuirot   -t-u>2nj2  +U(1D|         (modtn), 

ts\  =  o)2Tij|2  (modra,  in\,  tu2,  103), 

Tir,  =  W|U|,+  co.>tïTj2  ■  (  mon  ru,  crt,  ra2,  tb3), 

cj'j  =  o  (mndra,  CT),  tv>,  nrs). 

L'intégrale  générale  dépend  encore  de  deux  fonctions  arbitraires 
d'un  argument. 
Le  système 

(  5  )  TîT  =  TOi  =  TïTj  =  TÏI3  =  (Uj  =  (02  =  TO|2  =  Tïï22  =  O 
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est  complètement  intégrable,  et  l'on  peut  répéter  ce  qui  a  été  dit 
au  sujet  du  sytème  a). 

Il  y  a  une  famille  de  caractéristiques  à  deux  dimensions  définie 
par  les  équations 

6)  TU  =  TTTi  =  77T2  —  C3  —  W.>  =  TO12  =  O. 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  le  système  (6) 
est  complètement  intégrable,  c'est-à-dire  où  les  caractéristiques  à 
deux  dimensions  dépendent  seulement  de  constantes  arbitraires. 
On  a,  dans  ce  cas, 

dia'„                   àw\ , 
: = — —  =  o. 

O(0JlTZii)  0(u>,TjÏ22) 

Posons 

TjJ     S  U>2  TU2 

jb\  =  WîTJj]2-i-  w2(ai  0),  -4-  «2aj2+  «3^12  -+-  «i gj28  )         (modro,  ci,,  nj3). 

Tn'3  =  TïT2(  b\  IOj  -+-  62  toj-l-  63T5Ji2-|-   64^22) 

On  peut  d'abord  supposer  a2  et  a3  nuls.   L'identité  fondamen- 

tule  appliquée  à  gt',,   en  considérant  les  ternies  en  u>,  co2?n22  et 

w,nj12?n22,  donne 

a,  =  o,         «4  =  o 

On  trouve,  de  même, 

bt  =  o,         64  =  o. 

En  écrivant  enfin  n$3  à  la  place  de  tt5:!  —  b2  d,  on  obtient  les  for- 
mules 

Cl',  =       CD2T3]2  (lllOtlro,   T01(   T7J3). 

T03  —   OWo  TTT  j2 

L'intégrale  générale  du  système  (7)  dépend  de  deux  fonctions 
arbitraires  d'un  argument,  et  elle  est  identique  à  l'intégrale  géné- 
rale du  système  en  involution  donné. 

Les  équations  de  ce  système,  si  l'on  utilise  les  intégrales  princi- 
pales de  (6)  relatives  à  xK  =  x3  =  o,  s'écrivent 

Îd'L  —  P2  d\2  =  (>, 
rfPj  —  PjjrfX,  0, 
dV,—  PridX.,  =  o, 

où  Pa8  est  une  fonction  de  Xa,  Z,  P,,  Pa,  P8,  P,2. 
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Pour  intégrer  le  système  (3),  on  peut  se  donner  arbitrairement 
Z  et  P)  en  fonction  de  X2.  La  fonction  P3  est  alors  donnée  par  une 
équation  différentielle  du  premier  ordre. - 

61.  On  peut  inversement  passer  du  système  (8),  où  P23  est  une 
fonction  quelconque  de  Xt,  Z,  P,,  P2,  P3,  Pt2,  au  système  en 
involulion  donné.  Soit,  en  effet,  un  système  de  trois  équations  de 
Pfaff  à  six  variables 

(9)  8,  =  e,=  e8=o 

avec 

(10)  j  e'3=  X1/.3. 

On  posera 

m  =  0,-f-ÀO,—  ;x0:i 

en  désignant  par  X  et  pi  deux  nouvelles  variables  auxiliaires. 
L'équation  ro  =  o  est  réduclible  à  la  forme 

ds  —  p\  ékc\  —  pi  dxî  —  p3  dx3  =  o. 

Il  y  a  maintenant,  grâce  à  l'introduction  de  X  et  u,  trois  variables 
indépendantes,  et  z  satisfait,  comme  on  le  vérifie  facilement,  a  un 
système  en  involution  du  type  b). 

On  peut  donc  ainsi  déterminer,  par  V intégration  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires,  tous  les  systèmes  en  involution 
du  type  considéré. 

Citons,  comme  exemple,  le  système 

/>ll  =  0>  Pir  —    ~Pi  3)  Ptt  =  Pl3P23,  Pt3=Pl3p3:i, 

dont  l'intégrale  générale  est  donnée  par  les  formules 

x»=  a  —  .?-,  <p'(a), 
*  ■*/(«)  ■+•  *i  ?(«)  —  *«  /.A*»  f'(a)rfa—  -*i s*  f **(«), 

avec  deux  fonctions  arbitraires  y  (a)  et  <p(a)  de  l'argument  a. 

Les  caractéristiques  du  second  ordre  s'obtiennent  en  faisant  a 
constant. 


(I) 
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VI   —   Les   systèmes  en    involution   de  cinq  équations. 

62.  Il  y  a  un  type  de  sylèmes  en  involution  de  cinq  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  On  a,  pour  ce  type, 

tïj'  =  ai] r^-f-  w2nT2-f-  w3tïJ3  (modra), 

cj'j  =  tO]  tuh  (modnr,  tjT],  tj32,  ^3), 

m'2  =  o  (modro,  cî],  Tii2,  cj3), 

TBg  =  o  (  modnj,  nj],  nT2,  ra3). 

L'intégrale  générale  dépend  dune  fonction  arbitraire  d'un  argu- 
ment. 

Le  système 

(2)  us  =  njj  =  xn-2  =  TS3  =  a>i  =  rau  =  o 

est  complètement  intégrabie  et  définit  une  famille  de  caractéris- 
tiques à  deux  dimensions,  dépendant  de  six  constantes  arbitraires 
et  engendrant  les  multiplicités  intégrales. 

Si  l'on  introduit  les  intégrales  principales  du  système  (2)  rela- 
tives à   x2=^^3  =  o,  le    système    de    Pfaff  à    intégrer    prend    la 

forme 

/   drL  —  P]  dXt  =  o, 

I  dP1—  PudXi=  o. 

(3)  < 

(  ^P3-P13rfX,  =  o, 

où  P,2,  Pt3  sont  deux  (onctions,  d'ailleurs  quelconques,  de  X4,  Z, 
P,,  P2,  P3,  Pn.  Les  caractéristiques  étant  connues,  on  aura  donc 
l'intégrale  générale  en  intégrant  le  système  (3)  ;  on  prendra  pour 
Z  une  fonction  arbitraire  de  X(  ;  les  fonctions  inconnues  P2  et  P3 
seront  données  par  un  système  d'équations  différentielles  ordi- 
naires simultanées  du  premier  ordre. 

63.  Réciproquement,  on  pourra  passer  de  tout  système  (3)  à 
une  infinité  de  systèmes  en  involution  à  cinq  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre,  tous  équivalents  entre  eux  vis- 
à-vis  du  groupe  des  transformations  de  contact.  D'une  manière 
générale,  quand  on  aura  quatre  équations  de  Pfaff  à  6  variables 
non  complètement  intégrables, 

G,=  02=  03^  0V=  o, 
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on  pourra  toujours  poser 
[  G',  =  o 

(4)  |j  =  °  (modeI,eSle3,e4). 

Supposons  alors  que  le  système  6,  =  02  =  ^3  =  0  ne  soit  pas 
complètement  intégrable  ;  on  posera 

m  =  e,  +  X82-+-  (Jt63) 

en  désignant  par  ),  et  p.  deux  variables  auxiliaires  nouvelles. 
L'équation  ni  =  o  est  alors  réductible  à  la  forme 

dz  — px  dxt  —  p.z  dx-i  —  p3  dx3  =  o, 

et  le  système  donné  entraîne  pour  la  fonction  z  de  xt,  x2,  x3 
cinq  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  formant 
évidemment  un  système  en  involution. 

On  peut  donc  déterminer  par  l'intégration  d'équations  dif- 
férentielles ordinaires  tous  les  systèmes  en  involution  de  cinq 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre. 

64.    L'exemple  le  plus  simple  est  fourni  par  le  système 

P\î  =  />13  =  Pï-2  =  P-23  =  Pi3  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  est 

z  =  /(xi)  -+-  aXi-\-  bx:i. 

Un  autre  exemple,  moins  simple,  est  donné  par  le  système 

i                          .              ..             u  ■+■  sin  u  COS  u 
Pn  =       -XxTvXz  —  xïz-+-xip$ 1 

r  2  ■2J;| 

i  ,  ,  u  —  sin  m  cosu 

P22  = XiXiT-i—  X\Z  -+-  Xlp3 , 

2  '->.  .T";l 


/M2  — 

f#S 

Pu  = 

tl  _u     Xi 

x3        -ix\ 

sinu 

Pi         xt 

COU  U 

/>23  — 

xs        ix\ 

•r3 

/>33  =  — 

El.^    ± 

II 
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L  intégrale  générale  de  ce  système  est  donnée  par  les  équations 

cosA        cosu 

■r,  = , 

7.  X3 

sin  A        sin  u 


*3 


[sin 4 A        3    f        u.,       3     ,„ 

cosA     /"sin  A    ,         sin  A     /"cos  A    ,  1 

H /    — r—  rfa /    —  dx 

a,     J      a*  ol     J       a* 


/cos  A    ,  /"  sin  A    . 

— ; —  <za  —  cos  u  I    — ; —  d% 
a*  J       a* 

cos(A—  u)(-f—  -«/'-  ^a'2/") 


sin  w  cosA(2  cos2  A  -f-  3  sin2  A)  —  sin  A  cos  «(a  sin2  A  -h  3  cos2  A) 
H  __ 

sinîAcosatt       sin  «cosA(sin2« — 3cos2«) — cos  u  sin  A  (cos2  u-h  3  sin2  m) 
8i2a?3  vxa.x\ 

u  sin  4» 

Dans  ces  formules,  xi}  x2  et  z  sont  exprimés  au  moyen  de  x3  et 
de  deux  paramètres  a  et  M.  La  lettre  /désigne  une  fonction  arbi- 
traire de  a,  et  A  désigne  la  quantité 

A  =  a3/ —  %'*/' —  i~°f"- 
Les  caractéristiques  s'obtiennent  en  faisant  a  constant. 


SUR  LE  PROBLÈME  DE  DIRICHLET  RELATIF  AU  CERCLE; 
Par   M.   Henri    Villat. 


Le  présent  article,  sans  prétention  aucune,  a  surtout  pour  but, 

à  propos  d'un  problème  particulier  bien  classique,  d'exposer  une 

méthode  fort  simple  et  susceptible  d'être  étendue  à  la  résolution 

d'un   très  grand   nombre  de  problèmes  beaucoup  plus  généraux, 

xxxix.  3o 


_  444  — 

dont  la  plupart  ne  sont  résolus  jusqu'ici  que  théoriquement  ('). 
Il  semble  que,  dans  l'exemple  ci— dessous,  l'on  mette  ainsi  en 
évidence  l'origine  bien  naturelle  de  certains  résultats  qu'on  a 
l'habitude  de  démontrer  tout  autrement. 

Il  s'agit  de  déterminer  une  fonction  harmonique  régulière  dans 
le  cercle  de  rayon  i,  ayant  pour  centre  l'origine  du  plan  xOy.  et 
prenant  sur  la  circonférence  frontière  une  suite  de  valeurs 
données. 

Nous  rechercherons  à  cet  effet  une  fonction  analvlique 
Q  (3)  =  P(x,y)-{-  *Q(  ■'  'iY),  dont  la  partie  réelle  P(#,y)soit 
la  fonction  harmonique  demandée.  (On  a  posé,  bien  entendu. 
z  =  x  +  iy-  ) 

JNous  commencerons  par  déterminer  une  certaine  fonction  élé- 
mentaire indispensable  pour  ce  qui  va  suivre. 

Introduction  d' une  fonction  élémentaire.  —  Supposons  que 
la  suite  des  valeurs  données  sur  la  frontière  soit  ainsi  fixée  :  la 
fonction  V(x,  y)  doit  prendre  la  valeur  constante  a  en  tout  point 
eltT  de  la  circonférence  pour  lequel  on  a 

et  la  valeur  zéro  sur  le  reste  de  la  circonférence. 

En  préjugeant  (ce  qui  sera  légitimé  a  posteriori)  que  la 
fonction  il0(-)  particulière  qui  correspond  à  ces  données,  soit 
développable  en  série  entière  convergente  jusque  sur  la  frontière, 
sauf  en  des  points  exceptionnels,  nous  chercherons  à  déterminer 
les  coefficients  a„,  évidemment  réels,  de  manière  que  l'on  ail 

Qo(-z)  =  «o-l-  «i«  ■+-  «2S!-+--  •  •-+-  anzn->r.  .  .. 
Posons  sur  la  circonférence 


alors  la  partie  réelle  de  Q0  est  à  la  frontière 

<70 -t-  a,\  cos«r  ■+-  a%  cosaa  -h.  .  . -t-  a,,  cos/i  1 
Or  ce  développement  sera    le   développement  en  série   trigono- 

(<)  Cf.  llcnii  Villat,  Comptes  rendus  de  V  Icadèmie  des  Sciences,  i3  mars 
tgii,  1  septembre  1911. 
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métrique  d'une  fonction  égale  à  a  ou  à  zéro  sur  les  arcs  déjà  indi- 
qués, si  l'on  pose 


}.y.  5in/?j, 


De  sorte  que  l'on  aurait  pourQ0 

acr0         2a  /  z"-    .  zn    .  \ 

Q0(  z)  = h  ■ —  \  z  sin<T<H sin2a0-4-.  .  .  -4-    —  sin  Ai70-f.  .  .     . 

7t  71    \  2  n  ] 

Mais  c'est  un  résultat  bien  connu,  qu'on  a  (  cf.  E.  Picard, 
Analyse,  t.  II,  p.  ^5) 

z2  z'1 

z  el"o-\ e*-"7*  -+-. .  .h e"-"J«  -+-...  =  —  log(  1  —  z  eia«), 

1  n  ' 

dans  et  sur  la  circonférence  de  rayon  1,  sauf  au   point  z  =  e~ia«, 

et 

z%  z'1 

z  e-«r«H e-2«T„_(_# .  ,_, e-«/c70_(_.  .  .  =  _  \os(i  —  z  e~'«*  1, 

,n 

dans  le  même  domaine,  sauf  au  point  s=reiffo.  (La  détermination 
du  logarithme  estcelle qui  s'annule  pour  3  =  0.) 
De  là  immédiatement 

.       1  —  z  e-1"»  .  /      •  *2    •  **    .  \ 

log =  7.1  \  z  sina0H sin  2  j0  -+-  ■  • .  +     -  sin/ia0-(-.  .  . 

1  —  -  e-ffo  \  1  n  ) 

et  par  suite 

(\)  Q0(a)=— ï log y—, 

les  points  e±i<7<>  étant  exceptés. 

Au  surplus  il  n'aurait  pas  été  malaisé  de  déduire  sans  calcul 
cette  formule,  des  propriétés  connues  du  logarithme. 

Ceci  posé,  il  est  clair  qu'en  remplaçant  dans  tî0,  z  par  ze'{H+r,«\ 
et  2  <y0  pat"  <*',  la  nouvelle  fonction  obtenue 

.    .  ai'        aj,       1  —  z  e~"(i 

(2)  |0jr  

u         it      "       ,  _  ze   '0 
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aura  une  partie  réelle  qui   prendra  à  la  frontière  la  valeur  a  pour 
0  <<  t  <^  *} -f- t' ,  et  la  valeur  zéro  sur  le  reste  delà  circonférence. 


Fie. 


Construction  d'une  formule  générale.   —  Il   va  maintenant 
être  extrêmement  facile  de  déterminer  une  fonction  to  de  -,  dont 

Fig.    2. 


la  partie  réelle  prenne  des  valeurs  constantes  données,  sur  n  petits 
arcs  en  lesquels  je  suppose  décomposée  la  circonférence  frontière; 
à  savoir  par  exemple 


la  valeur  i\  pour 


o<*  <e,, 


6p_,<<i<0/,. 


D'après  le  paragraphe    précédent,   il   est  manifeste  qu'on   peut 
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écrire 


(3)  w  =  (  — — — 1< 


ra2i  6,—  fj,  i        a4»,        [  —  a  e-'ûs 

-H log  r       -+-... 

rap(8M— Sn-t)        «pi,        \  —  ze-tor~\ 

-+- - —  log - —     -h- 

Imaginons  maintenant  que  nous  fassions  croître  indéfiniment 
le  nombre  n  des  subdivisions  de  notre  circonférence,  de  façon  que 
chacune  de  ces  subdivisions  tende  vers  zéro;  alors  à  la  limite,  la 
succession  a,,  a2,  . . .  des  valeurs  données,  donne  naissance  à  une 
fonction 

(4)  «  =  *(«) 

qui  représente  la  succession  de  ces  valeurs. 

Supposant  pour  le  moment  cette  fonction  intégrable,  nous 
voyons  de  suite  que  la  somme  des  premiers  termes  de  chaque 
parenthèse  écrite  dans  to  tend  évidemment  à  la  limite  vers  l'ex- 
pression 

—   /       *(0)rf8. 
Observons  ensuite  que  la  quantité 

1  —   Z  C     \ 


lo° 


i  —  z  e  fàf-\ 
diffère  très  peu  de 

zsr  (8P—  »/,    i  », 

i  —  ze  /0r 

nous  en  concluons  que  la  somme  des  termes  restants  dans  w  tend 
à  la  limite  vers 

-  /    *(«) s«ro. 

Le  passage  à  la  limite  nous  a  donc  fourni  la  fonction 

i      r*nT  jze-A    1 

(5)  Q(z)=-2  U>(6)  +  *(6)— —     rf6 

1  ' -  «/ n        L  i  —  z  e  ll  \ 

=  —    /       «M  <U  /(j^ 

2«J0  I-2H 
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dont  la  partie  réelle  prend  certainement,  au  moins  dans  des  con- 
ditions assez  étendues,  la  suite  des  valeurs  $(0)  sur  la  circonfé- 
rence frontière  ('). 

Avant  de  nous  occuper  de  préciser  dans  quelles  conditions  cette 
formule  est  sûrement  valable,  remarquons  qu'elle  n'est,  telle 
quelle,  certainement  pas  applicable  à  la  frontière  :  en  effet,  pour 
chacune  des  parenthèses  constituant  la  fonction  to,  les  points 
extrêmes  de  l'intervalle  correspondant  sur  la  circonférence  élaient 
des  points  singuliers.  Tous  les  points  de  celte  circonférence  sont 
donc  à  la  limite  singuliers  pour  la  fonction  û,  au  moins  en  appa- 
rence. 

Mais  il  est  extrêmement  facile  d'éviter  cet  inconvénient,  par 
la  transformation  suivante,  que  la  construction  par  passage  à  la 
limite  rend  toute  naturelle. 

Nous  commencerons  par  rechercher  la  valeur  que  prend  la 
fonction  Q  à  la  frontière. 

Valeur  sur  la  circonférence  limite.  —  Reprenons  notre 
fonction  w.  Faisons-y 


s  étant  différent  des  arguments  des  points  de  subdivision.  La 
partie  réelle  de  w  est  alors  égale  à  l'une  des  valeurs  constante^  y.f, 
données;  cherchons  quelle  est  la  partie  imaginaire.  Un  calcul 
élémentaire  montre  qu'elle  est  égale  à 


i'Tb 


a,  lo< 


x.  loi 


.      £  —  0, 
SI  11  


.       £ 

il. 

•) 

.       £ 

sin  — 

<i, 

Or  ceci  peut  s'écrire 


*p  log 


£  —  6. 


*P)\o{ 


«, 


(')   Sciiwartz,    Cf.    Zur    intégration  der  partiel/en   Differentialgleichung 
iu  =  o  (Math.  Abhandlungen,  t.  II,  p.  i52). 
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ou  encore 


*'T~  ~  £2 1[«^-*(0] -[*!»-.*(■)]  |k« 


n„ 


ou  bien  enfin 


iT=-^-^i[ccIJ-^(s)]\oî 


£-6, 


Ôp-i 


Mais  sous  cette  forme  on  voit  que,   si  l'on  passe   à  la  limite, 
l'expression  t'T  tend  vers  l'intégrale  suivante,  qui  a  un  sens, 


_i^8%(e)-*(e)]^% 


Celte  expression  peut  évidemment  s'écrire 


(6) 


ijf"^)-.^.)! 


df> 


tang 


Transformation  de  il.  —  Le  calcul  que  nous  venons  de  faire 
donne  à  penser  que,  si  dans  la  formule  (5)  nous  introduisions  la 
différence  ^(9)  —  $(e)  à  la  place  de  $(6),  la  formule  obtenue 
serait  valable  dans  tout  le  cercle,  y  compris  le  point  elt  de  la 
frontière.  Il  est  facile  de  voir  que  cette  vue  est  exacte. 

Supposons  en  effet  tout  d'abord  le  point  z  intérieur  au  cercle; 
il  est  clair  que  nous  avons  le  droit  d'écrire  la  formule  (5)  sous 
la  forme 


Calculons  la  dernière  intégrale 


,/u 


,-ib 


,/0. 


3  étant  toujours  à  l'intérieur  du   cercle,   on  trouve  sans  difficulté 
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de  sorte  que  l'on  a,  au  moins  à  l'intérieur  du  domaine, 

I        /*27t  i  -1-  z  e    '|J 

(7)  Q  =  —  [*(6)-*rejl— -rf8-j-*(e) 

i7Z  J0  i  —  ^  e-™ 

Mais  cette  formule,  qui  conserve  un  sens  lorsqu'on  y  fait 

z  =  e'z, 

est  encore  valable  jusqu'en  ce  point.  En  effet  : 

i°  Elle  est  équivalente  à  (5)  dans  le  cercle. 

2"  Si  l'on  y  fait  «  =  e'e,  l'intégrale  qui  figure  dans  (7)  devient 
purement  imaginaire,  et  par  suite  la  partie  réelle  du  second 
membre  est  $(e),  ce  qui  devait  être. 

3°  Dans  les  mêmes  conditions,  la  partie  imaginaire  fournie  par 
cette  formule  est 


„  S  71  1/. 

_L    /       [4,(e> -*(«)] '^— r> 

v.tt.A  e  —  0 


,/0 
tan* 


expression  identique  à  celle  qu'on  avait  trouvée  directement 
auparavant  (ce  qui  n'a  vraiment  pas  lieu  de  nous  surprendre). 

D'ailleurs,  il  est  aisé  de  vérifier  que  la  partie  réelle  de  la  fonc- 
tion 12  fournie  par  la  formule  (5)  coïncide  avec  l'intégrale  de 
Poisson,  et  par  suite  on  pourrait  maintenant  se  contenter  de 
renvoyer  aux  innombrables  travaux  antérieurs  pour  ce  qui  concerne 
les  conditions  de  validité  de  celle  formule. 

Sans  vouloir  ici  déterminer  les  conditions  les  plus  strictes 
possibles  ipie  Ton  puisse  actuellement  donner,  nous  exposerons 
la  démonstration  de  la  validité  des  formules  dans  un  cas  très 
étendu,  à  savoir  celui  où  la  fonction  ^(O)  satisfait  à  une  condition 
de  LipschitZ.  La  validité,  en  conservant  notre  mode  d'exposition, 
dans  des  cas  bien  plus  étendus,  résulterait,  comme  cas  très  parti- 
culier, des  démonstrations  de  noire  Mémoire  Sur  lu  problème  de 

Dirichlet  relatif  à  une  aire  annulaire  ('). 

(  )n  \icni  de  voir  qu'il  était  permis  de  se  servir  indifféremment 
des  formules   (5)  ou  (7)  à  l'intérieur  de  la  circonférence,    mais 


(')    Cf    Comptes   rendus,    1     152    p     680;    Rendiconti  ciel  Circolo  mat.   di 
Palermo,  1912,  1"  semestre 
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qu'il  était  commode  de  prendre  Q  sous  sa  forme  (7)  au  voisinage 
de  la  frontière. 

La  partie  réelle  P  de  Q  prenant  évidemment  sur  la  frontière 
les  valeurs  données,  comme  il  a  été  déjà  dit,  et  cette  fonction 
étant  visiblement  régulière  dans  le  cercle  de  ravon  1,  tout  se 
borne  à  faire  voir  que  la  partie  réelle  tend  vers  <£(£)  lorsque  le 
point  z  tend  vers  le  point  s,  — e'e,  par  un  chemin  intérieur  au 
domaine.  C'est  ce  que  nous  prouverons  en  montrant  que  la  diffé- 
rence 

tend  vers  zéro;  et  ceci  aura  l'avantage  de  prouver  en  même  temps 
la  continuité  de  P  et  de  Q  (je  rappelle  qu'on  a  Q  =  P-f-  *'Q),  c'est- 
à-dire  celle  de  Q. 

Continuité  de  û.    —   D'après  la  formule  (  7  )  on  a 

ûW-û(Sl)=  -L  /■"•(.)-»(.>]  (1±£^  -  !±££2)  m, 

2it  J0  \ï  —  ze  ™        1  —  J|r™/ 

et  par  suite  il  suffit  de  montrer  que  la  différence 

peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut  pour  1 5  —  5,  |  assez  petit. 

Nous  séparerons  à  cet  ell'et  la  circonférence  en  deux  portions; 
en  isolant  un  petit  arc  ab,  de  longueur  2  /. ,  ayant  le  point  5,  pour 
milieu;  nous  désignerons  par  La),  et  L'  les  deux  portions  corres- 
pondantes de  l'intégrale  L.  Enfin  nous  appellerons  (voir  la  figure) 
M,  P,  et  P,  les  points  respectifs  3,  e'e,  eie(  =  5,). 

La  fonction  O  satisfaisant  par  hypothèse  à  une  condition  de 
Lipschilz,  on  peut  écrire 

|*(8)  —  4»(e)|  <X|8  —  e|« 
avec 

X  >  o,        a  >  o. 

De  sorte  qu'en  désignant  par  ;î\\.  un  nombre  positif  supérieur  ;i  A 
au  voisinage  de  e,  on  a  évidemment 

|La6|<2.)k  j     MP.pPl  — 


,/H. 
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Or  considérons  le  quotient 


|B-6|» 
PP,      ' 

l'arc  PP,  étant  petit,  on  est  assuré  que 

arcPP, 


PP 


<2, 


el  par  suite 


|8  —  i\*         (arcPPj  >« 


PP,        ^   '     arcPP,        ~    |6  — e|i- 
On  a  d'autre  part  (voir  la  figure) 


Ml',        MP,        M  T 


MP 


Ml'      s    M<^>         :\ig        sinu        sinu' 


en  appelant  u    le   minimum   de   l'angle  u,   minimum  assurément 
non  nul  si  l'on   suppose  pour   un   moment  que   le   point  M  tende 

Fis.  3. 


vers  P,  par  le  cliemin  recti ligne  MP,,  et  que  l'arc  ah  a  été  suffi- 
samment restreint  pour  qu'en  aucun  de  ses  points  la  tangente  au 
cercle  ne  soit  parallèle  à  MP,. 

Si  maintenant  on  suppose  que  M  tende  vers  P,  par  un  chemin 
quelconque  intérieur  à  la  circonférence,  mais  non  tangent  à  celle- 
ci  en  P,,  il  sera  évidemment  possible  de  restreindre  suffisamment 
l'arc  ab,  et  de  prendre  la  distance  MP,  assez  petite,  pour  que  les 
cordes  P,M  joignant  P,  aux  points  voisins  sur  ce  chemin,  ne 
soient   jamais    parallèles  à   une    tangente  à   la   circonférence   en 
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quelque  point  de  ab.   Dans  ces  conditions,    u'  restera  supérieur  à 
un  nombre  non  nul  u",  et  l'on  pourra  écrire 


MP  sina" 

De  là  résulte 

0)1      r£+*         d% 


*      |0-H'-a' 


<\l\  Il   .  f. 
c'est-à-dire 

\K/>\  <  -■ T./"*. 

sina 

Il  est  donc   possible  de  choisir  k  fixe,    de   manière    à  satisfaire 
à  l'inégalité 

I  l»ab  |  <  Yi 

en  désignant  par  y  un  nombre  positif  arbitrairement  petit. 
k  étant  ainsi  fixé,  il  nous  reste  à  nous  occuper  de  \J  : 

iHz-zl) 


Je  eM( 

[*(fl)-*N— ■ ~ 
circonf.  —  ab  \z         e 


)(Zl-e*) 


Or,  assujettissons  MP,  =  |  z  —  zt\  à  être  au  plus  égale  à  la  corde 
de  l'arc  jab  (soit  cl  cette  corde).  Dans  ces  conditions,  dans  l'inté- 
grale L',  \z  —  el<i\  sera  toujours  supérieur  à  ^d,  le  point  e'e  étant 
extérieur  à  l'arc  ab;  et  il  en  sera  de  même  de  \zt  — e/6J.  Par  suite, 
en  désignant  par  p.  le  maximum  du  module  de  <b(b)  —  ^(e) 
supposé  borné,  il  viendra 

.  .  ,  .  1-2  —  -il  i6t;jl  , 

T 

et  le    second    membre    sera    inférieur  à   y   si    l'on   choisit  |  z  —  zs 
assez;  petit. 

Il  en  résultera  que  |L|  sera  dans  les  mêmes  conditions  infé- 
rieur à  2y,  ce  qui  démontre  la  continuité  annoncée. 

Il  a  été  supposé  que  le  point  M  (s)  tendait  vers  P,  (zt  )  par  un 
chemin  non  tangent.  Il  est  bien  clair  que,  la  partie  réelle  de  Û 
étant  ^(e),  au  point  c'z,  la  continuité  de  Q  ne  saurait  subsister  sur 
la  circonférence,  que  si  la  fonction  <I>  v  est  elle-même  continue. 
Il  est  d'ailleurs  facile  <le  montrer  qu'en  un  point  elt'  où  la  fonction 
<l>  est  continue,  i>  est  elle-même   continue  sur  la  circonférence. 
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D'après  la  formule  (6),  cela  revient  à  montrer  que  la   diffé- 


rence 


3i  = 


=  f       F*(6)  —  *(e)]cot- -  —  [4»(6)  — *(e,  »]cot- -j  </') 

tend  vers  zéro  avec  |e  —  ef|.  Séparons  comme  précédemment 
celte  intégrale  en  deux  portions  :  R^  et  R',  l'arc  al),  de  longueur 
2  A",  ayant  pour  milieu  le  point  e'z>,  et  contenant  le  point  r'z  puis- 
que celui-ci  tend  vers  etZx. 

La  fonction  <î>  satisfaisant  à  une  condition   de  Lipschitz,   on  en 
conclut  comme  ci-dessus,  ,)1L  désignant  un  nombre  positif  : 


|  A„4  |  <  31 


|Q- 

■  |« 

1         £ 

tan» 

—  6 

Vi 

,/f) 


|6-6l|« 


Oi 


Do. 


/        tan-——  j 


tans 


> 


«■i 


> 


i^kHIict^totI 


c'est-à-dire 


A«*|  <  4  3HL-I  i  -+-  >a  \k», 


puisque  |  e,  —  9J  reste  <  /.\  et  j e  —  Q I  <^  a  h  ■ 

On  peut  donc  choisir /.  lixe  assez  petit  pour  satisfaire  à  l'iné- 
galité 

I  R«* l< 

y  étant  donné  d'avance  arbitrairement  petit. 

Comme  on  s'assure  ensuite  aisément  (pie,  /étant  ainsi  fixé,  un 
peut  rendre  |R'|  plus  petit  que  y  par  un  choix  convenable  de 
|  s  — s,  |,  il  en  résulte  la  continuité  annoncée. 

On  étudie  facilement  ce  qui  se  passe  lorsque  la  fonction  4>  n'est 
pas  bornée. 

Cas  particulier.  —  Proposons  nous  de  voir  ce  (pie  deviennent 
les  formules  générales  ci-dessus,  lorsqu'on  suppose  que  la  fonc- 
tion (|>  donnée  prenne  des  valeur^  édiles  aux  points  de  la  circon- 
férence de  rayon  î,  symétriques   p;u    rapport  à  l'axe  réel.   Ce  cas 
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est  particulièrement  intéressant,  car  il  se  présente  dans  un  grand 
nombre  de  problèmes  de  Physique  mathématique  ('). 
Nous  admettons  donc  que  l'on  ait  par  hypothèse 

(8)  *(2t-  6)  =  *(8), 

il  en  résulte  évidemment  que  la  fonction  Q  est  réelle  pour  z  réel, 
et  c'est  ce  que  montre  de  suite  la  formule  (5).  Cette  formule 
devient  d'ailleurs 


Mais  il  vient,  à  cause  de  (8), 

/"27t  i-t-ze-rô  ru  i  +  ^iî 

Jn  i  —  2  e-<8  J0  [  -  z  e*> 

d'où 

1  f**,»    /' i-H.se-1'9  i  +  ie''\    ,. 

21TJ0  \I-iH  1-26™/ 

et  par  un  calcul  immédiat 

I        *(6) î -= rf8. 

I,  i  —  aacos8  +  i* 

C'est  la  formule  (io3)  de  mon  Mémoire  Sur  la  résistance  des 
fluides. 

De  même,  l'expression  (6)  de  la  partie  imaginaire  de  12  devient, 
dans  l'hypothèse  actuelle, 

_L    /     [4,(8)  — *('6)|coti^-rf6-H  —    /       [*(6)  — *(s)]cot -d8, 

2^J0  2  aitj^  2 


'0 

c'est-à-dire 


_L   /     [*(6)  — *(e)](cot- Hcot^^-)flTO, 

ce  qui  coïncide  avec   l'expression  fournie  par  l'équation  (97)  de 
mon  Mémoire  susdit. 


1  )   Cf.  Henri  Villat,  Sur  la  résistance  des  fluides  (Annales  scientifiques  de 
École  Normale  supérieure ■,  1911,  |>-   3o3  ). 
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Il  est  difficile  de  ne  pas  remarquer  l'analogie  qui  existe  entre  la 
formule  (9)  et  la  formule  de  Poisson,  analogie  d'écriture  tout 
au  moins,  car  les  lettres  qui  y  figurent  n'ont  nullement  la  même 
signification.  Les  considérations  suivantes  pouvaient  faire  prévoir 
cette  analogie. 

En  posant 

x  -+-  iy  —  z,  x  —  i  y  =  z0 

et  en  désignant  par 

Q(z)  =  P(v,y)-hiQ(x,y) 
cl 

Û0(a0)   -   IVr.    >->-,0(.r.  v) 

une  fonction  de  £,  et  ce  que  devient  celte  fonction  quand  ou  v 
remplace  partout  i  par  — 1,  on  voit  qu'on  peut  écrire 

Q(z)  +  a0(z0)  =  a  P(x,  y)  =  a  P  (i^i-°>  fj=-f£V 

Or  c'est  là  une  identité  par  rapport  à  z  et  à  ;,,.  Alors,  en  y  faisant 
z0  =  ~-,  et  en  remarquant  que,  dans  le  cas  actuel,  on  sait  d'avance 
que£20(^)  est  identique  à  û(.z),  à  cause  de  l'hypothèse  (8),  on 
conclut 

(10)  Q(*)  =  P(iTo). 

Or  ici,  P(x,y)  est  fourni  par  la  formule  de  Poisson,  qui  s'écrit, 
en  posant  z  =  x  -\-  iy  =  /•  e'°, 

ou  encore 

P(x,y)  =  ~    f      'h(O) '~;r2~J>lî! M. 

J  ->7t  Jo  '  1  —  a(>cos6 -t-^sinO^-t-ar'-i-.y1 

Il  suffit  alors  d'appliquer  l'équation  (10)  pour  obtenir  la  formule 


,  2  7T 

1  —  iz  rosO  -t-  5S 


Û(z)  =  J_    /       .h,0) 1 fl— 


=  ~    f     *(0) ! — ^ Pd8, 

dont  le  lien  avec  la  formule  de  Poisson  est  ainsi  mis  en  évidence. 


lr> 
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